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Introduction g enerale

Le probleme de satisfaisabilité de formules propositelles sous forme normale conjonc-
tive (SAT) est depuis un grand nombre d’années un probleemeral dans bon nombre de do-
maines dont l'intelligence artificielle. Si ce problemeuaaté autant d'intérét, c’est d’abord parce
gu'il a été le premier probleme démontré comme étaRtddmplet, faisant de lui le probleme de
reference de la théorie de la complexité. De plus, saliite d’appréhension et la robustesse
de ses méthodes de résolutions en font un outil de choix powgrand nombre d’applications
pratiques. Parmi ces applications, on peut citer notamitaemroblemes liés a I'ordonnancement,
la vérification de circuits, I'allocation de ressourcessgroblemes de diagnostic etc... Dans la
guantité de solveurs SAT existants, on distingue géeérant deux types de solveurs : les sol-
veurs complets et les solveurs incomplets.

La plus grande majorité des méthodes compléetes somebasir la procédure énumérative
DPLL. Cette méthode basique est couplée généralemphisieurs méthodes d’apprentissage et
de filtrage importantes comme des formes étendues de @bpagle contraintes booléennes,
de détection de symeétries, etc. Ces dernieres annaasymbre important de solveurs capables
de traiter des instances de plus en plus grandes ont éegae. En plus de ces méthodes de
simplifications, de plus en plus de pré-traitements y sotégrés, afin d'identifier et de traiter
certaines structures contenues dans les instances. €tz Hes chaines d’équivalences ou toutes
autres dépendances fonctionnelles qui ont fait et fohjébde travaux ces dernieres années. Plus
recemment, une forme particuliere de structure a &atitiée et commence a faire I'objet de re-
cherches. Il s'agit de l'identification d’ensembles strdmagkdoor. Un ensemble strong backdoor
est un ensemble de variables tel qu'il résulte de toutepri¢ation de ces variables une formule
simplifiée pouvant étre traitée en temps polynomial. 4illet des ensembles strong backdoor est
directement liée a la complexité intrinseque de chagsence. Ceci explique que le calcul d'en-
semble strong backdoor de taille minimale est NP-diffitikss seules méthodes connues a I'heure
actuelle souffrent par conséquent d’'une trés forte eidepxplosion combinatoire rendant leur
utilisation impossible dés lors que les problemes camigat plus d’une cinquantaine de variables.

Dans cette thése nous nous sommes intéressés dans uargemps a la détection et a I'ex-
ploitation d’ensembles strong backdoor. Notre but est delne praticable le calcul de ces en-
sembles dans le cas général, y compris pour des instaaggaide taille. Pour ce faire, nous pro-
posons une méthode approchée qui calcule des ensembleg kackdoor pour plusieurs classes
polynomiales dont la taille est la plus petite possiblet€eiethode passe par le calcul du meilleur
renommage d’'une formule en fonction d’'une classe polynEdannée. Ce probleme étant NP-
difficile, nous fournissons un algorithme d’approximataece renommage basé sur I'exploitation
de l'algorithme incomplet WalkSat. Les expérimentatiguge nous avons menées montrent que

1



INTRODUCTION GENERALE

notre méthode de calcul est efficace et permet de trouvezmgrgl des ensembles strong backdoor
de taille intéressante.

Ces ensembles strong backdoor ont ensuite été utilisgsle la résolution compléte d'ins-
tances SAT. Le solveur exploitant ces ensembles que nopegwos présente la caractéristique
avantageuse d’avoir une complexité exponentielle datella de 'ensemble strong backdoor au
lieu du nombre total de variables du probleme.

Cependant, certaines instances du probléme SAT resteaitdables par la plupart des sol-
veurs complets. Lorsque cette incapacité est due ala tadiment trop importante des instances,
une alternative consiste a utiliser des méthodes incetagl Ces méthodes ont 'avantage de pou-
voir traiter des instances de tres grande taille, mais assiacomme leur nom l'indique, I'in-
convénient de ne pas pouvoir répondre dans tous les cgsupart des méthodes incompléetes
sont basées sur des méthodes de recherche locale pouellesd’espace de recherche est ex-
ploré de maniere non systematique. Ces méthodes ontréndas performances surprenantes,
notamment sur des instances générées aléatoireménér&ement, ces méthodes commencent
par générer aléatoirement une interprétation cotepléconsistante et tentent de la réparer en y
effectuant des modifications mineures.

Dans cette thése, nous apportons également une coiunibcincernant les méthodes in-
completes. Nous proposons une nouvelle méthode de wehdocale pour le probleme SAT
dans laquelle nous ne manipulons que des interprétatiartelfes mais toujours consistantes.
Contrairement aux méthodes de recherche locale classigo&e solveur tente d’interpréter un
maximum de variables de maniére consistante au lieux gdaeg un maximum de clauses. Lors
du choix de la prochaine variable a instancier, notre mdghest amenée a calculer un ensemble de
variables de taille minimale a libérer pour maintenir ¢asistance. Ce calcul se raméne au calcul
d’'un transversal de taille minimale dans un hyper-graplbieest un probleme NP-difficile. Nous
proposons deux méthodes pour effectuer ce calcul, unedcippe et une exacte, donnant lieu a
deux versions de notre solveur.

Le formalisme des problemes de satisfaction de conti(&sP) est un autre formalisme
largement utilisé pour représenter et traiter des @nolegs en intelligence artificielle. 1l est beau-
coup plus structuré que le formalisme SAT. Cette strucpaenet de représenter n'importe quel
CSP sous forme de graphe ou d’hyper-graphe de contraintimnat lieu a la définition de plu-
sieurs propriétés de consistances partielles. Dansregiisme CSP, il existe une sorte de barriere
pratique entre les CSP binaires (toutes les contraintespliuent que deux variables) et les CSP
n-aires (contraintes quelconques). En effet, méme sildahgorie presque toutes les propriétés et
méthodes des CSP binaires peuvent étre généralig&g33P n-aires, en pratique on constate que
cette généralisation pose quelques problemes. Céfibeattice est cependant en train de s'amenui-
ser ces dernieres années, notamment grace a I'ublisde contraintes dites globales.

Les formalismes SAT et CSP n’en restent pas moins tres pspghuisqu’il existe plusieurs
facons de coder une instance CSP en SAT et vice-versa. @omsin droit de se poser la ques-
tion de I'existence d’'un formalisme général qui permattd’exprimer simplement une instance
SAT ou CSP et qui pourrait tirer profit des avantages de ces filemalismes.

Le formalisme CGNF (Cardinality General Normal Form) quaisiintroduisons dans cette
thése pourrait étre une réponse a cette question. Bty effus montrons qu'il est capable d’expri-

2



INTRODUCTION GENERALE

mer et de traiter n’importe quelle instance SAT ou CSP expém®n extension. S’agissant d’'un for-
malisme logique, nous montrons comment la méthode deladsurésolvantes peut étre étendue
et utilisée pour résoudre des instances CGNF. Nous mmsiegalement que dans le cas parti-
culier ou des CSP sont codés en CGNF, nous pouvons défiairagle d'inference qui permet
de filtrer les instances de la méme maniére que le feraifilfiegyes par consistances patrtielles
sur leur formulation CSP. Plus précisément, nous mostmpre la consistance d’arc et la consis-
tance de chemin (dans le cas de CSP bhinaires) peuventé@tes dans le codage CGNF avec la
méme complexité que dans les CSP. Enfin nous verrons giegpkation de la procédure DPLL a
ce formalisme, combinée a I'exploitation de certaineges d'inferences, permet de retrouver les
algorithmes Forward Checking (FC) et Maintaining Arc Cstency (MAC).

Ce mémoire est composé de trois grandes parties. La greraontient un état de I'art que
nous dressons pour situer le point de départ de nos traGaite étude bibliographique comprend
les définitions des problémes SAT et CSP, ainsi qu’'unsguré@tion des transformations les plus
connues entre ces deux formalismes. La seconde partie déroeim est consacrée au probleme
SAT et présente nos deux premieres contributions : nougseptons tout d’abord notre méthode
pour calculer des ensembles strong backdoor ainsi gu’ufisatibn de ces ensembles pour la
résolution d'instances SAT. Puis nous présentons la elteiméthode de recherche locale pour
la résolution du probleme SAT. Enfin, la troisieme padimtient notre derniére contribution : la
présentation du formalisme CGNF.
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Ce premier chapitre est consacré au rappel des défindiwfermalisme de la logique proposi-
tionnelle et du probleme SAT. Dans un premier temps, hawsdnisons les notions techniques de
logique propositionnelle permettant de caractériserrddi@me SAT. Aprés une description d'un
certain nombre de classes polynomiales, nous présergsmensembles backdoor et strong back-
door et les méthodes connues pour les calculs. Enfin, n@seipions brievement les differentes
méthodes de résolution du probleme SAT.



1.1 La logique propositionnelle

1.1 Lalogique propositionnelle

1.1.1 Syntaxe

Définition 1 (variable propositionnelle)
Unevariable propositionnelle, parfois appeléproposition atomique ouatome, est une variable
booléenne prenant ses valeurs dans I'ensefii#éX, VRAL}, {0,1} ou encore F', V' }.

Définition 2 (formule propositionnelle)
Soit un alphabet constitué d’un ensemble de variablesgsitipnnelles et de deux symboles par-
ticuliersT et 1. Soient les connecteurs :

— de négation - (non)

— de conjonction N (et)

— de disjonction v (ou)

— d'implication :— (si . ..alors . ..)

— d’équivalence + (...si et seulementsi .. .)

et les opérateurs auxiliaires de parenthésage et « ) ».

Une formule propositionnell& se construit récursivement en appliquant un nombre fini de
fois les régles suivantes :

1. une variable] et sont des formules ;

2. si¥s est une formule alorsY) est une formule ;
3. si¥ est une formule alorsX¥ est une formule ;
4.

siY ety sont des formules alors :
— (X v X¥')estune formule;
- (X AXY ) estune formule ;
- & — X ) estune formule ;
— (& < X' ) est une formule.

Dans le cas ou aucune ambiguité n'est possible, les ihaxe#s peuvent étre omises. Dans la
pratique, nous ne considérerons que des alphabets cohtemaombre fini de variables proposi-
tionnelles. Plus précisément, pour une formiijeous nous limiterons méme a I'’ensemble fini des
variables qui apparaissent au moins une fois dan€ette restriction sera notamment appliquée
lorsque nous parlerons des interprétations.

Définition 3 (litt éral)
On désigne pditt éral une variabld ou sa négatiorl : | est appelétt éral positif et— litt éral
négatif. On note~1 le littéral complémentaire &

1.1.2 Smantique

Interpr étation d’'une formule

Définition 4 (Interpr étation)

Une interprétatioriZ en calcul propositionnel est une application de I'ensenttdle formules
propositionnelles dans 'ensemble des valeurs de véXiRRAI ,FAUX }. LinterprétationZ (X)

d'une formuleX est définie par la valeur de vérité donnée a chacune aeables de-. Cette
interprétation se calcule par l'intermédiaire des esguivantes :

1. I(T)=VRAI;
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) [ Z(@) [ Z(-D) [ IEAD) | Z(2VD) | Z(E—D) | Z(2—D)
V | V F Vv Vv Vv Vv
Vv F F F Vv F F
F Vv Vv F Vv Vv F
F F Vv F F Vv Vv

TAB. 1.1 — Table de vérité d’'une formule

2. T(L)=FAUX;

3. Z(—-X)=VRAI si et seulement gi(X)=FAUX;

4. T(XNP)=VRAI si et seulement gi(%)=Z(®)=VRAI,

5. I(xv®)=FAUX si et seulement g (X)=Z (®)=FAUX;

6. Z(Xx— ®)=FAUX si et seulement gi(3)=VRAl etZ (®)=FAUX;
7. I(X+— ®)=VRAI si et seulement §i(>X)=Z(®).

La tableau 1.1 synthétise les differentes valeurs dieévées formules+X), (XA®P), (XVP),
(X— @) et (2~ ) en fonction des valeurs de¢ et ®.

Remarque 1 De la table de &rité du tableau 1.1, il est possible dédiiire que :
— la formule £— @) estéquivalenteéa (—X V) ;
— la formule £« ®) s’écrit également ({— ®)A(P— X)) ou encore (XVPIA(-PVY));
— le «ou exclusifs(exprimant la« differencesentre deux formules) ne(x ¢ ®) s'écrit également
—(X«+ ®) ou encore ((XAP)V(-PAY));
— SoitSz(x) 'ensemble des interptations d’une formul&. Si¥ posede exactement va-
riables diferentes alorgSz s, [=2".

Remarque 2 En calcul propositionnel, pouré&trire une interpétationZ d’'une formule, il suffit
de connétre la valeur de @rité gu’elle donnex toute variablev de la formule sachant que, soit
le littéral v, soit le litteral —v est vrai dansZ. De manére naturelle on peut caragtiser une in-
terprétationZ par 'ensemble des variables qu’elle integtea vrai. Par exemple pour la formule
(a AD)— (c+ d) et linterprétation Z(a)=V, Z(b)=F, Z(c)=V, Z(d)=F, Z est noke {a,c}. Mal-
heureusement cette notation ne permet pas de distinguerateshles n’ayant pas de valeur de
verité « définie scomme dans le cas des integpations incomgtes. Nous refsentons donc une
interprétationZ par 'ensemble des liéraux vrais pour I'interpétation. Sur 'exemple @cedent,
7 sera repéseng par I'ensembl€a,—b,c,~d}.

Définition 5 (Interpr étation partielle, incompléete et compéte)
SoitX: une formule propositionnelle dont le nombre de variabléggal an. On dit que :
— [ estunenterpr étation partielle deX. si et seulement di est une interprétation et| < n;
— I est uneinterpr étation incomplete de ¥ si et seulement si est une interprétation et
[I| <n;
— [ estunenterpr étation completedeX. si et seulement di est une interprétation &f| = n.

9



1.1 La logique propositionnelle

Consistance, inconsistance, validi et invalidité d’'une formule

Définition 6 (formule satisfaite)
On dit qu’une formule propositionnellg estsatisfaite par une interprétatiods si et seulement si

I(%)=V.

Définition 7 (formule falsifiée)
On dit qu’une formule propositionnellg estfalsifiee par une interprétatiodi si et seulement si

I(%)=F.

Définition 8 (modele)
On appellanodele d’une formuley, une interprétatioff qui satisfaity.

Définition 9 (contre-modele)
On appellecontre-modele d’une formuleX, une interprétatio qui falsifieX..

Définition 10 (consistance, inconsistance)

Une formule est diteonsistanteou satisfiable ou satisfaisable si et seulement si elle admet
moins un modéle. Une formule est diteonsistante ou insatisfaisable si et seulement si elle
n'admet pas de modéle, c’est-a-dire T € Sz(x) Z(X)=F.

Conszquence émantique

Définition 11 (Confquence émantique ou congquence logique)

Une formuleX implique sémantiquementune formule® notéeXF®, si et seulement si tout
modeéle dex est un modéle dé. On dit alors que- a pourcongquence logiqueP ou encore
qued est uneconsgquence logique de..

Définition 12 (equivalence &mantique)
On dit que deux formules et® sontsemantiquementéquivalentes notéx=® si et seulement
siX=det®|=3, c'est a dire si ces deux formules admettent exactememégses modeles.

Clauses, moidmes et formes normales

Clauses et mo®mes

Définition 13 (clause)
On appelleclauseune formule constituée d’une disjonction finie de littéraUne clause est donc
satisfaite par une interprétation si au moins un de sésditix est vrai dans cette interprétation.

Définition 14 (monbme)

Dualement, on appellemondome une formule constituée d’une conjonction finie de littétaln
mondéme est donc satisfait par une interprétation si tasslitéraux sont vrais dans cette in-
terprétation.

Dans un souci de synthése et de clarté, nous consideréras souvent les clauses (ou les
mondmes) comme des ensembles de litt€ramen conséquence nous nous autorisons a appliquer
aux clauses (ou mondmes) tous les opérateurs enserabliste

!Dans la pratique, ces ensembles seront méme reprégemtédss listes sans répétition.

10



CHAPITRE 1 : LA LOGIQUE PROPOSITIONNELLE ET LE PROBIME SAT

Définition 15 (clause et mo@me fondamentaux)
On appelleclause fondamentaleg(respectivementondme fondamenta), une clause (respecti-
vement un monéme) qui ne contient pas de littéral compiéaire.

Définition 16 (clause tautologique)
On appelle clauselause tautologiquelne clause qui contient au moins deux littéraux compléaiess.

Définition 17 (clause positive, Bgative, mixte)

On appelle clauseositive (respectivemennégative) une clause qui ne contient pas de littéral
négatif (respectivement positif). Une clause constitada fois de littéraux positifs et négatifs est
appeléelause mixte

Définition 18 (longueur d'une clause ou d’un modme)
On appellelongueur de la clausec (respectivement du monéme), le nombre de littéraux
différents dang (respectivement). Cette longueur sera notégc) (respectivemerity(m)).

Définition 19 (clause unaire ou unitaire)
Uneclausec unaire (ou unitaire ou mono-littérale) est une clause telle guie) = 1.

Définition 20 (clause n-aire)
Une clausen-aire est une clause telle qug(c) = n.

Définition 21 (clause vide)
Une clause estide silg(c) = 0. Elle sera notée_oul.

Définition 22 (clause de Horn)
Une clause delorn est une clause qui contient au plus un littéral positif.

Note 1 Dualement, une clause contenant au plus ugit negatif sera appéleclause reverse-
Horn.

Exemple 1 (Exemples de clauses de Horn)—a, —b, ¢, ~d} est une clause de Horfa, b, ¢, —d}
est une clause reverse-Horn. Les clausegatives sont des clauses de Horn. Les clauses positives
sont des clauses reverse-Horn.

Définition 23 (sous-sommation ou subsumption)
La clause:; sous-sommeousubsumela clauses si et seulement i C cs.

Définition 24 (résolvante)

Deux clauses; etcy se résolvent si et seulement si il existe un litténal quel € ¢, et~ 1 € 5.
Laclause (¢ )\ {l} U (c2) \ {~1}) est appeléeesolvantedec; etcy enl. Il est évident que cette
résolvante est logiquement impliquée par les clavs@scs.

11



1.1 La logique propositionnelle

Impliqu és et impliquants

Définition 25 (impliqué)

Soienty une formule et une clause. On dit queest un impliqué d& si et seulement si est
une conséquence logique XeCeci est équivalent a dire qleimpliquec.

Définition 26 (impliquant)
Soienty. une formule etn un monéme. On dit quer est un impliquant d& si et seulement si
Y} est une conséquence logiquerdeCeci est équivalent a dire qlieest impliqué pam.

Définition 27 (impliqu é et impliquant premiers)
Un impligu é (respectivemenimpliquant ) premier d’une formule est un impliqué (respective-
ment impliquant) qui est minimal pour I'inclusion.

1.1.3 Formes normales

Définition 28 (CNF)

Une formuleX: est sousorme normale conjonctive (CNF) si et seulement i est une conjonc-
tion de clauses, c’est-a-dire une conjonction de disjonstde littéraux.

Définition 29 (DNF)
Une formuleX: est sousorme normale disjonctive (DNF) si et seulement i est une disjonc-
tion de monémes, c’est-a-dire une disjonction de corjons de littéraux.

De méme que pour les clauses (et les mondémes), nous eamrsidiine CNF (respectivement
DNF) comme un ensemble de clauses (respectivement mohémes

Définition 30 (litt éral pur ou monotone)
Un littéral | est ditpur pour la formuleX: sous forme CNF si et seulement si il apparait soit
uniquement positivement soit uniquement négativemems Ha

Propri été 1 Toute formule propositionnelle peétre réécrite sous forme normale conjonctive.

Néanmoins cette transformation peut nécessiter unssaote exponentielle de la taille de
I'ensemble obtenu. On peut trouver dans la these de Si8gi¢l, 1987], un algorithme permet-
tant de transformer toute formule en une formule normale conjonctive équivalente du point de
vue de la satisfaisabilité dont la taille est linéaire.

Définition 31 (CNF « simplifiée»)

Soient une CNE: et un littérall, nous noton&.; la CNF simplifiée en supprimant detoutes les
occurrences de/l et toutes les clauses dapparait.

Par extension, si est une clause fondamenta¥e, correspond a la simplification de par tous
les littéraux de la clause(®>. = X AN li Ala A ... Nlgotic = {ly,la,...,14}).

Nous noton&* la CNF simplifiée par la propagatidmle tous ses littéraux unitaires He

De méme, nous notons’® la CNF simplifiée par la propagation de tous les littéraursmley..
Enfin, X% correspond a la CNF simplifiée par la propagation de tosidittéraux unitaires et purs
deX..

2L a propagation unitaire correspond & unsimplification récursive des littéraux unitaires.

12



CHAPITRE 1 : LA LOGIQUE PROPOSITIONNELLE ET LE PROBIME SAT

Intuitivement, la simplification d'une formule par un étdl [ est une opération élémentaire
consistant a exercer les regles d’évaluation d’'une tdensur l'interprétation partielld,, définie
uniquement pour la variablie(Z,(l) = Vrai sil est positif, Faux sinon). Dans le cas d’'une CNF,
cette simplification s’effectue en deux étapes :

1. suppression des clauses satisfaited jpaest-a-dire les clausestelles quéd € ¢;
2. suppression des occurrences falsifiees dest-a-dire des occurrences dé.

Cette simplification est couramment appelée propagatobheffet de I'affectation (ou de I'assi-
gnation) d'un littéral.

Exemple 2 (Simplifications d’'une CNF) Soit la CNFX = {(a V —¢), (-maV bV ¢), (=d V
—a), (neVd), (-bVveV f), (meV fVg), (-fV-e)}.

Soit la clauser; = {a, —d}.

Ya={(0Ve), (md), (meVd), (mbVeVf), (meV fVng), (=f Vel

Yo, ={(bVe), (me), (mbVeVf), (meV fVmg), (=fV e}

e, ={(eV ), (meV fVmg), (=f Vel

Sh={(eV ), (=f Vel

1.2 Le probleme SAT

SAT est la forme réduite de probleme de satisfaisabilite adenfiles propositionnelles sous
forme normale conjonctive (CNF). C’est un des problemesageté le plus étudié en informa-
tique et qui continue de I'étre par une grande communaatéhgrcheurs du fait de son impor-
tance théorique aussi bien que pratique. En effet, SATeyirémier probleme prouvé comme
étant NP-complet par Cook [Cook, 1971], faisant de lui lebpgme NP-complet de référence. De
plus, un grand nombre de problemes en informatique s'yer@nt ou le contiennent, comme
la démonstration automatique, la programmation logides,bases de données déductives, la
vérification de circuits et de microprocesseurs, etc.

Définition 32 (Le probleme SAT)
SoitX: une CNF construite sur un ensemblele symboles propositionnels.
Existe-t-il une interprétation suf qui satisfasse. ?

Remarque 3

1.2.1 Notations

Nous allons tout de suite fixer un certain nombre de notatipmsious serviront tout au long

de ce mémoire lors des calculs de complexités, de d@fisitétc...

Geérneralités : Lors de tout calcul de complexité, le nombre de variablesppsitionnelles
présentes dans une formule CMFsera notébV ar(X) ou bien, lorsqu’aucune ambiguité
n'est possible, simplement. Le nombre de clauses de cette formule sera not&la(X)
ou bien, lorsqu’aucune ambiguité n’est possible, simglet. La taille d’une clause cor-
respond au nombre de littéraux qui la composent, la tailieelclausec sera notéég(c)
et la taille de la plus grande clause sera ndtéka taille totale d’'une instance SAT sera

13



1.3 Les classes polynomiales de SAT

notée|X| et correspond tout naturellement a la somme des longueuchabjue clause de

DI
5l = 3" lg(er).
cEX

Variables et littéraux : Les variables propositionnelles, ainsi que les littérgukleurs sont
associés, s'ils ne sont pas explicitement nommeés, ses par des lettres minuscules
de tout I'alphabetd, I, v, x) éventuellement indexées; ( —ls, v;, ~b;). Les indices, s'ils ne
sont pas explicitement chiffrés, seront quant a euxsypék des lettres minuscules du milieu
de l'alphabetq, j, k ou des nombres entiers). L'ensemble des variables d'uneuler> sera
notéV(X) et 'ensemble de ses litterauk(X).

Clauses : Les clauses seront notées par la lettre minuscindexée par des indices identiques
a ceux des variables. Comme il a été dit, elles seronésgmtées indifferemment par des
ensembles de littérauXd, b, c}) ou par des disjonctions de littéraufa(\V b V c}).

Formule CNF : Les formules propositionnelles, et particulierementesebous forme CNF
(instance SAT) seront notées par des lettres majusculéalgdbeabet grec, généralement
33, éventuellement indexées avec encore les méme inditles.seront représentées par des
ensembles de clauses & {a VbV —d, bV —c, aVdV—c, cVd} ouX = {cy,ca,c3,c4}).

Divers : pour un littérall, on noteOcc(l) 'ensemble des clauses dans lesquelles le litteral
apparait.

1.3 Les classes polynomiales de SAT

Nous rappelons que définir une classe polynomiale néeedmsiix algorithmes de complexité po-
lynomiale :

— un algorithme de reconnaissance, qui décide si I'ingtahc probleme appartient a cette

classe ou pas;

— un algorithme de décision de la satisfaisabilité demimses de cette classe.

Il est clair qu’il existe des classes d’instances ne réepahdu’a I'un ou l'autre des criteres.
Ces classes sont quasiment inexploitables en pratiques pmuwons citer, par exemple, la classe
constituée de I'ensemble des instances de SAT ayant unmegmlynomial de résolvantes. Clai-
rement cette classe admet un algorithme de décision pwiiaid Nous appelonsestriction poly-
nomialeune classe pour laquelle seul un algorithme de décisioynpatial existe.

Tres peu de classes polynomiales de SAT sont connues arc&juus en établissons dans ce
paragraphe une liste non exhaustive.

1.3.1 Les clauses binaires

La premiere classe polynomiale a avoir été exhibée3AT [Cook, 1971], c’est-a-dire les
instances de SAT formées de clauses binaires. L'algogttiereconnaissance pour cette classe est
trivial et clairement linéaire. L'algorithme de décinide satisfaisabilité proposé par Cook se base
sur le principe de résolution et est assurement polyniomisque la résolvante de deux clauses
binaires est au pire une clause binaire et que le nombre deeddinaires pouvant &tre construites
pour un nombre donné de variables, est une fonction qugdeatle ce nombre de variables.

311 suffit de calculer I'ensemble de ces résolvantes, ce siLfiaét en temps et en espace polynomial par définition de
la classe, et de répondrepui I'instance admet une solutieou « non I'instance n'admet pas de solutienen fonction
de la production ou non de la clause vide.
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CHAPITRE 1 : LA LOGIQUE PROPOSITIONNELLE ET LE PROBIME SAT

Proposition 1 2-SATe P [Cook, 1971].

Par la suite d’autres algorithmes de complexité linéhirent proposés. Citons celui de Even,
Itai et Shamir [Even et al., 1976] se basant sur un algorittmamératif avec un principe de retour
arriere intelligent, ou encore celui de Aspvall, Plass a&tjdn [Aspvall et al., 1979] utilisant un
codage des clauses en termes de graphes et I'algorithmejde [Tearjan, 1972] pour calculer les
composantes fortement connexes de ce graphe.

1.3.2 Les clauses de Horn

Une autre classe polynomiale bien connue de SAHEERN-SAT.

Définition 33 (HORN-SAT)
Horn-SAT est la restriction de SAT aux ensembles de clauses de. Hor

L'algorithme de reconnaissance, comme pour les clausesred est trivial et clairement
linéaire : il suffit de passer en revue les clauses une aude €assurer qu'il y a bien au plus un
littéral positif par clause. En ce qui concerne le test disfedsabilité d’'un ensemble de clauses
de Horn, plusieurs auteurs ont montré que la résolutienctiises positives unitaires, qui s’effec-
tue en temps et en espace linéaire, est suffisante [Min@&8]1[Dalal, 1992] et [Rauzy, 1995].
D’autres algorithmes de complexité linéaire, se basanlkesthéorie des graphes, ont été proposés
[Dowling et Gallier, 1984], [Ghallab et Escalada-Imaz, 1Pét [Scutella, 1990].

Proposition 2 Horn-SATe P.

Définition 34 (Renommages)
On appellaenommage d’un ensemble de ligtraux S, une application telle que :

p: 8, — 8,
-l
I +— p()=< ou
l

et Vies8r:p(=l)=-pl).

Par extension, nous définissonsreanommagep. d’'une clausec comme I'application de a tous
les littéraux de cette clause:(c) = \/ p(l).
lec

De méme, umenommagepy, d’'un ensemble de clauses se définit commeps (X) = A pe(c).
[

Définition 35 (formule Horn-renommable)
On dit qu’'un ensemble de clauseestHorn-renommable si et seulement si il existe un renom-
magep des littéraux dé& tel queps (X) soit un ensemble de clauses de Horn.

Exemple 3 (Une instance Horn-renommable)Soient: = {aVbV—d, =bV—¢, aVdV—c, cVd}
etp le renommage suivant :

pla) = —a
p(b) = —b
plc) = ¢
pld) = —d
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1.3 Les classes polynomiales de SAT

Nous obtenonsps(X) = { ~aV =bVd, bV —¢, maV —-dV —c, ¢V —~d} qui est un ensemble de
clauses de Horn. Par coaqguent® est bien une formule Horn-renommable. O

Le probleme de reconnaissance de formules Horn-renonamal#st pas aussi trivial que celui
des clauses de Horn ou des clauses binaires. En effet, ijpdesmmeédiat de déterminer si une ins-
tance SAT est de Horn & un renommage prés des litterawtefis, ce probleme peut &tre ramené
linéairement a celui de la satisfaisabilité d’'un ensknale clauses binaires, et par conséquent traité
de maniére linéaire [Lewis, 1978, Aspvall, 1980, Charglral., 1990, Hébrard, 1994]. Ces algo-
rithmes fournissant pour la plupart le renommage permetlatransformer I'ensemble de clauses
en un ensemble de clauses de Horn, décider de la satiglitégsdlune formule Horn-renommable
peut étre fait en temps linéaire par l'intermédiairerdalgorithme décisionnel emprunté ala classe
Horn-SAT .

Proposition 3 Les instances Horn-renommables de SAT constituent unsectadynomiale de
SAT.

Plusieurs auteurs ont cherché a généraliser les dasgse&s$ polynomialesprimaires»de SAT
(Horn-SAT et2-SAT ). Ces recherches ont donné naissance a plusiewss tigogénéralisations :
les clauses g-Horn, un principe de hiérarchisation dassels, les formules (presque) de Horn et
les formules (presque) ordonnées.

1.3.3 Lesclauses g-Horn

La classe des clauses g-Horn a été introduite par Beraed. dans [Boros et al., 1990] et se
définit de la maniére suivante :

Définition 36 (Ensemble de clauses g-Horn)
Un ensemble de claus&sest ditg-Horn si et seulement si il existe une partition des variables
(modulo un renommage) dé en deux sous-ensembles disjoiflset () tels qu’aucune clause de
DI

— ne contient plus de deux variables@e

— ne contient plus d’un littéral positif dd ;

— contenant un littéral positif dB ne contient de littéral positif d@.

La difficulté de cette classe est la reconnaissance desnbieeH et (). En effet, une fois
ces ensembles déterminés, le test de satisfaisalilient a affecter a la valedkrAUX toutes
les variables dg{ et a résoudre le probleme restant qui appartient clargra2-SAT. En ce
qui concerne l'appartenance d’'une formule a la classe tlses g-Horn, Borost al. dans
[Boros et al., 1994] ont proposé un algorithme linéairamaéterminer les ensembléset H.

Exemple 4 SoitX = {x1 V ~xo V —x3, 721 V o V nx3, mxg V 2y, X1 V e V X5 V T, 2 V
—x3V xgVay, xoVxyVregV ey, xegV Xy, eV 7, L5V .1‘6} En posant) = {.1‘5, xg, .1‘7}
etH = {x1,x9,x3, x4}, ON VOIt que toutes les conditions sont respest don& estq-Horn.

1.3.4 Les diferentes herarchies

Une autre maniere de généraliser les clauses de Hore pasd’introduction de differentes
formes de hiérarchie d'instances SAT.
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CHAPITRE 1 : LA LOGIQUE PROPOSITIONNELLE ET LE PROBIME SAT

Geénreralisation de Yamasaki et Doshita :

Les premiers a avoir travaillé dans cette voie furent Ysakaet Doshita qui dans [Yamasaki et Doshita, 1983]
autorisent les clauses de Horn a posséder plusieuesalitt” positifs, sous condition que ces
litteraux soient en quelque sorteimbriquésy». Ceci afin de garantir que la résolution unitaire
reste suffisante pour répondre a la question de la satdféite de la formule.
Arvind et Biswas ont proposé un algorithme quadratiquer p@cider de la satisfaisabilité des
instances de cette classe [Arvind et Biswas, 1987].

Hiérarchie de Gallo et Scutelh :

Gallo et Scutella ont par la suite généralisé les travidiiYamasaki et Doshita. Dans [Gallo et Scutella, 1988],
une hiérarchidy,I'1, ... d'instances de SAT est définie. Cette hiérarchie se agihste la facon
suivante :

Définition 37 (La hiérarchie de Gallo-Scuteld)
— I'y = Horn-SAT;
— X €I, sietseulement siil existe un littéral p tel qtig € I'y,_, etX, € T';,.

Les instances appartenant'areprésentent en fait la classe de Yamasaki et Doshitatel@&ezns
[Yamasaki et Doshita, 1983]. Gallo et Scutella ont pr@pos algorithme pour reconnaitre et
résoudre les instances de la clage Cet algorithme est de complexit@(|>|n*) en temps et
en espace. De plus, cette classe vérifie les propriétésnses :

Proposition 4 — I'o = Horn-SAT;
— Ty DT, k=1,2, ...
o0
- SAT= U T%.
k=0

Hiérarchie de Dalal et Etherington :

La hiérarchie de Gallo et Scutella a elle-méme étégiisée par Dalal et Etherington dans
[Dalal et Etherington, 1992] ou deux hiérarchies entreés(A;) et (€2;) sont définies.

Définition 38 (les hierarchies de Dalal-Etherington)
Soit¥: une formule CNF. Nous avons :
— ¥ € Ay sietseulement & contient :
— soit la clause vide ;
— soit uniquement des clauses positives ;
— soit uniquement des clauses négatives ;
-VEk, XeQ sietseulementsi
- XY e Ak,'
— ou pour tout littérap deX™ :
- soityf € Apetyt, €
- Soity} C Y ety) € O ;
-Vk>0,% e Ay sietseulement si il existe un littéralde " tel que :
— SOitY; € Qp_q etyl, € Ay;
— SoitY} C Y ety) € Ay.
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Il est a noter que contrairement a la hiérarchie de Gdl®ogitella, nous avorzsSAT C Q.
Dalal et Etherington ont proposé un algorithme de recasaaice et de résolution de com-
plexite, spatiale et temporel®(|X|n*).

1.3.5 Les formules presque Horn

Introduite par Luguet dans sa thése [Luquet, 2000], cédrese polynomiale est une extension
des classes des formules de Horn et des formules Horn-reablaga On pourrait dire que cette
classe contient les formules qui sont Horn-renommaklear morceau». Pour savoir si une
formuleX est presque Horn, on décompasen = BaseH (X)U Reste(X) ou BaseH (X) est
la base de Horn de la formulg, c’est-a-dire un sous-ensemble de clauses dgi soient Horn-
renommabley et Reste(X) le sous-ensemble des clauses restantés(den Horn-renommable).
Les formules Horn-renommables correspondent aux fornpdes lesquelles ldieste est vide.

Si Reste(X) n'est pas vide, on considéere I'ensemlileste( Reste(X)) et ainsi de suite, que
I'on appellereste iteré de X. Une formuleX est dite presque Horn si son reste itéré est vide.
Luquet a proposé un algorithme de complexién|X|) pour la reconnaissance d’'une formule
presque Horn e® (1) pour tester leur satisfaisabilité.

La classeF-Horn*

Toujours dans sa thése, Luquet a encore élargi cetteeciaks classer--Horn*. Soit & une
classe polynomiale de SAT, une formuleest dite 7-Horn* si le reste iteré d& appartient a la
classeF et queX ne contient pas de clause unitaire. On voit donc que la ctisselauses g-Horn
coincide avec la classe (2-SAT)-Hoérn

Soit 7 une classe polynomiale de SAT pour laquelle on peut tessppértenance d’'une
formule ¥ en tempsD(g(X)), alors le test d’appartenance de cette formule a la classwrn*
peut étre réalisé en tem@¥(n|X| + g(X)). SoitF une classe polynomiale de SAT pour lagquelle
on peut tester la satisfaisabilité d’'une formdleen tempsO(f(X)). Si une formuleX appartient
a la classeF-Horn*, alors on peut tester la satisfaisabilite en tempsO(|X| + f(X)).

1.3.6 Les formules ordoniees

La classe des formules ordonnées, introduite par Bentditélerard [Benoist et Hébrard, 1999],
peut étre vue naturellement comme une extension de laeckdss formules de Horn. Lidée
derriere cette classe polynomiale est de considérer ldeses qui ressemblent a des clauses de
Horn mais qui contiennent plus d’un littéral positif, anctition que les littéraux positifs soient
tousliéssauf un.

Définition 39 (Litt éraux libres/liés)

Soientc € 3 une clause et € c un littéral. On dit qud est lié dans: (par rapport &) si
Oce(—l) = 0 ou s'il existet € ¢ (t # 1) tel queOcc(—l) C Oce(—t). Sil n'est pas lié dans, on
dit quel est libre dans.

Les formules ordonnées sont définies ainsi :

4La définition exacte de la base de Horn est un peu plus cougglicet fait appel a la définition de Horn-
renommabilité d'un ensemble de clauses par rapport a ustensemble de variables, mais la définition approxiraativ
gue nous donnons permet de comprendre I'intuition cackédede cette classe. Nous invitons le lecteur intérgss”
plus de détails a consulter [Luquet, 2000].
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Définition 40 (Formules ordonrées)
Une formule CNF2 est ordonnée si chaque clause Y. contient au plus un littéral positif libre
dansc.

Exemple 5 (Une formule ordonrée) Soient la formule CNE; = {c1, 2, ¢3,c4} €t les clauses
c1 = {x1, 22, 23,24}, 0 = {21, 22, w3}, 3 = { w1, w2, ws, 5} €tey = {21, T3, T4, X5}
La formuleX; est ordonie carz; est le seul littral positif et libre dec; etxs est le seul litéral
positif et libre decy.

Benoist et Hébrard ont proposé un algorithme de com@etittempg) (n|X|) pour la recon-
naissance d’'une formule ordonnée et une compleite:|) pour le test de satisfaisabilité d’'une
telle formule.

Cette classe de formule a aussi été étendue en la clasfmmeles ordonné-renommables
suivant le méme principe que pour la classe des formulea+rommables.

Définition 41 (Formule ordonné-renommable)
On dit qu’'un ensemble de clausEsestordonné-renommable si et seulement si il existe un
renommage des littéraux d& tel queps,(3) soit un ensemble de clauses ordonnées.

Exemple 6 (Une formule ordonré-renommable) Soient la formule CNE, = {d), 5, ¢, ¢},
les clauses)| = {—x1,x2, ~x3, x4}, b = {1, 22, 23}, ¢ = {x1, "wa, "4, x5} €t = {21, w3, T4, "5}
et p le renommage suivant :

p(x1) = -1
p(r2) = x2
P(fES) = 3
p(re) = a4
P($5) = 5

La formuleX, est ordong-renommable capy, (X2) = X1 etX; est ordonge.

Benoist et Hébrard ont montré qu'il était possible deed@iner si une formule est ordonné-
renommable en temp®(n|X|) et qu'il est possible de tester la satisfaisabilité d’upneriule
ordonné-renommable &f(|X]).

Enfin, cette classe fut une derniére fois étendue en laeldss formules presque ordonnées
a la maniére des formules presque Horn [Benoist et HEpi&99]. La définition de la classe des
formules presque ordonnées est la méme que celle deslemmpresque Horn, mais en remplacant
la base de Hormar labase ordonrée Si le reste itéré d’une formulE, calculé en fonction de
la base ordonnée au lieu de la base de Horn est vide, et equeecontient pas de clause unitaire,
alors X est une formule presque ordonnée. Benoit et Hébrard omtmna@u'’il est possible de
reconnaitre une formule presque ordonnée en tetpg|X|) et de tester sa satisfaisabilité en
temps constant?(1)).

Remarque 4 Il existe d’'autres @réralisations des clauses de Horn, comme celles s’appuyant s

des @ésultats de programmation Baire0/1. Chandru et Hooker ontéfini dans [Chandru et Hooker, 1991]
une extension des clauses de Horn pougdiret cecicke par €solution unitaire. Ces travaux furent
etendus dans [Schlipf et al., 1995]l @n algorithme pour un ensemble de formules incluant celle

de Chandru et Hooker et celles des formules bien imigeguéfinies dans [Conforti et Corrgjols, 1992]
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1.3 Les classes polynomiales de SAT

fut propo€. Le probkéme est que nous ne disposons pas d’algorithme de recoanagspolyno-
mial pour ces restrictions polynomiales, ce qui les rendilisables en pratique.

1.3.7 Restriction sur le nombre d’occurrences des variab&e

Une autre maniére de forcer une instance SAT a étre potjade est de restreindre le nombre
d’apparitions des variables dans la formule. En particulievey a montré dans [Tovey, 1984] que
la classe des instances ou les variables apparaissenisdeaix fois est une classe polynomiale
de SAT.

Dans le méme article, Tovey a prouvé que les instances @le@8A&haque variable apparait au
plusr fois (r &tant la taille de la plus longue clause de l'instanceipatasatisfaisables. Elles sont
donc décidables en temps et en espace polynomial.

Ce résultat fut amélioré en premier lieu par Dubois ddhgbois, 1990], puis par Kratochvil
et al. qui montrerent que les instances de SAT telles que le nodibeceurrences des variables est
inférieur ou égal a une fonction exponentielle de ldeaihaximale des clauses appartienneRt a

Ces restrictions de SAT sur le nombre d’occurrences deablas en fonction de la taille des
clauses appartiennent a un probleme plus généraloldgmer, s-SAT.

1.3.8 Les formules bien imbrigqlees

Reprenant les travaux de Lichtenstein [Lichtenstein, 1882 les formules dont le graphe
sous-jacent est planaire, Knuth, dans [Knuth, 1990], a défini la classe formules bien im-
briquées :

Définition 42 (Formules bien imbriquées)

Soit< un ordre total sur les variables étendu en un pré-ordréesuittéraux de telle maniére que

l et~ [ possédent le méme rang pour ce pré-ordre.

Une clause; chevauche une clausgsi: 31 € ¢1,3 1y € ¢p etz € ey tels que 11 <13 < 1s.

Un ensemble de clauses &&n imbriqu é si et seulement si il ne contient pas deux clauses se
chevauchant.

Knuth n’ayant pas traité le probleme de la reconnaissdecee type de formules, Rossa dans
[Rossa, 1993], a fourni un algorithme linéaire qui recdhoae formule bien imbriquée, pour un
ordre fixé des variables.

Un algorithme de décision linéaire a été proposé pantKrdans [Knuth, 1990]. Cet algo-
rithme est toutefois, comme pour I'algorithme de recorswise, linéaire pour un ordre fixé sur
les variables.

Nous ne disposons pas a I'heure actuelle d'algorithroemplety (c’est-a-dire pour tout ordre
sur les variables) qui soit polynomial. L'intérét de eettasse pour un bon nombre d’applications
en est par conséquent tres amoindri.

SLe graphe sous-jacent d'une formule est le graphe bipartior@nté otl les sommets symbolisent d’un coté les
clauses et de l'autre les litteraux de la formule, tandie tps arétes représentent I'appartenance d’'un liténahe
clause.
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1.3.9 Laclasse Quad

Dalal dans [Dalal, 1996] a proposé une nouvelle classenpolyaleQuadpour SAT, qui peut
étre vue comme une extension des hiérarchies de DalakEtjton.Etant donné un ordre totat
sur les litteraux € sera étendu aux clause®uadse définit recursivement de la fagon suivante :

Définition 43 (Quad)
Une formuleX. appartient a la classguad si et seulement si :

1. ¥*, la formule obtenue a partir de aprés la propagation des clauses unitaires, respecte une
des quatre conditions suivantes :

(a) contient la clause vide;

(b) ne contient pas de clauses positives ;

(c) ne contient pas de clauses négatives ;
(d) ne contient que des clauses binaires ;

2. ou, pour la premiére sous-clause maxiffalde la premiére clause de X* pour lequel
>* u satisfasse la condition 1., on ait :

(a) soity*,, est satisfaisable ;
(b) soitla formuleX — {c} U {u} appartient & Quad.

Afin de mieux se représenter la clagdead nous l'illustrons sur le petit exemple proposé par
Dalal dans [Dalal, 1996].

Exemple 7 (Une formule appartenanta la classe Quad)Soient = {{p, q, r}, {p, ¢, -7}, {-p, ¢, —r}}
etl'ordre < induitparp < ¢ < r < =p < =g < —r.

¥* = ¥ ne satisfait pas la condition 1. Sait = {p, ¢, } la premere clause de:, il en
découle que la prerdre sous-clause maximale ésfalead : © = {p, ¢}.

¥*,, contient la clause vide, par coagquent¥*®  satisfait bien la condition 1 mais pas la
condition 2a. Il faut doncérifier sila formuleX—{o}U{u} = {{p, ¢}, {p, ¢, -}, {-p, ¢, -r}}
appartienta la classe Quad. Nous noterons cette nouvelle forlle

Nous consiérons maintenant la formule’ = {{p, ¢}, {p, ¢, -7}, {-p, ~¢q, ~r}}. (X)* =
¥/, ¥/ ne satisfaisant toujours pas la preené condition, il nous fautérifier la seconde. A cette
fin, la premere clause devient’ = {p, ¢} et sa prenmére sous-clause maximalé = {p}. Ainsi
Z’iw = {}, ce qui satisfait la condition 2a. Il enédoule que>’ appartienta la classe Quad et
gue par congquenty: appartientégalemena la classe Quad. O

Malgré une définition assez lourde, cette classe est nagssable en temps et en espace poly-
nomial. En effet, Dalal a fourni dans [Dalal, 1996] un méngodthme QuadSat) quadratique
pour la reconnaissance et la résolution de cette classe.

Cependant cette classe souffre de deux probléemes majeiuessrgndent quasiment inexploi-
table. Comme pour la classe des formules bien imbriquégsemier obstacle est la determination
de l'ordre <. En effet, une formule appartient a la clas@ead pour un certain ordre fixé a

0n appelle sous-clause maximalea@ne clausg: telle quey sous-somme et que|o| — |u| = 1. Lordre <
permet ainsi de définir la notion de premiére sous-clausemmale.

"QuadSatst en fait erd(nk) olin représente la taille de la formule feta taille de la plus longue clause de cette
formule.
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'avance. Le probleme de I'existence d'un tel ordre n’estidable, dans le pire cas, qu'apres
I'essai desn!® ordres possibles. Ce qui rend l'algorithme de reconnaissate la class@uad
pour un ordre non fixé exponentiel. Le second problemeestajclass€uadn’est pas stable par
adjonction de clauses unitaires, cela rend son utilisatigpossible dans de nombreuses applica-
tions (.g.I'implication de clauses). Nous proposons un exemple gustier cette non propriété
[Marquis, 1997].

Exemple 8 (Quad : une classe polynomiale non stable pour I'gginction de clauses unitaires)
Soity = {{-x, a1, B1, n}, {—z, az, B2, 12}, {—as, =03, ™3}, {—au, =64, 4}, {2, y}}.
Nous avons ¥ <, ¥ € Quad. En effet, quel que soit I'ordre choisi, nous serons a@sen
consicerer la sous-clause maximale = {z} car pour tous les autreg possibles,>*  ne
satisfait pas la condition 1 @ressaired la satisfaction de la condition 2). De p|LEi{x} =
{{—as, =03, =3}, {—a4, —fs, —v4}} qui satisfait les conditions 1 et 2a. Par cé@&ugient
> € Quad.

En revanche, qu'en est-il d&¢' = X U {z} ?
Nous avon&™ = {{a1, f1, n}, {2, B2, 12}, {—as, =83, =3}, {—ou, =84, ~}}. Tres
rapidement, il est facile de voir que, quel que soit I'ordteorsi, il n'existe pas de clause’ tel
queZ’iH/ satisfasse la condition latessaire la satisfaction de la condition 2.

Par congquent nous avons’ ¢ Quad, ce qui implique que la classe Quad n’est pas stable
par adjonction de clauses unitaires. O

1.3.10 FRecapitulatif

Classe polynomiale Reconnaissance Satisfaisabilite
Homn oIz O(I=N)
Horn renommable o(x)) o(x))
Binaire o)) O(x])

I, (Gallo-Scutelld) O(nk|x)) O(nk[x))
Quad O(x) O(x?)
Ay, et (Dalal-Etherington) O(nk+1) O(nk+1)
Presque Horh O(n|%)) 0(1)
F-Horrr OS] + () | O]+ £(5))
g-Hom o(l=)) o(15))
Ordonnée O(n|X%]) O(n)
Ordonnée renommable O(n|X|) O(n)
Presque ordonnée O(n?%)) 0(1)

TAB. 1.2 — Tableau comparatif des complexités en temps pouedannaissance et le test de
satisfaisabilité de quelques classes polynomiales decBAmuesg(X) et f(X) représentent res-
pectivement la complexité en temps de la reconnaissarhe tesst de satisfaisabilité de la classe
F.

81 représente ici le nombre de littéraux de la formule.
%sans clause unitaire.
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Comme nous avons pu le constater, un certain nombre de £laglymomiales ont été étudiées,
le tableau 1.2 donne un récapitulatif des differentesplerités des algorithmes de reconnaissance
et de test de satisfaisabilité de ces classes polynomiales

1.4 Les ensembles backdoor et strong backdoor

Les ensemblebackdoor et strong backdoor ont été introduits par Williams, Gomes et Sel-
man [Williams et al., 2003a, Williams et al., 2003b]. Un an&ée B de variables est un ensemble
backdoor'® pour une formule CNFE s'il existe une interprétation des variables Bepour la-
guelle la formule simplifiée peut étisatisfaite en temps polynomial. Cet ensemble est appelé
ensemblestrong backdoor si pour toute interprétation de ses variables, la formirkfiée ap-
partient & une classe polynomiale de SAT. Plus formellénues ensembles sont caractérisés par
les définitions suivantes.

Définition 44 (Ensemble (weak) backdoor)

Soient:: une formule CNF eB un sous-ensemble d832). On dit queB est un ensembl@veak)
backdoor de ¥ si et seulement si il existe une interprétatibg de B telle queX;, peut étre
satisfaite en temps polynomial.

Définition 45 (Ensemble strong backdoor)

Soienty: une formule CNF eB un sous-ensemble d&Y.). On dit queB est un ensemblstrong
backdoor si et seulement si pour toute interprétatibn des variables d8, le test de satisfaisa-
bilit & de la formule simplifie&, peut étre réalisé en temps polynomial.

Dans ces deux définitions, la conditieren temps polynomial peut étre interprétée de deux

manieres differentes :

— soit un algorithme de complexité polynomial —comme Igppgation unitaire, la résolution
bornée, la propagation des littéraux purs, etc— permetedader de la satisfaisabilité de la
formule simplifiee,

— soit la formule simplifiée appartient a une classe pafyiabe connue, comme les formules
de Horn, les formules 2-SAT etc. Dans ce cas, on parle d’ebisg(sirong) F-backdoor.

Définition 46 (EnsembleF-backdoor)

Soienty. une formule CNFB un sous-ensemble d&X.) et F une classe polynomiale de SAT.
On dit queB est un ensemblé -backdoor si et seulement si il existe une interprétatibn des
variables de3 pour laquelle;,, est satisfaisable &t;, € F.

Définition 47 (Ensemble strongF-backdoor)

Soienty une formule CNFB un sous-ensemble d&X.) et F une classe polynomiale de SAT.
On dit queB est un ensembilstrong F-backdoor si et seulement si pour toute interprétatibn
des variables d8, ¥, € F.

Williams et al. [Williams et al., 2003a] ont proposé un algorithme de chttansembles ba-
ckdoor pour le cas ou la satisfaisabilité de la formulegifie est prouvée par la propagation des
clauses unitaires. Le principe de cet algorithme est deutmltoutes les combinaisons possibles
de littéraux formées sur tous les sous-ensembles deblesiae la formule ayant une cardinalité

Dappelé parfois ensemblesak backdoor
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croissante de Oa— 1. Nous pouvons constater que le premier ensemble backdosegtrouvé
par cet algorithme est le plus petit ensemble backdate la formule, mais la complexité d’un tel
algorithme est fortement exponentielle. En effet, en atamegue le plus petit ensemble backdoor
de la formule soit de taillé, alors I'algorithme devra tester

k—1
ZC,’; x 2t
=0

combinaisons infructueuses. Bien que ces tests soidigg&a&n temps polynomial, le temps de
calcul devient rapidement prohibitif. En constatant quedkeul d’ensembles backdoor induit le
calcul de satisfaisabilité, ils ont ensuite proposé dfffnements formels de ce calcul d’ensembles
backdoor qui, en supposant que la taille du plus petit enleetrdrkdoor de la formule soit de
l'ordre de O(log(n)), devraient permettre de calculer un ensemble backdoomofet grouver la
satisfaisabilité) en tempzolynomial

Nous avons constaté que l'existence d’'un ensemble baclaktdié a la satisfaisabilité de
l'instance, ce qui n'est pas le cas pour les ensembles strackpoor. Ceci explique les differentes
complexités des problémes de calculs d’ensembles ¢ptimackdoor. En effet, Nishimura, Ragde
et Szeider [Nishimura et al., 2004] ont montré que la comifiledu probleme paramétré du cal-
cul d’'un ensembleF-backdoor, poutFe {Horn-SAT , 2-SAT }, n'est pas polynomiale, alors
gu’'elle I'est pour le calcul d’ensembles strofigbackdoor. En d'autres termes, ils ont montré que
déterminer s’il existe un ensemble strong Horn-backdeotadlle &£ pour une formule: peut &tre
realisée en temp®(2*|3|) grace a l'algorithme 1, et que déterminer s'il existe ns@mble strong
2-SAT -backdoor de taillé: pour une formule peut &tre réalisé en temg¥(3*|%|) grace a l'al-
gorithme 2. Alors que la complexité du probleme paraéétr calcul d’'un ensembl&-backdoor
estw(2]—difficile [Creignou et al., 2001], soit exponentielle si considere que® # N P.

lls ont également montré que les versions non paraegtrées problémes de calculs d’en-
semblesF-backdoor et strongr-backdoor sont NP-complets dans le cas général.

Reprenant les travaux de [Williams et al., 2003a] sur legmeides strong backdoor pour les-
guels la propagation unitaire suffit a tester la satistaiga des formules simplifiees, Kilbgt al.
[Kilby et al., 2005] ont proposé I'algorithme 3 calculawius les ensembles backdoor et strong
backdoor dont la taille est inférieure a un parametre.f3ét algorithme fait appel au solvesatz
v2.15qui est un solveur SAT de Chu Min Li [Li, 1999] des plus connut&grant la propagation
unitaire.

Cependant, cette méthode de calcul d’ensembles strolkgd@rcest confrontée a une forte et
rapide explosion combinatoire. C’'est pourquoi elle n’age ‘Utilisée avec succes seulement sur
des instances de petites tailles ne dépassant pas 50lear@iprésentant des ensembles strong
backdoor de taille 4 au maximum.

1.5 Meéthodes de ésolution pratiques de SAT

Comme nous l'avons vu, SAT est un probleme NP-complet. daatla preuve dé® = NP
n'aura pas été apportée, il y a peu de chance d’arrivesuvér un algorithme qui soit capable de
traiter le probleme de décision de SAT en temps polynodaals le cas général. Pour une formule

11p|us petit en terme de cardinalité.
12C’est-a-dire sans fixer la valeur de

24



CHAPITRE 1 : LA LOGIQUE PROPOSITIONNELLE ET LE PROBIME SAT

Algorithme 1 Procédure de calcul d’'ensembles strong Horn-backdo@npétré.

Procédure sb-Horn

Entrée : une formule CNFE et un entierk

Sortie : soit un ensemble strong Horn-backdd®de X de taille au plus:, soit « nony» si un tel
ensembleB n’existe pas.

1: siX € Hornalors

2:  retourner ()

3: fin si

4: sik =0 alors

5. retourner non

6: fin si

7. choisir une clause non Hone ¥ et deux litteraux positifé;, I, € ¢
8: sb-Horn(X — Iy, k — 1)13

9: siun ensemble&3; est retourn&lors
10:  retourner B; U{l1}

11: fin si

12: sb-Horn(X — Iy, k — 1)

13: si un ensembld3, est retourna@lors
14:  retourner By U {l2}

15: fin si

16: retourner non

CNF X comptantn variables, la majeure partie des solveurs doit donc errith@d dans le pire
des cas parcourir I8! interprétations possibles des variables dans le but ded¢rain modele ou
de prouver gu’il n’en existe pas.

Nous distinguons deux classes de solveurs : les solveurpletsret les solveurs incomplets.
Les premiers sont les plus anciens, et repondent au pnebtionné que l'instance soit satisfai-
sable ou non, avec une complexité exponentielle dans lg&a&ral. Les seconds ont 'avantage
d’avoir une complexité paramétrable mais ne peuventriioute réponse que dans le cas d'ins-
tances satisfaisables, leur incapacité a fournir upenge ne signifiant malheureusement pas que
l'instance n’est pas satisfaisable.

1.5.1 Les nethodes compdtes

Un grand nombre de méthodes complétes ont été propogéiei une petite liste non exhaus-

tive de solveurs :

— la méthode force brute» (table de vérité) ;

— la procédure DPLL [Davis et al., 1962] et ses dériveeRASP [Silva et Sakallah, 1996],
satz [Li, 1999], zChaff [Moskewicz et al., 2001], BERKMIN @&lberg et Novikov, 2002],
2cls+eq [Bacchus, 2002], kenfs [Dequen et Dubois, 2003@st@in algorithme de recherche
en profondeur qui énumere de facon implicite toutes ¢dstons.

— larésolution [Robinson, 1965], qui est similaire & lagagdure classique DP.

— les Diagrammes de décision binaires [Bryant, 1987]

— la Méthode de comptage [lwama, 1989]

13 — I représente la formulE dans laquelle toutes les occurences de-l ont été retirées.

25



1.5 Méthodes de résolution pratiques de SAT

Algorithme 2 Procédure de calcul d'ensembles str@§AT -backdoor paramétré.

Procédure sb-2-SAT

Entrée : une formule CNFE et un entierk

Sortie : soit un ensemble stror;SAT -backdoorB de X de taille au pluge, soit« non» siun
tel ensemble3 n'existe pas.

1: si X € 2-SAT alors

2:  retourner ()

3: fin si

4: sik =0 alors

5. retourner non

6: fin si

7. choisir une clause non binairec X et trois littéraux positifdy, I, I3 € ¢
8: sh-2-SATE — I,k — 1)13

9: siun ensembl&3; est retourn&lors
10:  retourner B; U{l;}

11: fin si

12: Sb-2-SAT( — Iy, k — 1)18

13: si un ensembld3, est retourna@lors
14:  retourner By U {l2}

15: fin si

16: Sb-2-SAT( — I3,k — 1)13

17: si un ensembld3; est retourna@lors
18:  retourner B3 U {l3}

19: fin si
20: retourner non

Algorithme 3 Procédure de calcul d’ensembles backdoor et strong backdo
Procédure StrongBackdoor
Entrée : une formule CNF et un entiertM az-card
Sortie : un ensemble d’ensembles strong backdg@t un ensemble d’ensembles (weak) back-
doorW de X dont les tailles n'excedent pagaz-card
1S W10
2: pour tout sous-ensembl&’ C V(X) de taille allant d&) & M az-card faire
3. pour tout ensemble distinck de litteraux correspondant aux variablesXidaire
sat{>;)
si aucun branchement n’est nécessatr®;, est satisfaisablalors
W—WUlL
fin si
fin pour
si aucun des ensemblésde littéraux n'a requis de branchemexthbrs
10: S—SuX
11:  finsi
12: fin pour
13: retourner S, W

© o NGk
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CHAPITRE 1 : LA LOGIQUE PROPOSITIONNELLE ET LE PROBIME SAT

Cependant, la plupart des algorithmes de résolution des®ATbasés sur la procédure DPLL
[Davis et al., 1962] et occasionnellement sur le principeésdelution [Robinson, 1965].

La procédure DPLL

Cet algorithme, proposé par Davis, Logeman et Lovelandvifet al., 1962] est un algo-
rithme de recherche en profondeur d'abord. Il sert de bdagkupart des solveurs de la derniere
génération.

Etant donné une formule CNE et/ une variable (ou atome) d8, la procédure DPLL est
basée sur I'idee quUE est consistante si et seulementsi [ ou X A -l est satisfaisable. Cette
procédure consiste donc a choisir une variable et artestarsivement les deux sous-formules en
interprétant successivement cette variabléRa\l puis aFAUX si nécessaire. L'algorithme 4 décrit
la procédure DPLL.

Algorithme 4 DPLL
Entrée : une CNFZ.
Sortie : VRAIsi X est consistanFAUX sinon
¥* «— PropagationUnitairef)
si X contient une clause vidaors
retourner FAUX
fin si
si X* == () alors
retourner VRAI
fin si
[ + choixDeVariablef*)
si DPLL(X*U{l=vrai})=VRAl alors
retourner VRAI
sinon
retourner DPLL( X*U{l=faux})
fin si

Cette procédure est connue pour &tre complete et cofeépour SAT. L'utilisation de la pro-
pagation unitaire permet de faire I'économie d’'un cert@mbre de tests d'interprétations qui ne
seraient pas concluant, permettant d’accroitre sigtiNigment les performances de la recherche
de modele. Les solveurs récents basés sur cette pneciatiegrent tous cette propagation, réalisée
de maniéere toujours plus efficace, ainsi que d’autres ateth de simplification comme la propa-
gation des litteraux purs ou des procédés d’'appremfissa

La propagation unitaire : La propagation unitaire, aussi connue sous les noms de gatpa
de contraintes booléennes ou résolution unitaire, esksrprocédés clé de simplification de for-
mules CNF qui est sans conteste le plus utilisé. Son peneft de supprimer dans la formule
CNF toutes les clauses ou apparait un litteral unitairdeesupprimer toutes les occurrences du
littéral opposé a ce littéral dans les clauses ou ilaagp. Ce processus est répété tant gu'il reste
un littéral unitaire ou bien jusqu’a ce que la clause \8dé produite.

La propagation unitaire peut étre réalisée en tempsalie”par rapport a la taille de la formule,
et peut également décider de la satisfaisabilité d'wsemble de clauses de Horn.
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1.5 Méthodes de résolution pratiques de SAT

Le principe de résolution

Le principe de résolution, initié par Robinson [Robinsbf65], consiste a produire des résolvantes
a partir des clauses de la formule qui sont conséquengéagules de la formule. Si la formule est
inconsistante, alors la clause vide sera produite. Danadeantraire, la formule est consistante.

Le principe de résolution, lorsque I'on procede par s#tian, est adapté a la preuve de l'in-
consistance d’'une formule, car on obtient une preuve dedtisistance dés la production de la
clause vide. Par contre, la preuve de la consistance estifficfle : il faut s’assurer de ne pas
pouvoir produire la clause vide c’'est-a-dire de ne plusvoayproduire de résolvante.

Le principal défaut de cette méthode est la taille de lenfde qui devient assez vite prohibitif
et son implémentation demande de nombreuses ressoueresiras.

1.5.2 Les nethodes incompétes

Les algorithmes des méthodes completes ont un tempealiéivh fixé a I'avance, et ne four-
nissent en général que deux réponses possiklBisstance est consistante ou bien« Impossible
de statuer sur la consistance de l'instancd.orsque la seconde réponse est donnée, cela signifie
gue l'instance est peut-étre satisfaisable mais quedfdalgne n’a pu fournir une solution dans le
temps qui lui était imparti.

La plupart des méthodes incomplétes sont basées sur@thede de recherche locale qui par-
court I'espace des interprétations, appelé aussi esfammcherche, de maniére non systématique.
Ainsi, contrairement aux méthodes complétes, ces ndethdisposent d'une plus grande flexibi-
lite dans le choix des interprétations a visiter, car leambre est tres réduit. Ces méthodes ont
fait preuve d'une certaine efficacité pour la recherche ddéte.

Parmi les plus connues de ces méthodes, GSAT [Selman £98Ra] est I'une des plus
représentatives et des plus anciennes. Son principe raptesiet intuitif, il consiste a générer
aléatoirement une interprétation compléete des vagmbe I'instance, puis a tenter de réparer cette
interprétation en changeant successivement les valeux€m@é attribuées a un certain nombre
de variable¥ fixé au préalableA chaque étape, la variable qui doit &tre flippée est thas
fonction du nombre de clauses falsifiees qui deviennemsfadges. Cette heuristique de choix
est appelédin_Conflict Le voisinage évalué lors de chaque mouvement est donpas#ndes
interprétations qui different de I'interprétation gamte d’'un littéral uniguementg voisinage di-
recf). Si le nombre maximun de flipMax_Flips) est atteint sans qu’'un modele n’ait &té trouve,
alors GSAT relance ce processus en partant d’'une autreiatation générée aléatoirement. Le
nombre maximal deestarts(Max Tries) est lui aussi fixé au départ. Ces restarts successifs per-
mettent une certaine diversification dans la recherchdgdrtdghme 1.5.2 décrit le solveur GSAT.

Une des améliorations les plus importantes pour ces rdéthoonsiste a intégrer la stratégie de
« marche aléatoire pendant la résolution, produisant I'algorithme WalkSates variantes : No-
velty, Novelty+, R-Novelty et R-Novelty+ [Selman et al., 940 McAllester et al., 1997, Hoos, 1999,
Hoos et Stitzle, 2000].

La marche aléatoire permet d’accélérer le processusdaterche tout en permettant de s'échapper
de certains minimum locaux. Avec cette stratégie, le cheia variable a flipper est restreint aux
variables impliquées dans une seule clause falsifiéesighau hasard. Ainsi, seulement un sous-
ensemble du voisinage direct est évalué, permettangdianter significativement le nombre de

14Ces opérations sont généralement appeléefiidas
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CHAPITRE 1 : LA LOGIQUE PROPOSITIONNELLE ET LE PROBIME SAT

Algorithme 5 GSAT
Entrée : ¥ un ensemble de clauses, deux entiers : Mags et MaxFlips;
Sortie : Vrai si un modele d& est trouvé Fauz s'il estimpossible de conclure ;
pour i allant de 1 a MaxTriesfaire
I=une interprétation compléte générée aléatoirgme
pour j allant de 1 a MaxFlips faire
si | est un modelalors
retourner Vrai;
sinon
pour toute variablev de X faire
fals_to_sat[v]=le nombre de clauses falsifiees par | qui deviewdtasatisfaites si v
était flippée ;
satto_fals[v]=le nombre de clauses satisfaites qui deviendtdialsifiees si v était
flippée;
score[v]=falsto_sat[v]-satto_fals[v] ; {min-conflict}
fin pour
list_of_max diff=liste des variables ayant le meilleur score ;
X=une variable au hasard parmi list. max diff ;
I=(l avec la valeur d'affectation de x inversée)
fin si
fin pour
fin pour
retourner (I est modele)retourne la valeur du test«| est-il un modele 3 }

flips possibles dans un temps fixé. D’autre part, cetteégjratpermet aussi, selon une certaine
probabilité, de s’affranchir de I'évaluation d’'un queltjue voisinage en choisissant aléatoirement
une variable impliquée dans une clause falsifiee commiablara flipper. Ce dernier procédé per-
met d’introduire une phase de diversification supplénienta

Les méthodes de recherche locale sont aussi de plus ertiikéas pour résoudre des problemes

d’optimisation et notamment le probléme Max-SAT, qui dstesnon pas a déterminer si une ins-
tance est satisfaisable ou non, mais a trouver l'intégidn satisfaisant un maximum de clauses
dans une CNF. L'algorithme 6 synthétise la méthode Wadllesac la marche aléatoire pour le

probleme Max-SAT.
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1.5 Méthodes de résolution pratiques de SAT

Algorithme 6 WalkSat

Entrée : Une formule CNFZ, et deux entiers : MaXries et MaxFlips;
Sortie : Uneinterprétationsatisfaisant le maximum de clausesXie

1: Initialiser I,,,,, avec toutes les variables 8ka vrai

2: pour i = 1 aMAXTRIESfaire

3. I « interprétation générée aléatoirement
4:  pour j =1 aMAXFLIPSfaire
5 si I est modele d& alors
6: retourner [ {¥ est satisfaisable
7 fin si
8 {Random Walk Strategy
9 Sélectionner aléatoirement une clause non satisfaite
10: Avec une probabilite faire
11: Sélectionner aléatoirement un littéfade ¢
12: I —A{I-{l}}yu{-l}
13: fait
14: Avec une probabilitéd — p faire
15: Soit! € I tel queVl’ € I avecl # U, score(l,I) > score(l',I) {Heuristique min-
conflict}
16: I —{I-{l}}u{-l}
17: fait
18: si nombre de clauses satisfaites pas nombre de clauses satisfaites par.. alors
19: T — 1
20: fin si
21:  fin pour
22: fin pour

23: retourner I,
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Nous allons maintenant définir le formalisme des probeme satisfaction de contraintes,
communément appelé CSP pour Constraints Satisfactioblétns. Une fois les définitions in-
troduites, nous présentons une petite étude des difi&senéthodes de filtrage par consistances
locales, processus central dans la résolution des CSP.

2.1 Definition du formalisme

Un probleme de satisfaction de contrainte est défini pazngemble de variables, ou chaque
variable est associée a un domaine fini discret de valegsilgles. Certaines de ces variables sont
liees par des contraintes définissant les relationsatiss entre elles. Ces relations définissent
I'ensemble des combinaisons de valeurs autorisées peotésaintes. Nous donnons la définition
formelle proposée par Montanari en 1974 [Montanari, 1974]
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2.1 Définition du formalisme

Définition 48 (Les problemes de satisfaction de contraintes)
Un probléme de satisfaction de contraintegst défini par un quadruplét = (X, D,C,R) ou :

- X ={X1,Xs,...,X,} estun ensemble devariables.

- D = {Dx,,Dx,,...,Dx,} est un ensemble domainesfinis discrets, otDx, est le
domaine associé a la variab¥g représentant 'ensemble des valeurs possibleX;de

- C = {C1,Cy,...,Cy} est un ensemble de contraintes, ou la contrainte”; est définie
par un ensemble de variablg;, , X, ..., x;, } C X. Larité deC; (i € {i,...,m})
vautn;.

— R ={R1,Ro,...,R,} estun ensemble de relations, ol R; est la relation associée a la
contrainteC;. R; est 'ensemble des combinaisons de valeurs des variabfgg)irées dans
la contrainte qui satisforit;. C’est un sous-ensemble du produit cartésien des domaéses
variables de&;, R; C DX%.1 X DX%.2 X ... X DXini .

Généralement, une distinction est faite entre @&&P binaireset les CSP n-aires(ou non
binaires). Un CSP binaire est un CSP qui contient uniquerdestcontraintes binaires (d'arité
deux), c'est-a-dire uniquement des contraintes lianti&xaent deux variables. Des lors qu’une
contrainte impligue plus de deux variables, cette conteea@st dite n-aire et un CSP contenant au
moins une contrainte n-aire est un CSP n-aire. Comme nooissalké voir, ces deux classes de
CSP ont beaucoup de points communs mais aussi et surtouttaimgembre de difféerences, tant
du point de vue pratique que théorique.

Nous avons opté pour la définition des CSP en extensiost &'dire que toutes les relations
sont décrites par des tables énumérant I'ensemble aeinaisons autorisées par les contraintes,
sous forme de n-uplets. Ce choix pourrait étre discutablgs etant donné que nous nous plagons
dans le cadre de domaines finis discrets, il est toujoursigestexprimer les relations en exten-
sion.

Définition 49

Uneinstanciationest une affectation des variables d’un sous-ensepible X a une des valeurs
de leur domaine de définition. On parle d’'instanciationtipbe lorsque) # X (lorsque toutes
les variables det ne sont pas affectées), et d’instanciation compléetegleey = X (toutes
les variables de¥ sont affectées). Un instanciation, compléte ou pagiedist dite consistante
si aucune des contraintes impliquant des variables dddhetation n’'est violée. Par la suite,
une instanciation, compléte ou pas, pourra étre reptésesoit par une application qui associe a
chaque variable une valeur de son domaine, soit par un efsel@ioouplesvariable, valeur).

Définition 50

Une solution d’'un CSP est une instanciatiazompleteet consistantedu CSP. Un CSP est dit
consistant ou soluble s'il admet au moins une solution. Daeas contraire, le CSP est dit inso-
luble ou inconsistant.

Le formalisme CSP peut étre utilisé de multiple faconsicMune liste non exhaustive de
taches auxquelles nous pouvons étre confrontés lomsgue traitons un CSP :
1. Déterminer siP posséde une solutioP(est-il soluble ?)
Trouver une solution d@
Rechercher I'ensemble des solutionsiie
Rechercher le nombre de solutions

a kr wn

Rechercher la meilleure solution (en fonction d’'unezgtdonné)
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CHAPITRE 2 : LES PROBEMES DE SATISFACTION DE CONTRAINTES

Comme pour le probleme SAT, le probleme de décision {enite de solution) associé au
CSF est NP-complet, le probléme de recherche du nombre dei@muét de I'ensemble des
solutions est #P-complet et le probléme de recherche deilfenre solution est NP-difficile.

Dans cette these, nous nous intéresserons en partiauliprobleme de décision associé au
CSP.

2.1.1 Notations

Nous allons d’'ores et déja fixer un certain nombre de ramatfui seront utilisées tout au long

de ce mémaoire.

Geénéralités : Lors de tout calcul de complexité, le nombre de variablessdan CSP sera
notén (A ne pas confondre avec le n de contraintes n-aires), la @ullplus grand domaine
associé a une variable sera ndfée nombre de contraintes sera netéet I'arité maximum
des contraintes.

Variables : Les variables d’'un CSP, si elles ne sont pas explicitemamimées, seront notées
par des lettres majuscules de la fin de l'alphabgty(, Z) éventuellement indexéeX(, X;, X;).
Les indices, s'ils ne sont pas explicitement chiffréspaeguant a eux notés par des lettres
minuscules du milieu de l'alphabet §, k ou des nhombres entiers).

Domaines et valeurs : Chaque domaine sera noté par la lettre majuséuledexée par le
nom de la variable a laquelle il est associé. Ainsi le domaissocié a une variable appelée
X, sera notéDx,, celui associé a une variable appef@euleur sera notéDcoyleyr- LES
valeurs des domaines, quand elles ne sont pas nommeéesiterpdint, seront notées par
des lettres minuscules de tout I'alphabet, éventuell¢rmelexées avec les mémes indices
gue ceux des variables (y, vy, v;).

Contraintes et relations : Les contraintes seront notées par la lettre majusculiadexée
par I'ensemble des variables impliquées dans la con&raiinsi, une contrainte d'arité
portant sur les variable§X;, ..., X} sera notée”x, x, ou seulement;_; Si aucune
ambiguité n’est possible. Chaque relation sera notedagdattre majuscule? indexée par
le méme indice que la contrainte a laquelle elle est agsoci

2.1.2 Repesentation des contraintes

Les tables

Les contraintes des problemes que nous sommes suscemtibkeaiter sont de nature aussi
diverses que les domaines ou les CSP peuvent étre erspyé&ffet, les problemes d’ordonnan-
cement sont principalement composés de contraintes tetigmet les problemes de coloriage de
graphes sont principalement composés de contraintedfdeedices. Nous pouvons aussi rencon-
trer des contraintes algébriques, sous forme de fonctdttsmétiques.

Cependant, comme nous I'avons stipulé, nous nous platams le cadre de contraintes dont
les relations sont exprimées en extension, c’est a dire koforme de tables énumérant les tuples
autorisés par chaque contrainte. Ainsi, quelque soit tareade la contrainte traitée, il faudra
I'exprimer sous forme de liste de tuples autorisés.

1Qu'il s’agisse de CSP binaire ou n-aire.
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2.1 Définition du formalisme

Avant d’aller plus loin, voici un exemple quiillustre le foalisme des CSP et la représentation
des contraintes que nous avons adoptée.

Exemple 9 Consicerons un prol#me simpli# de production de voituresud’on doit attribuer
des couleurs aux défentes parties de$hicules, en respectant les contraintes suivantes :

— La carrosserie doiétre plus fonée que les pare-chocs, le toit ouvrant et les enjoliveurs.

— Les portéres, la carrosserie et le capot doivegite de la néme couleur.

Pour moeliser ce probkme sous forme d’'un CSP n-aire, nous commenconségiarird’en-
semble de variables. Ces variables correspondent danssawadiferentsélements de la car-
rosserie d’'un voiture : IePare-chocsle Toit ouvrant les Enjoliveurs le Capot les Portiereset
enfin laCarrosserigqui correspondh tout le reste dué&hicule).

Il s’agit maintenant de é&finir les domaines deédinition de chacune de ces variables, qui
correspondent aux défentes couleurs que peuvent recevoiré&snents de la carrosserie. Nous
lesénungrons selon le sé@ma (variable : valeurs) comme suit :

— Pare-chocsBlanc

— Toit ouvrant: Rouge

— Enjoliveurs: Rose ou Rouge

— Capotet Portieres Rose, Rouge ou Noir

— Carrosserie Blanc, Rose, Rouge ou Noir

Pour modtliser les contraintes, il nous faénhunérer 'ensemble des combinaisons possibles
pour chacune d'elle :

— La carrosserie doiétre plus fonée que les pare-chocs, le toit ouvrant et les enjoliveurs.
Cette contrainte donne licula définition des 3 contraintes binaires suivant&sp, e chocs Carrosserics
C”I‘oitfouvran‘c Carrosserie €l C'Enjoliveurs Carrosserie dont les relations assoeeés sont écrites
par les tables de la figure 2.1.

(a) RPare—chocs Carrosserie

Pare-chocs Carrosserie Enjoliveurs Carrosserie
blanc rose Toit ouvrant Carrosseri¢ rose rouge
blanc rouge rouge noir rose noir
blanc noir (b) Rroitouvrant Carrosserie rouge noir

(C) REnjoliveurs Carrosserie

FiGc. 2.1 — Relations associées aux 3 contraintes binaires.

— Les portéres, la carrosserie et le capot doivegite de la néme couleur.
Cette contrainte donne ligula définition de la contrainte ternaifeCcarrosserie Portitres Capot
dont la relation assoée est donge par le tableau 2.1.

Carrosserie  Portieres Cappt
rose rose rose
rouge rouge rouge
noir noir noir

TAB. 2.1 — Relation associée a la contrainte ternait@,(;osseric Porticres Capot)-

2Drarité trois.
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CHAPITRE 2 : LES PROBEMES DE SATISFACTION DE CONTRAINTES

Les (hyper-)graphes de contraintes

Un des intéréts majeurs de la formalisation CSP réside tiafait que cette représentation est
trés structurée. En effet, un autre moyen de représeméSP binaire consiste a I'associer a un
graphe appelé graphe de contraintes du CSP. Dans cetéseagation, I'ensemble des sommets
du graphe coincide avec I'ensemble des variables du CSuet sommets sont reliés par une
aréte s'il existe une contrainte qui lie les deux variatdssociées dans le CSP. De plus, chaque
aréte est étiquetée par la liste des tuples autorigéla palation de la contrainte correspondante.

Dans le cas de CSP n-aire, ce graphe est remplacé par undrgpdre, dans lequel les hyper-
arétes correspondent aux contraintes n-aires du CSP.ilR@tirer cette construction, nous don-
nons I'hyper-graphe de contraintes associé au CSP denighee9 dans la figure 2.2.

Pare-chocs

(blanc, rose)
(blanc, rouge)
(blanc, noir)

blanc, rose, rose, rouge, rose, rouge,
rouge, noir noir noir

(rose, rouge)

(rose, noir) (rose, rose, rose)

(rouge, noir) (roqge, rouge, roqge)
(noir, noir, noir)

Toit ouvrant

———» : Plus foncé que

- : De la méme couleur

FiG. 2.2 — Le graphe de contraintes pour le probléme de pragtuck: voitures.

2.2 Algorithmes de recherche complets

Tout comme pour le probleme SAT, la majeure partie des sodvde CSP complets est basée
sur un algorithme énumeératif de type backtrack. Ces dlynes parcourent I'espace de toutes les
instanciations possibles a la recherche d’'une solutiomaleiere systematique. lls ont la garantie
de trouver une solution s’il en existe une, ou de prouvectimsistance dans le cas contraire. Il
existe également un certain nombre d’algorithmes incetspitilisant les mémes techniques que
ceux traitant le probleme SAT, mais nous ne nous attardepais dessus, étant donné que dans
cette thése nous ne nous intéressons qu'a la résolcwimplete de CSP.
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Ici encore, pour palier le phénomene d’explosion comioin@ des méthodes de recherche
completes, un grand nombre de techniques ont vue le joast@ cas notamment des méthodes
de retour arriere non-chronologiqueBackJumping/Gaschnig, 1979]Conflict-Directed Back-
Jumping[Prosser, 1993, Ginsberg, 1993, Gent et Underwood, 198#h&thodes d’apprentissage
permettant de filtrer I'espace de rechercBackMarking/Gaschnig, 1977],earning[Dechter, 1990,
Frost et Dechter, 1994], ou un mélange des ddgiM:CBJ[Kondrak et van Beek, 1997]. De plus,
et c'est ce qui nous intéresse particulierement dane tedtse, un certain nombre de méthodes ef-
fectuent un filtrage des domaines des variables tout au leng decherche, afin de rendre le
probleme réduit partiellement (ou localement) consist@’est le cas notamment des algorithmes
commeForward CheckingHaralick et Elliott, 1980] olMAC[Gaschnig, 1979], [Sabin et Freuder, 1997]
gui maintiennent a chaque noeud de l'arbre, une formegharibou complete deonstance d'arc
Ces méthodes peuvent appliquer differents filtragespection du type de consistance considérée.
Nous allons décrire les principaux types de consistanagtefles.

2.3 Consistances locales et algorithmes de filtrage assexi

Plusieurs techniques de filtrage gansistances localesnt été proposées pour améliorer I'ef-
ficacité des algorithmes de recherches. Ces techniquesntades valeurs inconsistantes des do-
maines des variables et/ou induisent certaines contsaimgicites, permettant de réduire I'espace
de recherche. Elles sont utilisees comme pré-traitesiensque qu’elles détectent et retirent des
inconsistances locales avant que la recherche ne comnmnpendant la recherche pour élaguer
I'arbre de recherche. Nous allons définir quelques coarsigts locales issues de la littérature CSP
et présenter certains algorithmes de filtrages par camgiss locales.

2.3.1 Laconsistance d’'arc pour les CSP binaires

La plus largement utilisée des consistances locales pstégzonsistance d’arq/AC) [Mackworth, 1977].
Un CSP binaire est arc consistant si, pour tout couple ciomite variablesX, Y, pour toute va-
leura de D il existe au moins une valedrde Dy telle que I'affectation( X, a) et (Y, b) satisfait
la contrainte entreX etY. Plus formellement, nous avons la définition suivante :

Définition 51

Un CSP binaire esdrc consistantsi et seulement §iX € X, Dx # () et Dx est arc-consistant.
Un domaineDx est arc-consistant si et seulemenisic Dx,VY € X,3b € Dy telle queb est
un support pout surRxy .

Toutes les valeurs d'un domaitd&y qui ne sont pas arc consistantes peuvent étre retirées, ca
elles ne peuvent faire partie d'une solution. Cette ojx@mat’appelle Idfiltrage par consistance
d’'arc. Ce processus est devenu trés important pour la résoldés CSP ces derniéres années. Il
est au cceur de nombreux langages de programmation pariotegra

Plusieurs algorithmes de filtrage par consistance d’ar@tinproposés dans la littérature car
ce filtrage peut étre réalisé a moindre co(t et peutid@nablement simplifier certaines instances.
Mackworth a proposé les premiers algorithmes basics AGEE2 et AC-3 [Mackworth, 1977].

La complexité en temps de AC-3 dans le pire des cas, qui aselbeure d’'entre eux, est en
O(md®)® [Mackworth et Freuder, 1985]. La complexité spatiale de-2\@ans le pire des cas est

3Rappelons que: est le nombre de contraintescla taille du plus grand domaine.
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en O(md?). Mohr et Henderson ont introduit AC-4 [Mohr et Hendersor8dJ9 qui a une com-
plexité en temps dans le pire des cagmd?) mais qui a un comportement en moyenne moins
bon que AC-3. La complexité spatiale de AC-4 est ausgémd?). Deux algorithmes AC-5 ont
été proposeés. lls améliorent la complexité de AC-4Hmd) sur des types de contraintes parti-
culieres mais ils se réduisent a AC-3 ou AC-4 dans le eaegil [Deville et Hentenryck, 1991,
Hentenryck et al., 1992, Perlin, 1992]. Bessiere et Cordie développé AC-6 qui améliore le
comportement en moyenne de AC-3 mais qui conserve la coitipldans le pire des cas de
AC-4 [Bessiere et Cordier, 1993, Bessiere, 1994]. Bgestt Régin on proposé AC-6++ qui est
une amélioration de AC-6. Puis Bessiere, Régin et Freode introduit AC-Inference, un al-
gorithme qui utilise des métaconnaisances pour rédeineombre de tests de compatibilite, et
AC-7, un algorithme d'arc consistance général implétmaen cette idée [Bessiere et al., 1995,
Bessiére et al., 1999]. Une implémentation soignée tlalgerithme permet d'obtenir une com-
plexité spatiale dans le pire des cas@(mnd). Enfin, Bessiére et Régin ont introduit AC-2000
et AC-2001 qui sont tous deux des raffinements de AC-3 [Resst Regin, 2001]. AC-2000
possede les méme complexité en temps et en espace querAgis3effectue moins de tests de
compatibilite en moyenne. AC-2001 a lui une complexitétemps optimale e (md?) grace

a une structure de donnée additionnelle qui ne modifie pd®oine de complexité en espace
(O(md)). Ce sont a I'neure actuelle les algorithmes les plus perdmts pour réaliser un filtrage
par consistance d’arc.

2.3.2 Consistance d’arc pour les CSP n-aires

La définition de consistance d’'arc a été étendue au C8iren- Cette consistance est com-
munément appeléeonsistance d’arc @néralisee (GAC) [Mohr et Masini, 1988, Mohr, 1987].
Un CSP n-aire est arc consistant (généralisé) si pote taariableX impliquée dans une contrainte
d’arité a, toutes les valeurs du domaifky ont au moins un tuple support dans la relation associée
a cette contrainte.

Quelques travaux ont été réalisés sur des algorithméi#trchge par consistance d’arc généralisée.
Mackworth a proposé I'algorithme CN qui est une généedion de AC-3 aux contraintes non bi-
naires [Mackworth, 1977]. Dans le pire des cas, sa comg@leit temps est e®(ma?d**1).
Mohr et Massini [Mohr, 1987, Mohr et Masini, 1988] ont propd@lgorithme GAC-4 qui est une
généralisation de AC-4 aux contraintes non binaires. @ermAC-4, il est basé sur l'idée de cal-
culer le nombre de supports de chaque valeur de chaque demiade retirer celles qui ont un
nombre de support nul. La complexité en temps dans le psecde est el (md®), ce qui est
meilleur que CN, mais sa complexité en espace est mauvaismjse des listes de supports qui
doivent &tre maintenues. Ces deux algorithmes ne sontrgsiearement utilisés du fait de leurs
mauvaises complexités.

Bessiére et Régin ont proposé un algorithme génémlg@AC-schem@Bessiere et Regin, 1997]
qui permet de traiter des contraintes d'arité quelconqugimées de differentes manieres : en ex-
tension, sous forme d’expressions arithmétiques ou ersmirs forme de prédicats sans sémantique
particuliere. Cet algorithme est basé sur I'algorithm@-A, pour lequel un ordre sur les valeurs
doit &tre connu a priori, ce qui permet, a la differenceGiC-4, de ne stocker des informations
gue sur le plus petit support valide pour une valeur au lietods les supports, permettant un gain
en espace considérable par rapport a GAC-4. Sa compleritemps dans le pire des cas est en
O(md®), ce qui représente un gain déd par rapport a CN.
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Enfin, les mémes auteurs ont congu une version amélilr&AC-schem{Bessiere et Régin, 1999].
Dans cette version, certaines petites contraintes sonpges pour former des contraintes plus
larges. Ces contraintes sont ensuite considérées cormsngods-problemes, sur lesquels il existe
des moyens d’effectuer un filtrage par consistance d’ars @pidement que sur les contraintes
initiales.

2.3.3 Laconsistance de chemin

La consistance de chemin fut introduite par Montanari [Noiati, 1974]. C’est une forme de
consistance partielle plus forte que la consistance dlagicconsistance de chemin impose que
pour toute paire de valeuks et b de deux variablesX et Y telle que linstanciation X, a) et
(Y, ) vérifie la contrainteCxy, il existe une valeur pour chaque variable présente le étput
chemin entreX etY telle que toutes les contraintes impliquées dans ce cheonémt satisfaites.
Montanary a montré qu'un CSP est chemin consistant si dersemt si tous les chemins de
longueur 2 sont chemins consistants. Plus formellemengraistance de chemin se définit ainsi :

Définition 52

On dit qu'une paire de variablegX,Y } est chemin consistante si et seulement (si,b) <
Rxy,¥Z € X,3c € Dy telle que(a,c) € Rxz et(b,c) € Ryz. Un CSP est chemin consistant
si et seulement $1X,Y € X, la paire{ X,Y } est chemin consistante.

Alors que les algorithmes de filtrage par consistance d'appsment dans les domaines les
valeurs qui ne sont pas arc consistantes, les algorithmédtitrdge par consistance de chemin
ont pour effet de supprimer des couples de valeurs dans [E#re associées aux contraintes,
et éventuellement de rajouter de nouvelles arétes aphgsade contraintes. Cette modification
du graphe de contraintes est un obstacle a I'utilisationedfiitrage dans la résolution pratique et
efficace de CSP excepté pour ceux ayant des propriétésybigres. On utilise par exemple ce
filtrage pour les CSP temporels, car ils sont par construaia consistants, ce qui fait du filtrage
par consistance de chemin le filtrage ayant le codt le plppatable.

Quelques algorithmes de filtrage par consistance de chemigté proposés. Mackworth a
concu l'algorithme PC-2 [Mackworth, 1977], dont la comyité en temps dans le pire des cas
est enO(n3d°) et en espac®(n?). Puis, se basant sur les principes de I'algorithme AC-4net e
généralisant I'idée des supports pour la consistancehdenin, Han et Lee ont proposé l'algo-
rithme PC-4 [Han et Lee, 1988], dont la complexité en tengsde pire des cas est En3d?)
et en espac®(n3d?). Singh a ensuite proposé I'algorithme PC-5 [Singh, 1986ht les com-
plexité dans le pire des cas en temps et en espace sonttiespentO (n3d?) et O(n3d?). Enfin,
Chmeiss et Jegou ont proposé l'algorithme PC-8 [Chmeidégou, 1996] pour lequel la com-
plexité en espace est reduit€ddn?d) alors que la complexité en temps deviéhtn3d*).

2.3.4 Consistances d’ordre su@rieur

Dans le cas de CSP binaires, Freuder a généralisé lanndéiconsistance partielle de telle
sorte que les deux consistances définies jusque-la sestrbétre les deux premiéres consistances
partielles de la classification qu’il a proposé [Freud&78]. La consistance d’arc est la consis-
tance de niveau deux, la consistance de chemin, celle dawntveis. Plus généralement, on dit
gu’un CSP esk-consistant si toute instanciation consistanté:de 1 variables du CSP peut &tre
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étendue de maniere consistante a tdtitame variable. Plus formellement, kaconsistance est
définie comme suit :

Définition 53

Etant donné un CSP, P estk-consistant si et seulement${X;,, X,,..., X, _,} =Y C

X V(diy,diy, ... diy_,) € Dx, x Dx,;, X ...X DXZ.]H, une instanciation consistante He
VX, € X -Y,3d; € DXik telle que(d,,, d;,, ..., d;,_,,d;, ) est une instanciation consistante
des variables d¥ U { X, }.

Remarquons tout de méme quexkgonsistance d’un CSP n’'implique pas forcement sa consis-
tance globale. En effet, s'il n’existe aucune instanciationsistante de — 1 variables, alors le
CSP est-consistant, or il n’existe pas de solution & un tel CSP pauant. Ce n’est plus le cas
lorsque I'on parle dé-consistancdorte.

Définition 54

Un CSPP estfortement k-consistant si et seulementy8i1 < i < k, P esti-consistant.

Nous constatons donc que si un CSP est fortemertnsistant, alors il est globalement consis-
tant. Cette constatation montre l'intérét d’algorithsve filtrage pak-consistance. Cependant, la
complexité de tels algorithmes croit exponentiellen@mnfonction de la taille d&, les rendant to-
talement inefficaces en pratique. C’est pourquoi les rdggsithmes de filtrage pak-consistance
gui existent ne sont jamais utilisés. Rappelons que lexitighes de chemin consistances ne le
sont que tres rarement, alors qu'il ne s’agit que d&nsistance.

Il existe une notion de consistance partielle encore phreedle que l&-consistance. Elle
a été introduite par Freuder également [Freuder, 198%Jse notée(i, j)-consistance. Un CSP
est (i, j)-consistant si toute instanciation consistante dariables peut étre étendue de maniere
consistante sujf variables supplémentaires. Formellement cela donne :

Définition 55

Etant donné un CSP, P est(i, j)-consistant si et seulement${ Xy, , Xi,,..., X} =Y C
X V(dgy, diyy -5 di;) € Dx,, x Dx,, x ... X DX,%_, une instanciation consistante &e
VX, Xty Xy =Y € X =Y, 3dy,, dyy, - dy; € DXll,DXl2,...,Dle telle que

(diys dpys - - -5 diyy diy, diy,s - - - dy;) €St une instanciation consistante des variables dey”.

La plupart des consistances peuvent s'exprimer avec dearggbarticulieres pouret j :

— k-consistancei =k — 1 etj =1, c'est la(k — 1, 1)-consistance.

— consistance de chemin = 2 etj = 1, c'est la(2, 1)-consistance.

— consistance d'arci:= 1 etj = 1, c’est la(1, 1)-consistance.

Ces définitions n’ont pas d'autre intérét que la fornedlien d’'un opérateur de filtrage générique,
car en pratique, seule la consistance d’dic {)-consistance) est largement utilisée parmi toutes
ces consistances.

2.3.5 La consistance de chemin restreinte

Comme nous venons de le voir, le filtrage par consistance dmichn’est pas applicable
en pratique en général, du fait de sa complexité. C'eatqui Berlandier a proposé une forme
restreinte de consistance de chemin [Berlandier, 1995], toujours [BsUESP binaires. Le filtrage
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associé a cette nouvelle consistance supprime plus @ergainconsistantes que la consistance
d’'arc, mais en méme temps, il ne souffre pas des inconeEnides filtrages d'ordre supérieur.
L'algorithme de filtrage supprime toutes les valeurs qui ot pas arc consistantes, et de plus, il
vérifie que chaque couple de valeurstb pour des variableX etY tel queb est I'unique support
de a dans la relationR xy est chemin consistant. Si un tel couple n’est pas cheministang
alors la valeura est retiréee du domain®x de X, car la suppression du tuple,b) dans la
relation Rxy entraine la perte de tous les supportsud#ans cette contrainte. Ces suppressions
supplémentaires font du filtrage par consistance de chessineinte un filtrage plus fort que le
filtrage par consistance d’arc, mais qui reste moins codtpie le filtrage par consistance de
chemin. De plus, la structure du graphe de contrainte n'egtien altérée par ce filtrage. La
définition formelle de la consistance de chemin restredstda suivante :

Définition 56
Un CSP vérifie la propriété de consistance de cheminaigétr si et seulement'siX € X, Dy #
0, Dx est arc consistant 8X,Y € X,V(a,b) € Rxy tel queb est I'unique support de dans
Dy (c’est-a-dire quer ¢ Rxy \ (a,b)),VZ € X telle queCx,,Cy, € C,3c € Dy tel quec
est un support de dansC'x ; etc est un support dedansC'y ; (c’est-a-dire quéa,c) € Rxz et
(b, C) € Ryy )

Debruyne et Bessiere ont étendu cette notion de consestd@ chemin restreinte a la notion
de k-consistance de chemin restreinték-RPC) [Debruyne et Bessiere, 1997a]. L'algorithme de
filtrage park-consistance de chemin restreinte effectue le méme #topge pour la consistance
de chemin restreinte, mais teste la consistance de cheminlg® couples de valeurs ayait
supports dans une contrainte, au lieu d'un seul. Ainsi, tesistance de chemin restreinte devient
la 1-consistance de chemin restreinte dans cette généiatiset la consistance d’'arc devient la
0-consistance de chemin restreinte.

Dans ce méme article, ils décrivent un algorithme perametti’effectuer un filtrage par
(1-)consistance de chemin restreinte : RPC-2, dont la cexitpldans le pire des cas en temps est
enO(mnd?) et celle en espace &\(mnd).

Toujours dans ce méme article, Debruyne et Bessiére trotinit la notion de consistance de
chemin restreintenaximum(Max-RPC). Un graphe de contrainte vérifie la propriétecdnsis-
tance de chemin restreinte maximum si chaque valeur de ehdgmaine posséde au moins un
support pour la consistance de chemin par contrainte, jgekt soit le nombre de supports pour
la consistance de chemin qu’elle possede. D'aprés céfiritibn, un algorithme de filtrage par
consistance de chemin restreinte maximum doit supprimgesoles valeurs qui ne vérifient pas
la k-consistance de chemin restreinte, pour toute valeu. dis ont ainsi proposé un algorithme
effectuant ce traitement dont la complexité dans le piseades en temps est éNmnd?) et celle
en espace e@(mnd).

Grandoni et Italiano [Grandoni et Italiano, 2003] ont prepaeux algorithmes de filtrage par
consistance de chemin restreinte maximum. Le premier, RIA&-2, a une complexité en espace
optimale enO(md) avec la méme complexité en temps. Le second, Max-RPCtRigameilleur
complexité en temps grace a I'utilisation de multiptioas de matrices rapide€)(mnd?>7)),
au détriment d’'une complexité en espace acéind?).
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2.3.6 Les consistances singletons

Debruyne et Bessiere ont introduit d’autres notions desistance partielle pour les CSP
binaires appelées consistances singleton [Debruynessi@e, 1997b]. Ces consistances sont
basées sur la constatation que si une vatepour une variableX est consistante (c’est-a-dire
gu'elle appartient a une solution), alors le CSP obtenuestregignant le domain®yx de la va-
riable X au singleton{a} est consistant. Notons ce C8%p, _(4}. Si P|p, —{,) N'est pas consis-
tant, alors la valeus peut &tre retirée du domairey . Evidemment, déterminer | py—{a) €St
inconsistant est bien trop colteux, c’est pourquoi ilestreignent & déterminer si une consistance
locale est vérifiee. Ainsi, I'algorithme de filtrage pamsistance singleton supprimera la valeur
du domaine d'une valeux si P|p, _(,; est localement inconsistant.

L'exemple de consistance singleton traité dans ces tragatilaconsistance d’arc singleton
(SAC), dont la définition formelle est la suivante :

Définition 57
Un CSPP vérifie la consistance d’arc singleton si et seulemextsic X, Dx # (), Dx est arc
consistant eéta € Dx, P|p,—4) €starc consistant.

Pour tester si une valeur pour une variableX est singleton arc consistante, I'algorithme
gu'ils proposent instanci& aa et applique un algorithme de filtrage par consistance d'ardes
sous-probléme obtenu. Si un domaine se vide entiererabms la valeur peut étre retirée du
domaine deX. N'importe quel algorithme de filtrage par consistance djgeut étre utilisé, tant
gue sa complexité reste polynomiale, leur algorithme deadie par consistance d’arc singleton
garde une complexité polynomiale. Un premier algorithnéségproposé par Debruyne et Bessiere
dans [Debruyne et Bessiére, 1997b] : SAC-1 dont les corntplern temps et en espace sont res-
pectivement erO(mn?d*) et enO(md). Puis, I'algorithme SAC-2 a été proposé par Bartak et
Erben [Bartak et Erben, 2004], améliorant la complexitéespace qui devietd®(mn2d?). En-
fin, Debruyne et Bessiere ont proposé deux algorithmes {laabruyne et Bessiere, 2005] : le
premier, SACOPT, avec une complexité en temps optimale®fmnd?) et une complexité en
espace e (mnd?), et le second, SAGDS qui admet un compromis sur la complexité en temps
(O(mnd*)) pour réduire la complexite en espac@({nn2d?))) afin de permettre son utilisation
sur des instances de plus grandes tailles.

Tous ces differents algorithmes sont obtenus en changjelyutrithme de filtrage par consis-
tance d'arc utilisé pour filtrer par consistance d’arc &tan (AC-4, AC-6, AC-2001...). Cepen-
dant, toute autre sorte de filtrage supprimant des valeurs lds domaines des variables pourrait
étre utilisee comme base de consistance singleton (SBE€min consistance singleton, SRPC :
chemin consistance restreinte singleton...).

2.3.7 Les consistances inverses

Les consistances inverses ont été introduites par Frezidefe [Freuder et Elfe, 1996] pour
les CSP binaires. Un filtrage par consistance inverse sugpiilans les domaines des variables,
les valeurs qui ne sont compatibles avec aucune instameiatinsistante d'un quelconque en-
semble de variables supplémentaires. Les consistanoes@s peuvent étre définies en terme de
(i,j)-consistances. Lorsquevaut 1 et quej vautk — 1, cela donne l& consistance inverse. Les
consistances ou > 1, comme la consistance de chemin, identifient et enregtsties combi-
naisons de valeurs pour des variables pour lesquelles Uaarw@onsistante pour des variables
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supplémentaires ne peut étre trouvée. Ce qui rajoutecdegaintes non unaires au probleme,
résultant en un accroissement de I'espace mémoire qiemtaapidement prohibitifA linverse,
les consistances inverses ne stockent que des contrairaigesipuisqu’elles filtrent les domaines.
La complexité spatiale reste donc linéaire.

La consistance inverse la plus simple est la consistanceéne®in inverse (PIC), car I'arc
consistance ((1,1)-consistance) est équivalente arlaistance d’arc inverse. Cette consistance
est équivalente a la (1,2)-consistance. D'apres saitléfi [Freuder et Elfe, 1996], une valeur
d’'une variableX d'un CSP est chemin consistante inverse si elle peut &redae de maniere
consistante a tout triplé de variables includht Dans [Debruyne et Bessiere, 1997b], Debruyne
et Bessiére ont montré qu'il n’était pas nécessaireedtet cette condition pour toutes les valeurs
pour s’assurer la consistance de chemin inverse. lls ontrop’'un CSP vérifie la consistance
de chemin inverse si et seulement si il est arc consistanpetistoute valeur. d’'une variableX,
pour toute clique de taille X, Y, 7), I'affectation deX aa peut étre étendue en une instanciation
consistante de cette 3-clique. Ainsi, sa définition fotmebt la suivante :

Définition 58

Un CSP satisfait la propriété de consistance de chemarsevsi et seulementéX € X,Va €
Dx, VY, Z € X telqueY # X # Z #Y,3b € Dy etc € Dy tel queb est un support pour sur
Cxy, c est un support pour surC'x z etc est un support poursurCly z.

Un premier algorithme de filtrage par consistance de chenviarse fut proposé par Freuder et
Elfe dans [Freuder et Elfe, 1996] : PIC-1. Sa complexitéezngs est el (mn2d*) et en espace
O(n). Par la suite, Debruyne a proposé un algorithme ayant umplexité en temps optimale :
O(mnd?) et une complexité en espace accrd®(md + cd) [Debruyne, 2000]. Dans le calcul de
cette complexité; représente le nombre de 3-cliques présentes dans leegdaptontraintes.

Freuder et Elfe ont également introduit le conceptdeasistance de voisinage inverg@IC)
[Freuder et Elfe, 1996]. Un CSP satisfait la propriété dasistance de voisinage inverse si pour
chaque valeur de chaque variablé&, il est possible de trouver un solution au sous-probleme
induit par le voisinage d& qui est compatible avec.

Définition 59

SoitX € X. On définit le voisinage d& parV(X) = {Y € X|3Cxy € C}. Un CSP satisfait la
propriété de consistance de voisinage inverse si etiseuiesv X € X,Va € Dy, l'instanciation
(X, a) peut étre étendue en une instanciation consistantg ag.

L'idée sous-jacente de ce filtrage est d’adapter le niveda k-consistance inverse en fonction du
nombre de contraintes dans lesquelles les variables sptitiuies. Ils ont proposé un algorithme
de filtrage par consistance de voisinage inverse dont la lexitip en temps est e®(g%(n +
md)d?t!) et en espacé®(n). Dans ce calcul de complexit@représente le degré maximum d’'une
variable (c'est-a-dire le nombre de contraintes maximamsdesquelles elle est impliquée). Cette
complexité dépend donc fortement du degré de contraiesevariables, ce qui explique leur idée
de moduler le filtrage en fonction du degré de chaque varidbhs le cas de CSP ou les variables
ne sont pas uniformément contraintes.

Un certain nombre de consistances locales inversesemt&duites dans [Verfaillie et al., 1999].
Il s'agit précisément d'un cadre théorique génériquepermet de capturer la plupart des consis-
tances inverses existantes, mais aussi de définir un nariiteaire de consistances inverses, ainsi
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que la généralisation de ces consistances aux consairagesEtant donné qu’aucun algorithme
de filtrage par ces consistances inverses généralesgmimplémenté, nous n'entrerons pas dans
les détails théoriques de ces dernieres.

2.3.8 Les consistances relationnelles

Les dernieres formes de consistances locales que nous diarire portent le nom dmnsis-
tances relationnellesElles ont été introduites par van Beek et Dechter dans Beek et Dechter, 1995].
Il s’agit de nouvelles définitions plus fortes pour la catance d’arc et de chemin pour les CSP
n-aires. La consistance d’arelationnelle peut &tre établie en temps polynomial en fonction de
l'arité des contraintes, alors qu’établir la consisearte chemirrelationnelle est un probleme
NP-Complet. La définition formelle de la consistance dialationnelle est la suivante :

Définition 60
Soit Rg une relation associée a une contraiite portant sur un ensemble c X de variables
d’'un CSP n-aireRg est relationnellement arc consistance si et seulementi& fastanciation
consistante de toutes les variablesSdeauf une peut étre étendue a cette derniere de telle sort
queCy soit satisfaite.

Un CSP satisfait est relationnellement arc consistant igetoles relations associées a ses
contraintes sont relationnellement arc consistantes.

Celle de la consistance de chemin relationnelle est lasiéiva

Définition 61

SoientRg, etRg, deux relations associées a deux contraiftesetCs, portant respectivement
sur deux ensembles; C X etSy C X de variables. Le couple de relatiofBs,, Rs,) est rela-
tionnellement chemin consistant si et seulemektgic S, N Sy, toute instanciation consistante
des variables d§; U S2) — { X'} peut étre étendue pour inclu’é de telle sorte qué€'s, etCs,
soient simultanément satisfaites.

Un CSP est relationnellement chemin consistant si et seuiesi tout couple de relations
(Rs,, Rs;) est relationnellement chemin consistant.

s

Par la suite, Bessiere Hebrard et Walsh ont encore giégs&éta notion de consistance d'arc
relationnelle, donnant lieu a la-consistance d’arc relationnelle[Bessiére et al., 2003]. Cette
consistance est la restriction de la consistance d’artigalzelle & des ensembles de variables de
taille k.

Définition 62

Soit Rg une relation associée a une contraifite portant sur un ensemblke C X de variables
d’'un CSP n-aireRg satisfait la propriété dé-consistante d’arc relationnelle si et seulement si
VA C S tel que|A| = k, toute instanciation consistante des variables\deeut étre étendue en
une instanciation consistante sur 'ensemble des vagalss .

Un CSP satisfait la propriété deconsistance d’arc relationnelle si et seulement si toutes
les relations associées aux contraintes de ce CSP satlafpnopriété dek-consistance d'arc
relationnelle.

Du fait de sa NP-complétude, la consistance de cheminaetalle n’est rarement, si ce n'est
jamais, utiliseeA notre connaissance, il en est de méme pour la consistaaerdlationnelle et
la k-consistance d’arc relationnelle pour lesquelles aucgarithme de filtrage n’a été proposeé.
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2.3.9 Algorithmes de filtrage sgcifiques

Plusieurs algorithmes de filtrage spécifiques ont étpgses dans la littérature. Dans la plupart
des cas, ces algorithmes effectuent un filtrage par consisidlarc généralisée sur des contraintes
n-aires présentant des propriétés particulieremtéfét étant que ces algorithmes dédiés ont une
complexité en temps bien meilleure que celle d’algorithrgénériques comme GAC-schema.

C’est le cas notamment d’'un certain nombre de contraintess dlobales Passer en re-
vue les algorithmes spécifiques pour toutes les contmaigitebales dépasserait le cadre de cette
thése, mais un lecteur intéressé par ce sujet pourragrdas bases dans les articles suivants
[Régin, 1994] : la contraintall-different [Beldiceanu et Contjean, 1994] les contraintesula-
tives [Régin, 1996] : les contraintes globalesadedinalité, [Régin et Puget, 1997] : les contraintes
globales dordonnancemenfRégin, 1999] : les contraintesl-different synétriques [Beldiceanu et Contjean, 1994] :
les contraintes deycle [Bessiére et al., 2006a] : les contraindgaluees ou encore [Bessiere et al., 2006b] :
la contrainteracine..

Il est a noter que I'algorithme AC-5 [Hentenryck et al., 2Dpeut étre paramétré pour obtenir
une complexité en temps &f(md) pour une classe importante de contraintes : les contraintes
fonctionnellesanti-fonctionnelleset monotones

2.3.10 Recapitulatif

Le filtrage par consistance locale est la clé de volte deufaapt des solveurs de CSP actuels.
Le plus utilisé est le filtrage par consistance d'arc, pegukl un nombre important d’algorithme
a été proposé, du fait de son faible colt. Mais la tendaaxtuelle s’oriente vers des filtrages
par consistances un peu plus fortes, toujours avec un eidnnable. Le tableau 2.2 propose
une comparaison entre les complexités en temps et en edpadbfférents algorithmes pour les
differents filtrages par consistances locales que noussadecrits.

“Liste non exhaustive.
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Nom de l'algorithme Complexité en temps| Complexité en espace
AC-3 [Mackworth, 1977] O(md3) O(m + nd)
AC-4 [Mohr et Henderson, 1986] O(md?) O(md?)
AC-5 [Hentenryck et al., 1992] O(md?) O(md)
AC-6 [Bessiere et Cordier, 1993] O(md?) O(md)
AC-7 [Bessiére et al., 1995] O(md?) O(md)
AC-2000 [Bessiere et Regin, 2001] O(md3) O(md)
AC-2001 [Bessiéere et Regin, 2001] O(md?) O(md)
CN(GAC-3) [Mackworth, 1977] O(ma?d*+t) O(ma + nd)
GAC-4 [Mohr et Masini, 1988] O(md®) O(md* 4+ nd)
GAC-schema [Bessiere et Regin, 1997] O(md*) O(ma?d)
PC-2 [Mackworth, 1977] O(n3d>) O(n?)
PC-4 [Han et Lee, 1988] O(n¥dd) O(néd3)
PC-5 [Singh, 1995] O(n3d?) O(n3d?)
PC-8 [Chmeiss et Jégou, 1996] O(n3d*) O(n?d)
RPC-1 [Berlandier, 1995] O(mnd?) O(mnd)
RPC-2 [Debruyne et Bessiére, 19973] O(mnd?) O(mnd)
Max-RPC-1 [Debruyne et Bessiere, 1997a] O(mnd?) O(mnd)
Max-RPC-2 [Grandoni et Italiano, 2003] O(mnd?) O(md)
Max-RPC-2’ [Grandoni et Italiano, 2003] O(mnd?57) O(mnd?)
SAC-1 [Debruyne et Bessiere, 1997b] O(mn?d*) O(md)
SAC-2 [Bartak et Erben, 2004] O(mn2d*) O(n?d?)
SAC-OPT [Debruyne et Bessiére, 2005] O(mnd?) O(mnd?)
SAC-SDS [Debruyne et Bessiere, 2005] O(mnd*) O(n?d?)
PIC-1 [Freuder et Elfe, 1996] O(mn2d*) O(n)
PIC-2 [Debruyne, 2000] O(mnd?) O(md + cd)
NIC [Freuder et Elfe, 1996] O(g*(n + md)dI+t) O(n)

TAB. 2.2 — Tableau comparatif des complexités en temps et eacegfes differents algorithmes
de filtrage par consistances partielles pour les @gfeprésente le nombre de contraintes du CSP,
n le nombre de variables du CSPla taille du plus grand domaine,est le nombre de 3-cliques
présentes dans le graphe de contraingesst le degré maximum d’une variable eest la plus
grande arité des contraintes.
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Chapitre 3

Transformations entre formalismes
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Comme nous avons pu le constater, les deux formalismes qiseseaons de décrire présentent
des similitudes. Les algorithmes de résolution parcdysenr SAT un arbre de recherche binaire,
pour les CSP un arbre de recherche quelconque. Dans les aienaliEmes, I'accent est mis sur
les differentes méthodes de filtrage et de propagatiomsistances locales et propagation de
contraintes pour les CSP, résolution bornée et propaatnitaire pour SAT. Mais des liens en-
core plus forts ont été mis en évidence. Plusieurs trave montré qu'’il est possible d’exprimer
n’importe quel probléeme SAT sous forme de CSP et vice-vés&misson et Jegou ont montré que,
pour un probléme donng, les algorithmes Forward Cheaddifi@pvis et Putam explorent des arbres
équivalents selon la représentation choisie pour lelprob [Génisson et Jégou, 1996]. Nous al-
lons maintenant détailler les differentes transfororaiconnues entre ces deux formalismes. Ces
travaux ont permis de comparer les filtrages par consistaiocales des CSP avec la propagation
unitaire ou la résolution bornée de SAT.

3.1 SAT— CSP

Il existe quatre transformations connues pour exprimerroblpme SAT sous forme de CSP.
Les trois premierede codage des litraux, le codage duadt le codage avec variables caobs
transforme une instance SAT en un CSP binaire, alordejaedage non-binairé¢ransforme une
instance SAT en un CSP n-aire [Bennaceur, 1996, Walsh, 2000a
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3.1 SAT— CSP

3.1.1 Le codage des liftraux

Ce codage fut introduit par Bennaceur [Bennaceur, 1996n&ezur, 2004]. Considérons une
formule sous forme CNF ayantvariables etn clauses. Dans ce codage, on associe une variable
X, a chaque clause; de la CNF. Le domaindx, de la variableX; contient les litteraux de
la clausec; a laquelleX; est associée. Par exemple, si la formule CNF contient laselg =
l1 V =ly Vi3V —ly alors le domainéx, de la variable associée edty, = {l1, —la, I3, ~l4}.

Une contrainte binair€'x, x, impliquant deux variableX(; et X; associees a deux clausgs
etc; est créée si la clausg contient un littéral et la clausg contient son opposé. Par exemple,
Sic; =11 Vla Vi3 ete; = =iy Vi3V, alors la contraint&'y, x; est créée ca; contientl; et
c; contient—l;.

Pour chaque contraint€y, x; on associe la relatioR x, x; définie comme le produit cartésien
Dy, x Dy, auquel on retire 'ensemble des couplés/;) tels quel; est le littéral opposeé
(li = —l;). Par exemple, la relatiofx, x, associee a la contrainte ci-dessus est définie par le
tableau suivant :

Rx,x;
X, X,
1 I3
1 lyg
aly il
—ly 3
aly g
ls =l
I3 I3
I3 lg

Soit ¥ une instancé-SAT etP le CSP résultant du codage He Le nombre de variables de
P est égal au nombre de clausesXlénbCla(X) = m), la taille des domaines de est bornée
par k, et la taille des relations est bornée pdr— 1. La complexité de la transformation est en
O(mk?). Ce codage présente quelques propriétés interess@tar commencer, si chaque clause
de la formuleX de départ contient au moins 2 littéraux, alors le CSPli@sude son codage est
arc-consistant. Ainsi, appliquer la propagation unitaue la formule de départ est équivalent a
effectuer un filtrage par consistance d’arc sur son codadeS# De méme, si toutes les clauses
de X contiennent au moins 3 littéraux, alors le CSP résultardah codage est chemin consistant,
et méme fortement chemin consistant.

Dans [Walsh, 2000a], Walsh montre qu’'un algorithme DP go@ia la formule de départ
visite strictement moins de nceuds qu’'un MAC sur le CSP cadindition d'utiliser des heuris-
tiques de branchement équivalentes.

Dans [Dimopoulos et Stergiou, 2006], Dimopoulos et Stergie sont intéressés a une consis-
tance plus forte que la consistance d’'arc : la consistanah@emin inverse (PIC). lls ont montré
gue l'application de la régle desolution binairesur la formuleX est strictement plus forte que
I'application d’un filtrage par consistance de chemin iseesur le CSEP.

Les trois codages qui suivent sont décris et étudiés dearasystématique par Walsh dans
[Walsh, 2000a].
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CHAPITRE 3 : TRANSFORMATIONS ENTRE FORMALISMES

3.1.2 Lecodage dual

Dans ce codage, une variable duilgest associée a chaque clausel.e domaineDy, as-
socié aX; est composé des tuples de valeurs de vérité qui satikaiausec;. Par exemple, la
variable X; associée a la clausg = [; V I3 a pour domaineDx, = {(V, F), (F,V),(V,V)}.

Ce sont les interprétations de et [, qui satisfont la clause;. Une contrainte binaire est créée
entre deux variables dualé§ et X ; qui sont associées a deux clauses partageant une oujpfusie
variables propositionnelles. Par exemple, entre les bsedualesX; et X ; associées aux clauses
ci = 11 Vg ete; = Iy V 3, la contrainteC'y, x; est ajoutée. Toute relatioRx, x, associee

a une contraint&’y, x, assure que les variables propositionnelles partagéelepaeux clauses
prennent les méme valeurs dans les tuples des domainesudegatiables CSK; et X si les va-
riables propositionnelles apparaissent avec la mémeif@otians les clauses etc;, ou bien des
valeurs complémentaires si elles apparaissent avec dast@® opposées. Dans notre exemple,
nous avonsDy, = {(V, V), (F, F),(V, F)}. Etant donné que la variable propositionnéljeap-
parait avec des polarités opposées daesc;, la relationRx, x; assure que les couples de valeurs
compatibles poufX; et X; ont les valeurs de vérité de leurs secondes composampessées, ce
qui donne :

Rx,x;

X; X;
(V.F) (V,V)
(F,V) (F,F)
(B, VY (F\V)
(V,V) (F,F)
(V,V) (F,V)

Soit ¥ une instance-SAT et P le CSP résultant du codage dual deWalsh a montré que
filtrer par consistance d’arc le C3Pest plus fort que réaliser la propagation unitaire Su€’est
a dire que si la propagation unitaire produit une clause Mig filtrage par consistance d’arc fera
apparaitre un domaine vide, alors que l'inverse n’est pa@utrs vrai. De plus, si la propagation
unitaire surX aboutit a l'interprétation de certaines variables, slon filtrage par consistance
d’'arc supprimera toutes les valeurs contradictoires aette interprétation.

Il montre aussi que, moyennant des heuristiques de brarefiebguivalentes, appliquer un
DP surX parcourt strictement moins de nceuds que FC appliqu® sur

Dans [Dimopoulos et Stergiou, 2006], Dimopoulos et Stergint montré que les filtrages par
consistance d’arc (AC) et par consistance de chemin in(@K&e) surP peuvent étre retrouvés
dansX par des procédés daésolution d’ensemblet derésolution d’ensemblétenduerespecti-
vement.

3.1.3 Le codage avec variables caébs

Dans ce codage, les mémes variables @&#essont associées a chaque clause de la formule
CNF, auxquelles sont associés les mémes domaines cempes’ tuples de valeurs de vérité
satisfaisant la clause de départ. En plus de ces variathledeg), on rajoute autant de variables

ICelles correspondanted:a
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CSP (propositionnelles) qu'il y a de variables booléenagsc pour domaine les valeursi et
faux Ainsi, pour chaque variable booléenie on associeX;; telle queDle = {V,F}. Une
contrainte binaire est posée entre une variable CSP dualeeevariable CSP propositionnelle si
la clause a laquelle est associée la variable duale ciniiee occurrence (positive ou négative)
de la variable booléenne a laquelle est associée labkaraSP propositionnelle. Dans le cas ou
la variable booléenne apparait positivement dans laselda relation associée a cette contrainte
assure que la valeur de la composante des tuples des vari@Blé duales correspondant a la
variable propositionnelle est identique a celle de lawable la variable CSP propositionnelle.
Dans le cas contraire, la relation assure que ces valeuteorplémentaires. Par exemple, en
considérant la clausg = I, VvV —l3, on pose les contrainte{%XinQ et CXixlg et la relation associée
Ry, Xi, etRy, X, suivante :

Rx;x, Rx;x,,
Xi Xy Xi Xy
(V,v) Vv (V,V) F
(F,F) F ||(FF) V
(Vv,r) F || (V,F) V

Il N’y a pas de contrainte entre deux variables duales. Lapbtexité des codages dual et avec
variables cachées est plus importante que celle du codegéitbraux. Soient une instance
k-SAT et Ppuq le CSP résultant du codage dual He Py .- le CSP résultant du codage avec
variables cachées de et Py;; le CSP résultant du codage des litterauxddeAlors que la taille
des domaines d®y;; est enO(k), la taille des domaines d@p,,,; et dePy ., est enO(2¥). De
méme, la complexité en espace des relations Fowrest enO(k?), alors que celle des relations
dePpua et dePy . est enO(2F).

Walsh [Walsh, 2000a] a montré qu'un filtrage par consistagiarc surPy . est équivalent a
la propagation unitaire st et qu'un DP appliqué suxt visite les méme nceuds que FC ou MAC
appliqué sufPy .

3.1.4 Le codage non-binaire

Dans ce codage, on retrouve les variables CSP propositiesrdu codage précédent. C'est-
a-dire qu'une variable CSP est associée a chaque vatimioléenne, et n’a que deux valeurs dans
son domaine Vrai et Faux Une contrainte non binaire est posée entre toutes leablas CSP
pour lesquelles les variables booléennes associéesdggznt en méme temps dans une clause. La
relation associée a chaque contrainte est constituégptiEsinterdits ces tuples représentent les
combinaisons de valeurs de vérité qui falsifient la claxseernée. Par exemple, en considérant la
clauseC; = I VI,V —l3, nous obtenons la contrair@(hxbxls entre les variables CSP associéees
aux variables booléennés [, etis, dont la relation associ'eEXlleQXl3 est donnée par :

RXthzXl’s
X, X, X,
F F \%4
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Soit ¥ une formulek-SAT etP le CSP résultant du codage non binaireXid_a complexité
de ce codage est identique a celle du probleme de dépaus Mtrouvons le méme nombre de
variables CSP que de variables booléennes, avec des desra#rtaille deux. Nous avons autant
de contraintes que de clauses, et la taille des relatioregata a.

Walsh [Walsh, 2000a] a montré qu’un filtrage par consigtatiarc surP est plus fort que la
propagation unitaire suUt, et que moyennant des heuristiqgues de branchement &ntisa) DP
explore un arbre de recherche de méme taille que nFCO egpdusl que tout autre algorithme
énumeératif complet maintenant la consistance d'arcagobk nceud de I'arbre (nFC1, ..., nFC5,
MAC).

3.2 CSP— SAT

Il existe quatre codages permettant d’exprimer un CSP sodisrine d’'une formule CNF.
Deux d’entre euxlé codage des supporasif, 1990] etle codage logarithmiqu@Nalsh, 2000b,
Gelder, 2007, lwama et Miyazaki, 1994]) ne s’appliquent guedes CSP binaires, et les deux
autres le codage direcfKleer, 1989] etle codagek-AC [Bessiere et al., 2003]) peuvent s’appli-
quer sur les CSP n-aires.

3.2.1 Le codage direct

C’est le plus utilisé et le plus ancien des codages. Il fubduit par De Kleer [Kleer, 1989].
Dans ce codage, on associe une variable propositionnelague valeur du domaine de chaque
variable du CSP. Par exemple, une variable CSBvec pour domain®y = {v,va,...,vx}
définit k£ variables booléennesx:,, , x.,, . . . , zy, . Interpréterz,, a vrai signifie que la variable
CSPX est affectée a la valeut. Ces variables propositionnelles apparaissent danstyques de
clauses :

Les clauses de typau-moins-un : 1l'y a une clause de typgu-moins-unpar variable. Elles
codent les domaines du CSP, exprimant le fait que chaquablariloit recevoir une valeur
de son domaine. Considérons I'exemple d’'une variable @S&ec un domaindx =
{v1,v2,v3}. La clausecx = x,, V z,, V z,, €st ajoutée pour coder le domaink. Ces
clauses seront notées claugsas.u.par la suite.

Les clauses de typau-plus-un : 1l y a une clause de typau-plus-unpour chaque couple
de valeurs du domaine de chaque variable. Ce sont des cloinsé®s codant le fait que
chaque variable du CSP ne peut recevoir plus d’'une valeuorea@maine. On les appelle
aussiclause d’exclusion mutuell®eprenons I'exemple précédent. Pour le domdne=
{v1,v2,vs3}, il faut ajouter les 3 clauses binaires suivantese;, V —x,,, 7y, V 72y, €t
Ty, V 1T,,. Ces clauses seront notées clawsesu.par la suite. Il est en général possible
de s’affranchir de cet ensemble de clauses. En effet, si wiele@ffectant plusieurs valeurs
a une méme variable CSP est trouvg, il est possible d'eisiclune seule aléatoirement et
d’ignorer les autres.

Les clauses de conflits : 1l y a une clause de conflit pour chaquéple interditde chaque
contrainte du CSP. Elles expriment les contraintes en dddates les combinaisons inter-
dites par celles-ci. Par exemple, considérons une coiraintre trois variables CSP,Y
etZetju € Dx,v € Dy,w € Dgz] un tuple interdit par la contraint€'yy  (c’est-a-dire
que [u,v,w| ¢ Rxyyz). La clause de conflitxy, = -z, V —y,—z, €st ajoutée pour
interdire I'affectation simultanée d& aw,Y avetZ aw.
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Soit P un CSP et p,;, la formule CNF résultant du codage direct Be Walsh a prouvé
gu'effectuer un filtrage par consistance d'arc guirest plus fort que d'effectuer la propaga-
tion unitaire surXp,;.. Il a également démontré, comme cela l'avait été pani€son et Jégou
[Génisson et Jegou, 1996] que moyennant des heuristidpidsanchement équivalentes, FC ap-
pliqué aP et DP appliqué & p;, étaient équivalents.

La complexité du codage direct d'un CSP est®(mnd®), en rappelant quen représente
le nombre de contraintes du CSPJa plus grande arité des contraintes du CSK & taille
du plus grand domaine du CSP. Plus précisément, dans &geatirect d'un CSP en CNF, on
retrouven clausesa.m.u.de tailled. Chaque variable CSP ajoui@;—l) clausesa.p.u.de taille 2.
Enfin chaque contrainte peut contenir au plfiguples interdits de longueur. Ce qui donne une

complexité totale dénd + 2n@ + mad®) = O(md®).

3.2.2 Le codage des supports

Le codage des supports fut introduit par Kasif [Kasif, 1980§pécialement congu pour les
CSP binaires. Dans ce codage, on retrouve les méme variptwpositionnelles que pour le co-
dage direct. Ony retrouve également les méme claaigesl.eta.p.u. La seule difference réside
dans les clauses de conflits qui sont remplacées par desslappelées clauses de supports.

Les clauses de supports :Une clause de support est ajoutée pour chaque cougdiel, liste
de supports de chaque contrainte binaire. Elle code le fait que tantimgivaleur reste
dans le domaine d’'une des variables impliqguées dans laadot&, alors au moins un de
ces supports doit rester dans le domaine de la seconde leaitiapliquée. Par exemple,
considéronsX etY deux variables CSP et le couple € Dx, {s1,s2,...,s,} € Dy) ou
v est une valeur du domaine dé et {s1, s2, ..., sk} sont les supports d&¥ = v dans le
domaine d& pour la contrainte”'xy. La clause~x, V ys, V ys, V ... V ys, €Strajoutée
pour exprimer le fait que tant quen’est pas retiré (filtré) du domaine d€, au moins un
de ses supports dari3y ne doit pas étre supprimé. Cette clause est équivakente —
(ys, VYsy, V... Vys, ). On voit donc que si tous les supports sont retirés (felsjfi-x, est
impliqué, c’'est-a-dire que est retiree du domaine d€ lors d'un filtrage par consistance
d’arc.

On voit donc l'intérét de ce codage pour les CSP binairesrgggport au codage direct. Ce
codage permet de récupérer la consistance d'arc dans ffla &P un CSP etg,,, la formule
CNF résultant du codage des supportsddasif a montré que la propagation unitaire appliquée
aXisyy est équivalente a un filtrage par consistance d’'ar@®sela a permis a Gent [Gent, 2002]
de montrer que moyennant des heuristiques de brancheugiratentes, DP appliquéXg,,, est
équivalent a MAC appliqué R.

La complexité du codage des supports d’'un CSP e€P@ni? + md?). Précisement, on re-
trouve les méme claus@sm.u.et a.p.u.(nd?), et pour chaque clause, il y2a couples yaleur,
liste de supporispossibles, chaque liste pouvant contenir au glualeurs 2md?). La complexité
totale est donc dénd? + 2md?) = O((n + m)d?).
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3.2.3 Lecodagé&-AC

Ce codage a été proposé par Bessiére, Hebrard et WatstsiBe et al., 2003] et se trouve
étre la généralisation du codage des supports aux C8Bs1-didée sous-jacente est de coder des
supports sur des ensembles de variables de taille quelegraur des ensembles de variables de
taille quelcongue au lieu de support sur une unique variatle une unique variable.

Dans ce codage, on retrouve encore les méme variablessitiopaelles et les méme clauses
a.m.u.eta.p.u, et 'ensemble des clauses de supports est remplacé parsemble de clauses
k-AC.

Les clauses-AC :  Pour chaque contrainte d’aritémpliquant un ensemblg& de variables,

une clause:-AC est ajoutée pour tout coup(é, L), ou I est une instanciation des variables
d’'un sous-ensemble dede taillek autorisée paRg et L est la liste des supports desur les
variables deS — S;. La clausek-AC associée a une instanciation code le fait que tant que
cette instanciation est possible, c’est-a-dire tant g&'des variables n'a pas été affectée
a une autre valeur, l'instanciation d'au moins un des stippte cette instanciation doit
étre possible sur les variables 8e— S;. Par exemple, admettons que la relation associée
a une contrainte portant sur un ensemblele variables autorise l'instanciation partielle
I = {(X1,n),(X2,v2),...,(Xg,vr)}, €t que cette instanciation possedesupports sur
les variables d& —{ X1, Xo, ..., X} }. Alors la clause-AC —Xi, V=X, V.. .\/ﬁkak Vv
51VsaV... Vs, est ajoutéeEtant donné que dans ce codage, une instanciation ceiacat
une conjonction, l'instanciatiof correspond a la conjonctiofXy, A Xa,, A... A Xj, ).
La clausek-AC est donc équivalente A — (s V s3 V ...V s,). On voit donc que si
tous les supports sont falsifiés, alors la clakis&C est réduite a une clause de longuéur
interdisant l'instanciatior .

Cependant, un suppost pour une instanciatiod des variables d’'un sous-ensemBle C S
tel que|S| = a et|S1| = k n’est autre qu’une instanciation des variablesSde S; compatible
avecI. Donc comme nous venons de le vaif,est équivalent a une conjonction de plusieurs
litteraux, excepté lorsque — k = 1 oua — k = 0. Dans le cas ow — k& = 1, s; est une
conjonction réduite a un seul littéral. Dans le casuot k = 0, s; est réduit a la valeur de vérité
vrai ou faux Les clause%-AC ne sont donc pas des clauses a proprement parler. Poserver
la forme clausale, les auteurs ont introduit des variabtietiannelles qu’ils appellent variables
de supports, pour chaque support équivalent a une cdigond’au moins deux littéraux. Par
exemple, si le suppod; est l'instanciation{ (X1, v1), (X2, v2), ..., (Xp,vp)}, il faut rajouter la
formule s; <~ X1, A Xp, A...A X, , quipeut &tre écrite sous forme clausale pans; v
lel), (_\Si \Y XQUQ), ceey (_\Si \Y Xpup) ets; v _\lel \Y _\‘ngv2 V...V _‘Xpup' Le tableau 3.1
montre les codagegsAC possibles pour une contrainte d’'arité 3 avec plusieatsurs dek.

SoientP un CSP et _ 4¢ la formule CNF résultant du codageAC de P. Malgré I'ajout
des variables de support, les auteurs ont montré que lalegit@pde ce codage restait EHmd®),
quelque soit la valeur deechoisie, puisque lesd? clausesa.m.u.peuvent &tre négligées. De plus,
ils ont montré qu’effectuer la propagation unitaire sy 4~ était équivalente a filtre? par
k-consistance d’arc relationnelle. Il en découle donc gueyennant des heuristiques de bran-
chement équivalentes, DP appligu&a_ 4 est équivalent a un algorithme du style MAC qui
maintient lak-consistance d’arc relationnelle a chaque étape.

De plus, dans le cas de CSP binaires, les auteurs ont égdlenoatré qu’en rajoutant la
jointure de certaines contraintes avant d’appliquer leaged:-AC du CSP, I'application de la
propagation unitaire sur la formule obtenue est équitalé@run filtrage pafi, j)-consistance sur
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Codage 0-AC Codage 3-AC
V — (51 Vs2Vs3Vsa)A (Xa ANYa AN Zy) — F)A
(Xa/\Ya/\Zb)Hsl/\ ((X /\Y},/\Z)—>F)/\
(Xa Ny N Z,) < 52N (Xo ANYoNZy) — F)N
(Xb/\Ya/\Za)HS:))/\ ((Xb/\Y;J/\Zb)HF)
(Xp AY, A Zp) <= sy
Codage 2-AC Codage 1-AC
((Xa AN Ya) — Zb)/\ (Xa — (81 vV 82))/\
Rxyz ((Xa AN va) — Zb)/\ (Xb — (83 V 81))/\
XY i (Xp AYa) = (ZyV Zo))N || (Yo — (54 V 55V 56))A
ala (Xp AYp) = F)A (Yp — s)A
alblb == Codage ((X AZ ) ) (Za - 87)/\
b|la|a ((Xa AN Zb) (Y V va)) (Zb — (87 V sg V 89))/\
blalb (Xp A Za) — Ya)A (Yo A Zy) < s1)A
(Xp N Zp) — a) (Yo A Zp) < s2)A
(Yo A Za) — X3) (Yo A Za) < s3)A
((Ya A Zb) - (X \4 Wb)) ((Xa A Zb > Sg)N
(Yp A Za) — F)N (Xp A Zg) < 85)A
(Yo A Zp) — Xa) (X A Zp) < s6)A
((
((
((

TAB. 3.1 — Exemple de codageAC d’'une contrainte ternaire impliquant les variablésY” et Z
pour 4 valeurs dé&. (VV = Vrai et F' = Faux).

le CSP de départ. La complexité de la formule ainsi obtertaat cette fois e (n'*7d'*7) et

la propagation unitaire pouvant étre effectuée en teimgsire, on peut effectuer un filtrage par
(i, j)-consistance sur un CSP binaire en tert}§a**7d'*7) en passant par un codage?\C. Cette
complexité est optimale pour un tel filtrage.

3.2.4 Le codage logarithmique

Ce codage pour CSP binaire fut tout d'abord introduit pamhaat Miyazaki [lwama et Miyazaki, 1994]
pour exprimer un problemeg-clique sous forme de probleme SAT. |l fut repris par Walsh dans
[Walsh, 2000b] dans le cadre des CSP et par Gelder [Geld@r,] 2@ans le cadre du probleme de
coloration de graphe.

Dans ce codage, seulemerjiog,(d)]? variables propositionnelles sont utilisées. Les valeurs
des domaines sont représentées sous la forme de bitansagten [log,(d)| représente le nombre
de bits nécessaires pour coder en base 2 un domaine deltaliesi, un domaineDx, de tailled
donnera lieu aux variableX;, , X;,, ... =Xinog2<d)w ou I’interprétationXZ-j = vrai signifie que la
variable CSPX; est affectée a une valeur pour laguelle lejhite son codage en base 2 vaut 1.

Les clausesa.m.u.et a.p.u.ne sont pas nécessaires. Seulement deux types de clanses so
utilisées :les clauses de conflitst les clauses de valeurs prolgies

%[log,(d)] représente le premier nombre entier supérieur ou égal.Ad).
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Les clauses de conflits : Pour une contrainte binai€y, x;, une clause de conflit est ajoutée
pour tout couple de valeurs interdit par la relatifdy, x;. Ces clauses sont de longueur
2[logy(d)]. Si{(X;,v), (X;,w)} estinterdit paiRy, x;, alors on rajoute la clause de conflit

[logy(d)]—1 [logy(d)]—1
\/ weX,]|v \/  we X,
b=0 b=0

ol v, etw;, sont lesh®™ bits des représentations binaireswet w et & est leou exclusif
logique. Intuitivementy, @ X;, correspond au littérak;, si le bitv, vaut O @, estfaux),
ou—X;, dans le cas contraire.

Par exemple, considérons deux variables @SRt X, ayant pour domain®x, = Dx, =
{0, 1,2}, reliées par une contrainte imposant < X». Il faut [log,(3)] = 2 bits pour coder
les domaines. La contrainte interdit 3 combinaisons :

- {(X1,1),(X2,0)} : ajout de la clause de confitX;, vV X1, V Xo, V Xo, ;

- {(X1,2),(X2,0)} : ajout de la clause de confll;, V =X, V Xo, V X», ;

- {(X1,2),(X2,1)} : ajout de la clause de conflif;, V =X, V = Xo, V Xo,.

Les clauses de valeurs prohiees : Dans le cas ou la taille des domaines de CSP n’est pas
une puissance de deux, c’est-a-dire gug (d) n’est pas un entier, il faut exclure certaines
valeurs qui seraient hors domaine. Pour ce faire, on rajongeclause de valeurs prohibées
pour chaque valeur excédante de chaque domaine. Cetteadatide longueutog,(d)].

Si une valeuw n'appartient pas a un domaitey, et s'écritv = El[l;’%?(dﬂ_12bvb, la clause
de valeurs prohibées rajoutée est :

[log, (d)] -1 [log, (d)]—1
- /\ (@ Xy,) | = \/ v @ X,
b=0 b=0

Dans notre exemple, la valeur 3 peut étre codée avec 2niiis, elle est excédante. Il faut
donc rajouter deux clauses de valeurs prohibéeX;, v - X, et—-Xy, V = Xs,.

Soient? un CSP et la formule CNF résultant du codage logarithmiqueleLa com-
plexité de ce codage est €N [log,(d)]md?), bien que le nombre de variables propositionnelles
utilisées soit uniguement dglog,(d)| au lieu dend dans les autres codages. Ce gain est malheu-
reusement compensé par la taille des clauses de conflitement les solveurs SAT inefficaces
sur ce type de codage en comparaison avec les autres cobliegegie la taille totale des instances
soit plus petite.

Walsh [Walsh, 2000b] a montré que I'application d’'un fijeapar consistance d’'arc s
était plus fort que I'application de la propagation umiasury,,,. Par conséquent, moyennant
des heuristiques de branchement équivalentes, FC apgiiglest plus efficaceque DP appliqué
aXiog.

Ce codage a été amélioré par Gavanelli [Gavanelli, P@@ar donner lieu au codageg-
support Dans ce codage, qui utilise les mémnidog,(d)| variables propositionnelles, on retrouve
la méme idée que dans le codage des supports. Elle coaststder la liste des supports d’'un
couple (variable, valeur) d’'une variable sur la secondé@be dans un contrainte binaire. Cepen-
dant, les supports de I'affectation d’'une variable CSPewateur dans ce codage sont représentés

3Visite moins de noeuds pendant la recherche.
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par des conjonctions de littéraux de tailleg,(d)]. Une clause de support qui pourrait s’écrire
X, = Xj,, VXj,, V...VX; pourlecodage des supports prendrait la forme :

Jvy Jvg

(\/ —\(Ub D Xiz,)) — <\/ —\(Ulb @ij)> V <\/ _\(Ugb @ij)> V...V <\/ _\(Ukb s> ij)> .

b b b b

Exprimer cette formule sous forme clausale généreraih@ambre exponentiel de clauses. C'est
pourquoi Gavanelli se restreint aux implications qui n’qatun seul littéral en conclusion, et plus
précisement celles ayant un littéral associé a unéjpalds maximal ou minimal uniquement.

Sur I'exemple précédent, on remarque que I'affectatin, 2) n'admet que le suppo(tXs, 2)
dans la contrainte. Il se trouve que le bit de poids fortweat pour 2. Cela permet d'écrire la
clause de support.X;, A X1, — Xo,. L'ajout de cette clause permet de supprimer deux clauses
de conflits du codage logarithmique. Ainsi, le codage logpsut du CSP devient :

— clauses de valeurs prohibéesX;, v - X;, et—Xy, V =Xy,

— clauses de supportsX;, V ~X;, V Xy,

— clauses de conflits+.X;, V X1, V Xa, V Xy,

Ce procédé permet de remplacer plusieurs clauses detsaidlitailles2[log,(d)| par des
clauses de taillélog,(d)] + 1. Il peut étre étendu aux autres bits (pas uniqguement lesggni-
ficatifs) et reduire encore la taille du codage. Ce codag@las compétitif que le codage loga-
rithmique simple et requiert en pratigue moins de mémoaer woder les instances. Mais tous
les supports n'étant pas encodés, la propagation umitégst toujours pas en mesure d’'égaler le
filtrage par consistance d’arc.
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Conclusion

Le probleme SAT, malgré sa nature trés élémentaireyeprobleme complexe a résoudre.
Etant le probleme NP-complet de réféerence, les résutteeoriques, mais également pratiques,
obtenus quant a la résolution de ce probleme permethehtbitablement une avancée dans la
résolution des nombreux problemes qui s'y ramenentraiéunent.

Nous avons constaté qu’'un grand nombre de classes polgtesmde SAT existaient. Cepen-
dant la plupart des résultats obtenus sur ces classesgmoigies s’appuient trés souvent sur une
restriction du langage. Cette perte d’expressivité eavent trop contraignante pour permettre
une exploitation pratique effective de ces classes polyales) Les ensembles backdoor et strong
backdoor représentent a priori un moyen détourné dexgleiter en pratique. Reste qu'a I'’heure
actuelle, le calcul de ces ensembles est trop colteuxgimiufilisé de maniere générale.

Dans le chapitre 4 de ce manuscrit, nous proposons une deetteorecherche locale qui, étant
certaines classes polynomiales, calcule des ensembies) siackdoor de taille minimale. Cette
méthode est capable de traiter des instances contenargyssi milliers de variables et de clauses.
Nous proposons ensuite une méthode compléte de rasolddi probleme SAT exploitant les en-
sembles strong backdoor calculés.

Parfois, lorsque la taille des instances est trop impagtattqu’elle n’appartient a aucune
classe polynomiale, il n'est d’autre choix que d'utilisareuméthode de recherche locale. Nous
avons présenté brievement le principe des méthodegatdution du probleme SAT, complétes
comme incomplétes, qui ont été suggérées et implémerpar le passé, chacune ayant ses avan-
tages et ses inconvénients.

Nous présentons dans le chapitre 5 notre contribution aethodes de recherche incomplétes
pour SAT. Nous proposons une méthode de recherche locisdstgnspiree des méthodes compléetes
et qui a la particularité de n'explorer que des interpiétes partielles consistantes.

Le formalisme des CSP, bien que plus expressif a la baseresnent lié au formalisme SAT.
Nous avons vu que les problemes exprimés sous forme de @8Ripnt &tre codés de plusieurs
manieres en instances SAT et vice-versa, et que certaippsigtés peuvent étre conservées. En
particulier, nous avons pu constater que pour certainsgasdéy a une correspondance entre la
propagation unitaire dans une instance SAT et un un filtragecpnsistance locale dans le CSP
correspondant.

Concernant les filtrages par consistances patrtielles, aomss constaté que la tendance ac-
tuelle consiste a chercher le meilleur compromis entreredfe calcul (complexité de I'algorithme
de filtrage associé a la consistance locale choisie) etgiofiltrant (de I'algorithme de filtrage as-
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socié a la consistance locale choisie). On imagine degiiyslus de solveurs intégrant un filtrage

par consistance locale assez forte en guise de pré-teitempuis un filtrage plus faible lors de la

recherche, mais généralement au moins aussi fort querbegil par consistance d’arc. Cependant
la question du meilleur compromis reste un probleme ouygirsemble a premiere vue dépendre
du type d’instance a résoudre.

Dans le chapitre 6, nous proposons un formalisme propasitioqui est une généralisation de
la forme CNF dans lequel il est possible d’exprimer n'impayuel CSP défini en extension. Nous
mettons en évidence quelques regles d'inférences, aatdines se trouvent étre équivalentes a
des consistances locales des CSP. De plus, dans le forredliSi, une grande partie des méthodes
de filtrage ou de résolution ont été concues pour des Q&frds, et lorsque nous voulons traiter
des CSP n-aires, nous devons faire face a des problemepmsentations et certaines méthodes
deviennent inutilisables. Dans le formalisme que nous @sops, les régles d'inference et de
résolution ne sont pas dépendantes de I'arité des ¢otgsadu CSP codé.
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Deuxieme partie

Ensembles strong backdoor et voisinage
consistant pour la résolution du
probleme SAT
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Chapitre 4

Calcul et exploitation des ensembles
strong backdoor
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4.1 Introduction

4.1 Introduction

La résolution du probleme SAT a connu un essor particeisrdernieres années, s'accompa-
gnant d’un certains nombre de solveurs efficaces capabliaitir des instances de grande taille.
Un des facteurs important justifiant I'efficacité des sakgeSAT concerne I'exploitation de la
structure des problemes. Sur plusieurs instances, pbgtiement sur celles codant des problemes
réels, l'efficacité d’'un solveur SAT est fortement lidesa capacité a exploiter la structure cachée
de ces instances.

Récemment, une forme de structure intéressante, appakembles (strong) backdoor, a été
proposée dans [Williams et al., 2003b]. Calculer un teleemsle est un sujet de recherche tres
etudié, a cause de sa connexion avec la complexité calgmne [Kilby et al., 2005]. Nous rap-
pelons qu'un ensemble de variables forme un ensemble backdwr une formule donnée si
il existe une interprétation de ces variables telle quentanfile simplifiee peut étre satisfaite en
temps polynomial. Un tel ensemble est appelé ensemblegstvackdoor si toute affectation de
ces variables méne a une sous-formule de classe polylemia

L'intérét de calculer un ensemble strong backdoor est simple a appréhender lorsque I'on
connait le fonctionnement des algorithmes énumératifaplets qui résolvent le probleme SAT.
Pour une instance SAT contenanvariables, n’importe quel solveur complet de type DPLL a une
complexité théorique en temps @¥2™). Si on connait un ensemble strong backdBgrour cette
instance, on peut réduire cette complexit®@!Z/p(n)), olip(n) est la complexité (polynomiale)
de résolution d’instances de la classe polynomiale cénsed En effet, il suffit de n’énumérer
gue sur les variables de I'ensemble strong backdoor carstede satisfaisabilité de toutes les
formules simplifiees par n'importe quelle interprétatides variables d& peut étre réalisé en
temps polynomial.

Cependant, nous rappelons que calculer le plus petit edeatnbng backdoor est un probléme
NP-difficile [Nishimura et al., 2004]. En pratique, appnmear (en temps polynomial) un ensemble
strong backdoor de taille raisonnabler est donc un challenge intéressant et important. Plusieurs
travaux précédents ont abordé cette question. L'apyerqoposée dans [Grégoire et al., 2005]
essaie tout d’abord d’identifier un ensemble de portes lggigfonctions booléennes) a partir
d'une CNF donnée. Puis, elle applique des heuristiquesgfEgtgrminer un ensemble coupe-cycle
pour le graphe représentant la formule hybride. On obtisnensemble strong backdoor com-
posé a la fois de I'ensemble des variables indépendattés celles de 'ensemble coupe-cycle.
Cependant, sur certaines instances ou aucune porte éogigst identifiée, I'ensemble strong ba-
ckdoor coincide avec I'ensemble des variables du probl@rautres approches ont &té proposées
qui utilisent differentes techniques, telles que les diigmes de recherche systématique adaptée
[Williams et al., 2003a, Kilby et al., 2005]), mais la forterabinatoire de ces méthodes ne leur
permet pas d'étre utilisé de maniere générale.

Dans ce chapitre, nous proposons une approche polynonaipbble de fournir un ensemble
strongF-backdoor, de taille raisonnable pour des instances delgsatailles, et ce pour plusieurs
classes polynomiales. A cet effet, 'approche gue nous avons congu commence pesidierer
une formule CNF donnée comme la conjonction de deux sausties difféerentes, ou la premiere
appartient a une classe polynomiale et la seconde est a@mm reste des clauses. Nous mon-
trons qu’un ensemble strong backdoor peut étre obtenaetia ges variables de la seconde sous-
formule. Cependant, un tel ensemble strong backdoor geatr@s grand dans certains cas (la
plupart des variables de la seconde sous-formule appanaidans la premiere). Pour pallier ce
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phénomene, notre approche tente de réduire le nombranEbies communes a ces deux sous-
formules.

Nous nous intéressons dans un premier temps a deux claslye®miales particulieres que
sont les clauses de Horn et les clauses ordonnées, ainsilgaextensions respectives : les clauses
Horn-renommables et clauses ordonné-renommables.

Pour réduire la taille de 'ensemble strong backdoor, nd&somposons notre approche en
deux étapes :

1. trouver un renommage des variables qui maximise (respinmise) la taille de la partie
(resp. non) Horn/ordonnée de la formule en terme de nombdadises.

2. calculer, a partir de la sous-formule non polynomiaduite (obtenue en 1.) un ensemble
strong backdoor dont la taille est la plus petite possible.

Malheureusement, ces deux problemes s'averent NPiiffi¢trouver le meilleur renom-
mage et calculer le plus petit ensemble strong backdoorjaiErcalculer la sous-formule Horn-
renommable maximale pour une CNF donnée est équivalgmoileme MAX2SAT [Hirsch, 2000,
Papadimitriou, 1994]j.e. pour un ensemble de clauses binaires donné, trouver uelmqgdi sa-
tisfait le plus grand nombre de clauses. Le probleme déidecdu second probleme est défini
dans [Nishimura et al., 2004] par Nishimuztal. et il y est demontré qu'’il est NP-complet. Tout
d’'abord, il appartient a la classe NP car I'auteur montre Bon peut vérifier en temps polyno-
mial gu'un ensembleB est un strong backdoor. Ensuite, la NP-complétude y asibd&ée en
utilisant une réduction polynomiale du probleme Ver@aver au probleme du calcul d'un en-
semble strong backdoor. Par conséquent, trouver un emsestinbng backdoor de taille minimale
est aussi NP-difficile.

Pour contourner la difficulté de ces deux problemes, napqeroche utilise une méthode de
recherche locale pour approximer le renommage qui maxiaike sous-formule polynomiale
(premiére étape). Puis nous décrivons une approchéskigue efficace pour calculer un ensemble
strong backdoor (seconde étape). Cette méthode hquastie prend en compte, pour le calcul
de I'ensemble strong backdoor, que les variables appardisians les clauses de la partie non
polynomiale de la formule renommée.

Nous montrons par la suite pourquoi ce procédé n'a auchaece d'étre exploité efficacement
pour la classe polynomiale des formules bien imbriquées.

Ces travaux ont donné lieux aux publications suivantesari$P2006], [Paris et al., 2006b],
[Paris et al., 2007b], [Paris et al., 2006c¢] et [Paris etZQ7c].

4.2 Calcul d’ensembles strong Horn-backdoor

4.2.1 Rappel des dfinitions préliminaires et notations

Nous rappelons ici la définition des ensembles stiBHgackdoor et donnons les notations qui
seront utilisées dans ce chapitre.

Définition 47 (Ensemble strongF-backdoor)

Soienty une formule CNFB un sous-ensemble d&X.) et F une classe polynomiale de SAT.
On dit queB est un ensemblstrong F-backdoor si et seulement si pour toute interprétatin
des variables d8, ¥, € F.
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Notations Nous rappelons que I'ensemble des litteraux d’une formukest notéL(X) et que
I'ensemble de ces variables est nd¥&). Nous notonsC~ (X)) I'ensemble des littéraux négatifs
présents dans la formuke et £ (X) I'ensemble des littéraux positifs.

4.2.2 Calcul d'ensembles strong Horn-backdoor

Dans cette section, nous décrivons comment calculer uangsls strong Horn-backdoor a
partir d’'une formule CNFE.

Commencons par donner un exemple simple d’ense@titag Horn-backdoosur une for-
mule de petite taille.

Exemple 10 Consictrons I'ensemble de clausgs vV bV —c,a V ¢V =d,a VeV fV —g} et
'ensembleB={a, e}. Pour toute interpétation des variables dB, 'ensemble de clauses devient
vide, ou se transforme en un ensemble de clauses de HorrselodaieB est donc un ensemble
strong Horn-backdoor pour cet ensemble de clauses.

SoitY une formule CNF. Nous montrons qu’'un ensemble strong Haokdboor est forcement
composé de variables apparaissant positivement danstia pan Horn dex.

Proposition 5 SoitY> = ¢ A ¢ une formule CNF telle que (resp.t) soit (resp. ne soit pas) une
formule de Horn eB C L1 (¢). B est un ensemble strong Horn-backdoordisi et seulement si
Ve e X, |[LT(c)\B] < 1.

Preuve CommeB est un ensemble strong Horn-backdoor, pour toute infdgiron I de B,
I(X) est de Horn. Supposons qde € v telle que|LT(c)\B| > 1. Alors, il existe au moins
deux litéraux positifs dang qui n'appartiennent pa& B. On peut construire une interptation
I de B telle quel(c) contienne au moins deux Bttaux positifs non affeés. Il ne reste plus
qu'a interpréter les autres litraux deB apparaissant dan€*(c) a fauz dansI (et les autres
littéraux deB a une valeur quelconque), ainsi on eaddiit qu’il existe une intergtation I telle
quel(X) contienne une clause qui n’est pas de Horn, ce qui contrégipothese.

Pour la réciproque,étant doné que pour chaque clausec 1, |[£(c)\B| < 1, au plus un
littéral positif non affe@& dec n'appartient pasa B. Le reste des litraux positifs de: est dans
B. Par congquent, pour toute interptation / de B, c est soit satisfaite paf, soit elle contient
au plus un litéral positif i.e.I(c) est une clause de Horii(v)) est donc une formule de Horn. En
congquencep est un ensemble strong Horn-backdoor.

Le probleme qui consiste a trouver le plus petit ensemiptsng Horn-backdoor revient donc
a trouver un ensemble de variables apparaissant poséivetelles qu’une fois retirées de la sous-
formule non polynomiale, elle devient une formule de Horn.

Pour calculer un ensemble strong Horn-backdoor, nous nsidmons donc que la sous-
formule non Horn de-. La méthode que nous proposons pour accomplir cette t&stheécrite
comme sulit :

Tout d’abords, nous considérons une formhiletelle quevcd € Y/, 3¢ € X, avecd C c et
vl € ¢, 1 estun littéral positif.e. >’ est la formule monotone composée de la partie positive non
Horn deX.

Nous transformons ensuite chaque clause de la formUkn une formule de cardinalité ou
chaque formule de cardinalité obtenue a partir d’'unesgatide taillek est dotée de sémantique
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« au moinsk — 1 littéraux sont vrais parmi I'ensemble desdithux dec’ ». Pour conserver la
forme clausale, chacune de ces formules est remplacéangarsemble de clauses binaires.

La formule ainsi obtenue est une formule monotone 2-SATue@oun ensemble strong Horn-
backdoor de taille minimale de se ramene au probleme de trouver le modele de taille naileim
de formules monotones 2-SAT, connu pour étre NP-diffidilexemple 11 illustre cette méthode
sur la formule de I'exemple 10.

Exemple 11 Consiceronsa nouveau I'ensemble de clauses de I'exempleX1@={a VbV —c,aV
cV-d,aVeV fV-gl

La formuleX’ telle qu’elle vient détre cefinie vaut X' ={a Vb,aVc,aVeV f}.

Lors du passage aux formules de cardir@akpringé par des clauses binaires, seule la dérsi
clause a besoin @étre remplaée par 3 clauses binaires, ce qui nous donne la formule maeoto
2-SAT suivante{a V b,aV c,aVe,aV f,eV f}.

{a,€e} représente une interptation minimale qui satisfait toutes les clauses. |l Bgamte un
strong Horn-backdoor.

Evidemment, une telle méthode souffre des méme maux guedhodes proposéees par le
passé par Nishimuret al. [Nishimura et al., 2004] ou Kilbt al. [Kilby et al., 2005] et n'est pas
utilisable en pratique du fait de sa forte combinatoire.

Pour circonscrire cette explosion combinatoire, nous @sops un algorithme glouton pour
calculer un sous-ensemble de variables (littéraux gejpitie taille raisonnable. Cet algorithme
consiste a choisir la variable qui apparait le plus darsolzs-formule et d’en retirer toutes ses
occurrences positives jusqu’a ce que la sous-formulecded de Horn.

L'algorithme 7 montre comment calculer un ensemble strongnkbackdoor en utilisant cette
méthode gloutonne.

Algorithme 7 Strong Horn-Backdoor
Fonction Strong backdoor
Entrée : ¥ : une formule CNF
Sortie : B : Un ensemble strong Horn-backdoor
1 intB=10
s ={cce X, |LT(c)] > 1}
répéter
choisir un littéral positifl de L (1))
¥ ={\{I}cew,l€ LY} U{cle € B,1 ¢ LH(0)}
B = B U {v} {v est la variable associée au littetl
: jusqu’a ce quey soit de Horn
retourner B

© N OO R WD

4.2.3 Ensembles strong Horn-backdoor et l@rarchie de Gallo et Scutelh

Nous rappelons tout d’abords la définition de la hiérarctg Gallo et Scutella [Gallo et Scutella, 1988] :

Définition 37 (La hiérarchie de Gallo-Scuteld)
— I'y = Horn-SAT;
— Y €I, sietseulement siil existe un littéral p tel gtig € I'y,_, etX, € T';.
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Avec cette définition, une formulE appartenant a la clas$g peut étre caractérisée de la
facon suivante : il existe un ensemble/deariables des tel qu'il existe une interprétatiof, des
ces variables telle quE;, est une formule de Horn. Cette définition ressemble a défiaition
d’'un ensemble Horn-backdoor, excepté qu’elle n'imposeqa&Y. soit satisfaisable.

Elle se differencie également de la définition d'un ensienstrong Horn-backdoor par le fait
gue pour un ensemble strong Horn-backdoor, toute inttfio@ des variables mene a une formule
de Horn. La définition des ensembles strong backdoor et plois forte en un sens, ce qui nous
permet d’avancer que si notre méthode de calcul d’ensensitteng Horn-backdoor retourne un
ensemble de taill&, alors nous pouvons affirmer que la formleappartient dans le pire des cas
dans la classEy.

Ceci nous permettrait d'utiliser I'algorithme proposér aallo et Scutella de complexité
O(|X|n*) pour la résolution, ce qui serait mieux que la complexiés dolveurs classiques en
O(2™). Cependant, comme il a été dit, en limitant 'énum@natdes solveurs sur lésvariables
de I'ensemble strong backdoor il est possible d’atteindre complexité er®(2%p(n)) qui est
encore meilleure.

4.2.4 Experimentations

Problémes akatoires

80 T T T T T T T T

70
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10 Pour 100 variables —+— -
Pour 200 variables ---x---
Pour 200 variables ------
Pour 390 Variablels =

Pourcetage de variables dans I'ensemble strong Horn-backdoor

0 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Densite des problemes

FIG. 4.1 — Tailles des ensembles strong Horn-backdoor poumdégrices 3-SAT aléatoires

Les premiéres expérimentations ont été effectuéeplsisieurs classes d'instances 3-SAT
générées aléatoirement. Chaque classe est définie pambre de variables présentes dans les
problemes. Ce nombre varie de 100 a 400 variables par pd®@ePour chaque classe, nous
avons fait varier le rapporﬁ% (la densité du probleme) de 0.25 jusque 9. Pour chacunsle ce

66



CHAPITRE 4 : CALCUL ET EXPLOITATION DES ENSEMBLES STRONG BAMDOOR

ratio, nous avons générés 50 instances et calculé l@nm@ydu nombre de variables apparaissant
dans I'ensemble strong Horn-backdoor.

Les courbes de la figure 4.1 montrent le pourcentage de Vesigbntenu dans les ensembles
strong Horn-backdoor pour chacune des classes décritemetion de la variation de la densité
du probleme. Nous constatons que quelle que soit la tagllérgstance, la proportion de la taille
des ensembles strong backdoor est la méme pour une ddasitée.

Problémes gels et industriels

Instance nbVar| nbCla || |SB| | NB_NH
9symmlgr_rcs wh 1295 | 24309 | 791 6085
9symmlgr_rcs wé 1554 | 29119 || 1010 | 7645
alu2 gr-rcsw7 3570 | 73478 || 2425 | 17715
alu2gr_rcsw8 4080 | 83902 || 2842 | 22301
apexZgr_rcsws 1500 | 11695 831 3192
balancedhidden-k3-n918-pos5-neg5-01-as.sat03-91®18 3046 || 601 1518
balancedhidden-k3-n918-pos5-neg5-02-as.sat03-91D18 3049 || 594 1509
bf0432-007 1040 | 3668 | 540 920
bf1355-075 2180 | 6778 | 1137 | 1885
bf1355-638 2177 | 6768 | 1135 | 1873
bf2670-001 1393 | 3434 || 588 964
c499gr_rcswb 1560 | 15777 | 934 4190
c88Qgr_rcswh 3280 | 44291 || 1985 | 11334
c88Qgr_rcs w6 3936 | 53018 || 2509 | 13981
c88Qgr_rcsw7 4592 | 61745 || 3023 | 15598
ca032 558 1606 | 305 613
ca064 1132 | 3264 || 599 1263
cal2g 2282 | 6586 | 1217 | 2571
clus-1200-4800-20-20-003-as.sat03-1087 1200 | 4800 || 738 2386
clus-1200-4919-10-10-001-as.sat03-1090 1200 | 4919 || 736 2432
clus-1200-4919-10-10-003-as.sat03-1092 1200 | 4919 || 737 2461
cnt07 1786 | 5856 | 1123 | 2570
cnt08 4089 | 13531 || 2590 | 5943
dp03s03 637 1468 | 218 478
dp03u02 478 1007 || 156 340
dp04s04 1271 | 3152 || 461 1090
dp04u03 1017 | 2411 || 363 826
dp05s05 1885 | 4818 || 710 1641
dpO5u04 1571 | 3902 || 568 1336
dp06s06 2752 | 7202 | 1035 | 2436
dpO6u05 2359 | 6053 | 890 2087
dp07s07 3649 | 9642 || 1416 | 3240
dp07u06 3193 | 8308 || 1232 | 2906
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Instance nbVar| nbCla || |SB| | NB_NH
dp08s08 5374 | 14508 || 2098 | 4908
dp09s09 6661 | 18160 | 2636 | 6136
dpl10s10 8372 | 23004 || 3261 | 7769
dpllsil 10033 | 27728 || 3979 | 9342
dpl2s12 12065 | 33520 | 4779 | 11359
example2gr_rcswb 2220 | 23144 || 1256 | 6068
ezfact2561 49153 | 324873 32927 | 211014
f2clk_50 34678 | 101319 13161 | 32392
fifo8_100 64762 | 176313 25046 | 54994
glassyb-v648-s1381725490 648 3024 || 431 1519
hanoi4 718 4934 || 400 1860
hanoi5 1931 | 14468 | 1063 | 5364
hanoi6fast 7086 | 78492 | 3022 | 24187
hanoi6on 7080 | 78066 || 3047 | 23822
hgen2-v700-s504028057 700 2450 || 461 1239
hidden-k3-s2-r4-n700-03-S1945356584-as.sat03-104D0 2800 | 430 1395
ip38 49967 | 162142 20702 | 52611
ip50 66131 | 214786 27257 | 70293
k2fix_gr_2pinvarw9 5028 | 307674 4607 | 294543
okgen-c1300-v650-s1167163901-1167163901 650 1300 || 312 666
okgen-c1400-v700-s211648331-211648331 700 1400 | 329 647
okgen-c1750-v500-s748188212-748188212 500 1750 || 295 904
okgen-c2100-v600-s1967026721-1967026721 600 2100 | 358 1112
okgen-c2100-v600-s536911537-536911537 600 2100 || 349 1019
rand.net40-25-1 2000 | 5921 || 996 2024
rand.net40-25-10 2000 | 5921 || 972 2002
rand.net40-25-5 2000 | 5921 || 1002 | 2020
rand.net40-30-1 2400 | 7121 || 1184 | 2398
rand.net40-30-10 2400 | 7121 || 1186 | 2372
rand.net40-30-5 2400 | 7121 || 1167 | 2379
rand.net40-40-10 3200 | 9521 || 1562 | 3221
rand.net40-40-5 3200 | 9521 || 1572 | 3241
rand.net40-60-10 4800 | 14321 || 2364 | 4832
rand.net50-25-1 2500 | 7401 || 1247 | 2462
rand.net50-25-10 2500 | 7401 || 1241 | 2541
rand.net50-25-5 2500 | 7401 || 1238 | 2506
rand.net50-30-1 3000 | 8901 || 1497 | 3019
rand.net50-30-5 3000 | 8901 || 1496 | 3071
rand.net50-40-5 4000 | 11901 || 1973 | 3981
rand.net50-60-1 6000 | 17901 | 2971 | 5984
rand.net50-60-5 6000 | 17901 || 2982 | 6045
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Instance nbVar| nbCla || |SB| | NB_NH
rand net60-25-1 3000 | 8881 || 1482 | 2972
rand.net60-25-10 3000 | 8881 || 1480 | 3039
rand net60-30-1 3600 | 10681 || 1830 | 3614
rand.net60-30-10 3600 | 10681 | 1762 | 3586
rand net60-30-5 3600 | 10681 | 1798 | 3622
rand net60-40-1 4800 | 14281 | 2408 | 4842
rand net60-40-5 4800 | 14281 || 2372 | 4788
rand.net60-60-1 7200 | 21481 || 3530 | 7185
rand net70-25-1 3500 | 10361 || 1762 | 3565
rand net70-25-5 3500 | 10361 || 1753 | 3510
rand net70-30-1 4200 | 12461 | 2095 | 4189
rand net70-30-5 4200 | 12461 || 2073 | 4198
rand net70-40-1 5600 | 16661 | 2767 | 5651
rand net70-40-5 5600 | 16661 | 2767 | 5535
rand.net70-60-1 8400 | 25061 || 4158 | 8293
rand net70-60-10 8400 | 25061 || 4145 | 8415
shal 61377 | 255417 31494 | 121599
too_largegr_rcsw5 2595 | 36129 || 1635 | 8097
too_large gr_rcs wé 3114 | 43251 | 2032 | 11500
too_largegr_rcsw7 3633 | 50373 | 2452 | 12649
too_largegr_rcs w8 4152 | 57495 | 2877 | 15024
too_large gr_rcs w9 4671 | 64617 | 3310 | 16541
unif-c1000-v500-s1356655268 500 1000 | 248 522
unif-c1300-v650-s425854131 650 1300 | 307 638
unif-c1400-v700-s1822569467 700 1400 | 332 692
unif-c2450-v700-s1373176568 700 2450 || 429 1261
unif-c2450-v700-s1465124739 700 2450 || 410 1227
unif-c2600-v650-s2035184328 650 2600 || 394 1327
unif-r3-v700-c2100-02-S1776031682-as.sat03-1106 700 2100 || 377 1030
unif-r4-v700-c2800-03-S869054807-as.sat03-1152| 700 2800 || 433 1417
vda.gr.-rcsw7 5054 | 102047 3507 | 25078
vda.gr.-rcs w8 5776 | 116522 4069 | 29453
vdagr.rcs w9 6498 | 1309971 4695 | 33705
w1045 16931 | 51803 | 6908 | 16633
w10.60 26611 | 83538 || 10843 | 26909
w10.70 32745 | 103556 13305 | 33736
w1075 36291 | 115273 14850 | 37421

TAB. 4.1 — Strong backdoor sur les instances industrielles

Nous avons ensuite calculé des ensembles strong Hormackour un certain nombre d’ins-

tances réelles et industrielles issues des précédeammpétitions SAT. Le tableau 4.1 récapitule
les résultats obtenus. Pour chaque instance, les colotiés- et nbCla donnent le nombre de

variables et de clauses de l'instance, la colojf8| donne la taille de 'ensemble strong Horn-
backdoor et la colonn®B_NH le nombre de clauses non Horn de I'instance.

69



4.3 Calcul d’ensembles strotfprn-renommablédackdoor

4.3 Calcul d’ensembles strondHorn-renommabléackdoor

Il arrive tres frequemment que I'ensemble des variabf@saeaissant dans la partie non Horn
d’'une instance SAT coincide avec I'ensemble des variad#@dsnstance. Ceci a pour conséquence
gue la taille des ensembles strong Horn-backdoor caléubestir de cet ensemble, est importante.

L'idée que nous avons mis en ceuvre pour réduire la tailleedeensembles consiste a effectuer
un pré-traitement sur la formule de départ avant de latlecealcul effectif de 'ensemble strong
Horn-backdoor. Ce pré-traitement consiste a tenter demener la formule de départ pour essayer
de se rapprocher au maximum d'une formule de Horn, puis deetale calcul de I'ensemble
strong Horn-backdoor sur la formule renommée. L'enserstileng Horn-backdoor de la formule
renommée constitue un ensemble strétfayn-renommablédackdoor de la formule de départ.

Cependant, comme il a été dit, calculer le meilleur H@nammage est un probleme NP-
difficile, nous allons donc calculer un Horn renommage makide maniere approchée.

4.3.1 Approximation du meilleur Horn-renommage

Notre méthode pour approximer le meilleur Horn-renommaeagebasée sur I'exploitation de
I'algorithme bien connWalkSat(voir algorithme 6 section 1.5.2). Cet algorithme permetrda-
ver une interprétation satisfaisant un maximum de clapses une CNF donnée. || commence
par générer aléatoirement une interprétation cotepliuis a chaque étape une variable est choisie
et sa valeur de vérité est inversée (la variable«dippée»). Differentes stratégies ont été pro-
posées pour choisir cette variabked. Random Walk Strateffgelman et Kautz, 1993]). Plusieurs
améliorations ont été proposées. Toutes ces stestéggsaient de choisir kameilleure» va-
riable, c’est-a-dire celle dont le fait de changer sa vattluvérité fera décroitre au maximum le
nombre de clauses falsifiees du probleme. Cette étap@m@stee jusqu’a ce que (i) un nombre
maximum (fixé a I'avance) de flip?MAX_FLIPS) est atteint ou (ii) un modeéle est trouve. la
formule est satisfaisable. Dans le premier cas, le prosessirépété avec une autre interprétation
générée aléatoirement jusqu’a ce qu’'un nombre maxirda tentatives (fixé a I'avance) est atteint
(MAX_TRIES. Si aucun modéle n’'est trouvé, I'algorithme répondilgst incapable de statuer sur
la satisfaisabilité de I'instance et fournit la meilleatarprétation qu'’il ait trouvé.

Nous allons détailler quelque peu les spécificités dgdidthme Walksat afin de faire le lien
entre le probléeme SAT qu'il traite et le probleme qui noneiesse, a savoir le calcul du meilleur
Horn renommage.

Fonction objectif de Walksat : min-conflict

La fonction objectif de WalkSat est basée sur deux comgptgulil maintient a jour en perma-
nence : le compteur d8reakqui comptabilise pour chaque varialtde nombre de clauses de
qui sont satisfaites par une interprétatibret qui deviennent falsifiees si on change la valeur de
vérité dex dansli, et le compteur délakequi comptabilise pour chaque varialtde nombre de
clauses de qui sont falsifiees par une interprétatidéret qui deviennent satisfaites si on change
la valeur de vérité de dans!. Leur définition formelle est la suivante :

Définition 63 (BreakCount et MakeCount)
SoientX une formule CNFx € V(X), I une interprétation el’ l'interprétation obtenue a partir
de I en inversant la valeur de vérité de On définitbreakCount(z,I) = |{c € X|I[¢] =

70



CHAPITRE 4 : CALCUL ET EXPLOITATION DES ENSEMBLES STRONG BAMDOOR

vrai, I'[c] = fauz}| etmakeCount(z,I) = |{c € E|I|c] = faux,I'[c] = vrai}|. On définit
score(x,I) = makeCount(x,I) — breakCount(x,I) comme le score de pourl

A chaque étape, Walksat choisit la variable a flipper daresalause falsifiee. Il s’agit de celle
qui posséde le meilleutcore ou n'importe laquelle choisie au hasard en fonction d'urmagee
probabilité. Apres que la variable ait été flippée,dempteursV akeCount et BreakCount sont
mis a jour.

Considérer un renommage comme une interpétation

La définition d’'un renommage d’'un ensemble de variablesruerelle a été énoncéeper-
met de l'identifier a une interprétation de ce méme enderdé variables. On peut donc voir un
renommage ainsi :

Définition 64 (Renommage bis)

A la maniére des interprétations, on peut définir un remamep d’'un ensemble de variables
V' comme une application dé dans{vrai, faux} ou bien de I'ensemble les littéraux issus de
V dans ce méme ensemble comme dans la définition initiale. $olittéral positif issu d’une
variablev € V, alorsp(l) = -l si p[v] = vrai etp(l) = [ sip[v] = faux. Par convention, les
variables qui sont renommées (c’est-a-dire dont la ftélast inversée) par un renommage sont
les variables) qui ont la valeurnrai dansp (p[v] = vrai).

Par extension, nous pouvons redéfinir de méme les formefesnmeées :

Définition 65 (Formule renommée)

Soient¥ une formule CNFp un renommage d¥(X). On définit la formule renommées.(X)
comme la formule obtenue en substituant, pour toutes légblasz telles quep[x| = vrai, toutes
les occurrences de (resp.—x) par—x (resp.x). x est alors renommée dakis Quandpy,(X) est
une formule de Horry est appelé ublorn-renommageley..

Notre méthode s’'appuie sur le concept de littéreenomne-positifset renomné-régatifssui-
vant :

Définition 66 (Litt eraux renommé-positifs et renomne-négatifs)

On dit qu'un littérall est positif dang pourp sil € c et—l € p, ou bien si-l € c etl € p. On
note cecestPos(l, c, p). Ce méme littéral est renommé-négatif damourp sil € c etl € p, ou
bien—l € c et—l € p. On note cecéstNeg(l, c, p).

Rappel :

Définition 34 (Renommages)
On appellaenommage d’'un ensemble de littraux S 1, une application telle que :

p: 8 — 8r;
I — p)=1{ ou et Vie8L:p(-l)=-p(l).
l

Par extension, nous définissonsranommagep. d’une clausec comme I'application de a tous les littéraux de cette
clause p.(c) = V p(1).
lEc

De méme, umenommageps; d’'un ensemble de clauseX se définit commeps (X) = A pe(c).
ceX
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On note le nombre de littéraux renommé-positifs (respomemé-négatif) dans pour p par
nbPos(c, p) (resp.nbNeg(c, p)).

On notenbPosTot(%, p) le nombre total de littéraux renommé-positifs préselass la partie
non Horn dex pour le renommage.

Ce qui permet de définir la notion déorn-renommaubilié :

Définition 67 (Clause Horn-renomnee)
Soienty: une formule CNF ep un renommage. Une clausec Y. est diteHorn-renomnée parp
(notéeh_ren(c, p)) sinbPos(c, p) < 1i.e.c contient au plus un littéral positif powr; sinon elle
est diteHorn-falsifée parp (notéeh_fal(c, p)).

On notenbH orn(%, p) le nombre de clauses deHorn-renommeées pai.

L'exemple 12 illustre ces définitions.

Exemple 12 (lllustration des notations) Consicerons la formule CNF
Y={ca=(-aVvbVe),ca=(aVDd),cs=(aVec), ca=(-bV-c)}
et le renommage telle que :
pla] = vrai, p[b] = vrai et p[c] = vrai

qui sera nok par la suitep = {a, b, c}.
La formule renomie asso&@ea ce renommage est :

p(E) = {ps(cr) = (aV=bV=e), ps(ca) = (maV=b), ps(es) = (maV—c), ps(a) = (0Ve)}

Les diferents compteurs valent :
nbPos(c1,p) = 1, nbPos(ca, p) = 0, nbPos(cs, p) = 0, nbPos(cy, p) = 2
nbHorn (X, p) = 3

L'adaptation de 'algorithme WalkSat au calcul du meillédmrn-renommage se fait en sub-
stituant une interprétation pour le probleme SAT par uroremage et en substituant la notion de
clause satisfaite par clause Horn-renommée. Nous olgeaiosi I'algorithme WalkHorn décrit
par I'algorithme 8.

Il est & noter que les conditions d’arrét de notre algarnighsont legéerement difféerentes de
celles de l'algorithme original WalkSatValkHorntermine dans trois cas difféerents :

1. le nombre maximum de tentativddAX_TRIES est atteint. Dans ce cas, le meilleur renom-
mage trouvé est retourné (ligne 26) ou,

2. un Horn-renommage est trouvé (ligne 6). La formulest Horn-renommable ou,

3. un renommage tel que pour toute clausede ¥, nbNeg(c, p) > 0, ou tel que pour toute
clausec de X, nbPos(c, p) > 0. En conséquence, toutes les clausepsde@’) contiennent
au moins un littéral renommeé-positif, ou toutes les atmudepy () contiennent au moins
un litteral renommeé-négatif (ligne 9).
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Algorithme 8 Algorithme WalkHorn
Fonction WalkHorn
Entrée : Une formule CNFE et deux entierMMAX FLIPSetMAX_ TRIES
Sortie : Unrenommagele X
1: Initialiser p,,q, avec toutes les variables &ka vrai
2. pour ¢ = 1 aMAX_TRIESfaire
3. p=renommage généré aléatoirement

4:  pour j =1 aMAXFLIPSfaire
5: si nbHorn(%, p) = nbCla(X) alors
6: retourner p {3 est Horn renommable
7 fin si
8 si (Ve € X, nbPos(c, p) > 0) ou (Ve € X, nbNeg(c, p) > 0) alors
o: retourner p {3 est trivialement satisfaisabje
10: fin si
11 {Horn Random Walk Strategy
12: Sélectionner aléatoirement une clause non Horn
13: Avec une probabilité faire {p est un paramétre fixé arbitrairemént
14: Sélectionner aléatoirement un littéfade c
15 p=p—{l}U{~l}
16: fait
17: Avec une probabilitéd — p faire
18: Soitl € ctel queVl’ € cavecl # I/, score(l, p) > score(l’, p)
190 p=p—{l}u{~l}
20: fait
21: si nbHorn(%, p) > nbHorn(X, pmaz) alors
22: Pmaz = P
23 fin si
24.  fin pour
25: fin pour

26: retourner ppa.

Dans le troisieme cas, la formule n'est pas forcéement HHembmmable, mais un modele
trivial existe pourX. Si toute les clauses dg;(X) contiennent au moins un littéral positif, alors
px(X) est satisfaisablétant donné quE etpx(X) sont équivalents pour le probleme SATest
aussi satisfaisable. Dans ce cas, I'ensemsbiteng backdoode X est vide. L'exemple 13 illustre
un déroulement possible de cet algorithme sur I'exempegutent.

Exemple 13 Consicronsa nouveau la formule CNF
Y={ca=(-aVvbVe),ca=(aVDd),cs=(aVe), cs=(-bV-c)}

Consicerons les renommages successifs suivants :
1 p={ab,c}:

p(¥) = {pu(c1) = (aV-bV=c), ps(ez) = (maV-d), ps(ez) = (maV—c), ps(es) = (BVe)}
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nous avonsibPos(cy, p) = 1, nbPos(ce, p) = 0, nbPos(cs, p) = 0, nbPos(cq,p) = 2,
etnbHorn(X, p) = 3 (les clauseg;, ¢z etcs sont Horn-renomi@es parp).

2. Sioninverse la valeur de la variablg on obtient :p’ = {—a, b, c} :

P5(X) = {px(c1) = (mav-bv=c), ps(c2) = (aV-d), px(cs) = (aV-c), ps(es) = (bVe)}

nous avonsibPos(c1,p') = 0, nbPos(ca,p') = 1, nbPos(c3,p’) = 1, nbPos(cq,p’) =
2, et les clauses, c; etcs sont toujours Horn-renomées parp’ (nbHorn(X, p') = 3).

3. Sioninverse la valeur de la variabbeon obtient :p" = {—a, —b, ¢} :

P5(X) = {ps(c1) = (mavbv—c), ps(c2) = (aVb), p%(cs) = (aVe), p5(cs) = (~bVe)}

nous avonabPos(cy, p’) = 1, nbPos(ca, p’) = 2, nbPos(cs, p’") = 1, nbPos(cy, p’) =
1, cette fois-ci, les clauses, c3 etc, sont Horn-renomi@es parp” (nbHorn (X%, p') = 3).
De plus, chaque clause @é () contient au moins un liéral renomné-positif, dong¥. (%)
est trivialement satisfaisable, il suffit de mettre tousligrauxa vrai. En appliquant le
renommage ce moéle, on obtient I'interpétation{a, b, ~c} qui est modle deX. Dans ce
cas, nous consatons que I'ensemble strong backdoor est vide.

Il ne reste plus qu’'a définir le critere de sélection deddable a flipper, la fonction objectif
(score).

4.3.2 Lerenommage Hornmin_clauses : fonction objectif min-conflict

Les définitions précédentes nous permettent de défesrabmpteurs délorn-Breaket de
Horn-Makepour le probleme de Horn-renommage analogues a ceux tilepne de satisfaisabi-
lité :

Définition 68 (Horn-BreakCount et Horn-MakeCount)
Soient une formule CNFx € V(X), p un renommage et, le renommage obtenu a partir plen
inversant la valeur de vérité de On définith_breakCount(z, p) = |{c|h-ren(c, p), h-fal(c, pz)|

eth-makeCount(z, p) = |{c|h-fal(c, p), h-ren(c, pz)}|-
On définith_score(x, p) = h-makeCount(z, p) — h-breakCount(z, p).

Exemple 14 (Horn-BreakCount et Horn-MakeCount) Reprenons la formule CNF de I'exemple
12
Y={ca=(-aVvbVe),ca=(aVDd), cs=(aVe), cs=(-bV-c)}

et le renommage = {—a, —b, —c} (aucune variable renomae).
Les diferents compteurs valent :
h_BreakCount(a, p) = 0, h-MakeCount(a, p) = 2 eth_score(a, p) = 2
h_BreakCount(b, p) = 0, h-MakeCount(b, p) = 2 eth_score(b, p) = 2
h_BreakCount(c, p) = 0, h-MakeCount(c, p) = 2 eth_score(c, p) = 2

Ainsi, en considérant la fonctioh_score dans I'algorithme WalkHorn (algorithme 8) au lieu
descore, nous obtenons un algorithme calculant le meilleur Horone@mage en terme de nombre
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de clauses qui sont Horn-renommeées. Ce renommage serié appemmagdiorn_Min_Clause
(HMCQC).

Le fait d'utiliser les méme concepts que pour le problem& 8ans la version Horn de 'algo-
rithme WalkSat nous permet également d'obtenir de marsinple des variantes de techniques de
recherche €.g.tabu, novelty, rnovelty [McAllester et al., 1997], rnowett[Hoos, 1999] . ..) pour
le calcul de la sous-formule de Horn maximale.

4.3.3 Le renommage Hornmin_litt éraux : fonction objectif min-size

Nous présentons maintenant une autre fonction objeatif lgacalcul du meilleur Horn renom-
mage. Contrairement a la fonction objectif min-conflieite nouvelle fonction objectif prend en
compte la taille de la sous-formule non Horn, et plus p&uisnt le nombre de littéraux positifs
apparaissant dans la partie non Horn de la formule. Cettetitonobjectif va tenter de trouver
un renommage qui minimise cette taille. En effet, il semllisannable de penser que si nous
arrivons a diminuer le nombre total de litteraux préseténs la partie non Horn (quitte a avoir
plus de clauses non Horn), nous devrions aussi diminuer g de variables présentes dans
I'ensemble strong Horn-backdoor qui sera calculé a pdeticette partie non Horn.

La seule chose que nous ayons a faire pour mettre la noudeeliion objectif en ceuvre, est
de redéfinir les compteurs d¢orn-Breaket deHorn-Make permettant a la fonctioh_score de
l'algorithme 8 d’étre en adéquation avec cette fonctibjeotif.

Définition 69 (Horn-Min-BreakCount et Horn-Min-MakeCount)

Soienty. une formule CNFx € V(X), p un renommage &t, le renommage obtenu a partir ge
en inversant la valeur de vérité de

Soienth_Break;(x,p) = {c € |nbPos(c,p) = 1 etestNeg(z,c,p)},
h_Breaka(z, p) = {c € X|nbPos(c,p) > 1 etestNeg(x,c,p)},

h-Makey(z, p) = {c € X|nbPos(c, p) = 2 etestPos(z,c, p)}

eth_Makes(z, p) = {c € X|nbPos(c, p) > 2 etestPos(z,c,p)}.

Les compteurs sont définis comme suit :

hM breakCount(x, p) = 2 x |h_Breaki(x, p)| + |h-Breaks(z, p)| et

hM _makeCount(z, p) = 2 x |h_-Makey(x, p)| + |h-Makes(z, p)|.

Enfin on définit hM _score(x, p) = hM _makeCount(x, p) — hM _breakCount(x, p)

L'ensembleh_Break, correspond a I'ensemble des clauses qui sont Horn-reresarpar
p et qui ne le sont pas par,. Cela signifie que chacune de ces clauses contdieuxlittéraux
renommé-positifs poup,., et qu'il faut rajouterdeuxlittéraux pour chaque clause dereak; a
nbPosTot(%, p) si 'on passe de & p, (i.e. nbPosTot(%, p,) = 2 + nbPosTot(3, p) pour
chacune de ces clauses). L'ensenthlBreak, correspond a I'ensemble des clauses qui ne sont
pas Horn-renommeées paret dans lesquelles est renommé-négatif poyr Ces clauses ne sont
pas Horn-renommeées pay non plus et contiennent toutes un littéral renommeé-pgatitplus par
rapport ap,. (x en l'occurrence). Il faut donc rajouten littéral anbPosT ot(X%, p) pour chacune
de ces clauses dans I'hypothése ou I'on passede, .

D’un autre coté, I'ensemblé_Make; correspond a I'ensemble des clauses qui ne sont pas
Horn-renommées paret qui le sont poup,.. Ce qui signifie que chacune de ces clauses contient
deuxlittéraux renommeé-positifs poyr qu'il faut soustraire &bPosT ot(%, p) pour chacune de
ces clauses lors du passagepdep,.. Et enfin, 'ensemblé_M ake, correspond a I'ensemble des
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clauses qui ne sont Horn-renommeées ni gani par p,. et dans lesquelles est renommé-positif
pour p. Il faut donc retirerunlittéral anbPosT ot (%, p) pour chacune des clauses de cet ensemble.

Exemple 15 (Horn-BreakCount et Horn-MakeCount) Reprenons la formule CNF :
Y={ca=(-aVvbVe),ca=(aVDd),cs=(aVec), ca=(-bV-c)}

et le renommage = {—a, —b, —c} (aucune variable renomae).

Les diferents compteurs valent :

— h_Breaky(a, p) = 0, h_Breaks(a, p) = 1, hM _BreakCount(a,p) = 1
h-Makey(a, p) = 2, h-Makes(a, p) = 0, hM _MakeCount(a,p) = 4
hM _score(a, p) = 3

— h_Breaki(b,p) = 0, h_Breaka(b, p) = 0, hM _BreakCount(b, p) =0
h-Makey (b, p) = 2, hprakes (b, p) = 0, hM _MakeCount(b, p) = 4
hM _score(b,p) = 4

— h_Breaky(c, p) = 0, h_Breaks(c, p) = 0, hM _BreakCount(c,p) =0
h-Makey(c, p) = 2, h-Makex(c, p) = 0, RM _MakeCount(c, p) =4
hM _score(c, p) = 4

Il ne reste plus qu'a remplacer I'appel a la fonctiefore de I'algorithme 8 par la fonction
hM _score, et nous pouvons calculer le meilleur renommage minimilsambmbre de littéraux po-
sitifs des clauses qui ne sont pas de Horn. Ce renommageppai@ aenommagedorn_Min_Littéraux
(HML).

4.3.4 Exgerimentations

Dans toutes les expérimentations qui ont été menéestpatile chapitre, les parametres
passés a I'algorithme walkHorn avaient pour valeur : MARIES = 20 et MAXFLIPS = 50000
ou bien un temps limite de 200 secondes qui n'est atteintxgajgionnellement pour les tres
grosses instances. Le temps moyens passé a calculerommeayge est de I'ordre de quelques
secondes seulement.

Problémes atatoires

Nous avons testé cette méthode de calcul d’ensemblegdiaekdoor dans un premier temps
sur les instances générées aléatoirement. Commegeaunent, les instances testées comprennent
100, 200, 300 et 400 variables. Pour chaque classe nous faovarier le rapportﬁé’%ﬁ de 0.25
jusque 9. Pour chaque ratio, nous avons générés 50 aestan calculé la moyenne du nombre de

variables apparaissant dans I'ensemble strong Horn-laclksliivant trois approches :

1. nous avons considéré la formule originale (sans renaganet calculé un strong backdoor
a l'aide de I'algorithme 7.

2. nous avons considéré la formule renommée par le meittnommage fourni par I'algo-
rithme 8 selon le critere du nombre de clauses Horn-reneem®&t calculé un ensemble

strong backdoor a I'aide de I'algorithme 7 (Le renommagiésétest le renommagdorn_Min_Clause

(HMO)).
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FiG. 4.2 — Tailles des ensembles strong Horn-renommable-backgour des instances 3-SAT
aléatoires a 100 et 200 variables.

3. nous avons considéré la formule renommée par le meittnommage fourni par I'algo-
rithme 8 selon le critere du nombre de littéraux positifgifant dans la partie non Horn de
la formule renommeée et calculé un strong backdoor ad'ald I'algorithme 7 (Le renom-
mage utilisé est le renommagtorn_Min_Littéraux(H M L)).
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FiG. 4.3 — Tailles des ensembles strong Horn-renommable-backgour des instances 3-SAT
aléatoires a 300 et 400 variables.

Les figures 4.2 et 4.3 récapitulent les résultats pour whadasse d’instances. Nous remar-
guons que comparativement a la formule originale, nousraisis de meilleurs résultats en terme
de taille des ensembles strong Horn-backdoor quelque saknommage choisi. De plus la
nouvelle heuristigue du renommage minimisant le nombreittlrdux (H M L) se trouve &étre
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legerement meilleure que celle minimisant le nombre deisgs i M C) proposée en terme de
taille des ensembles strong Horn-backdoor.
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Pourcetage de variables dans I'ensemble strong Horn-renommable-backdoor
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Densite des problemes (200 variables)

Pourcetage de variables dans I'ensemble strong Horn-renommable-backdoor

FIG. 4.4 — Tailles« optimales» des ensembles strong Horn-renommable-backdoor pour ges in
tances 3-SAT aléatoires a 100 et 200 variables.
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FIG. 4.5 — Tailles« optimales» des ensembles strong Horn-renommable-backdoor pour ges in
tances 3-SAT aléatoires a 300 et 400 variables.

M éthode de calcul« optimal »  Afin d’essayer d'évaluer la pertinence de la fonction otijec
minimisant le nombre de clause pour le renommabk/ C, nous avons expérimenté une autre
méthode de calcul d'ensembles strong Horn-renommalakelomr en utilisant un renommage que
nous appellerons renommagptimum Le principe de cette méthode est de calculer un ensemble
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strong Horn-backdogpour chaque renommageexploré par I'algorithme walkHorn et de retenir
naturellement celui ayant donné le plus petit ensembdegtbackdoor.

Les courbes des figures 4.4 et 4.5 établissent une comparaigtre cette méthode et la
méthode utilisant le renommagde)M C sur les méme instances aléatoires que précédemment. Po
compléter encore cette comparaison, la taille des engansltlong Horn-backdoor est également
fournie. Cette méthode ayant un colit beaucoup plus impbgue les autres, nous lui avons laissé
4 fois plus de temps que les autres. Ces résultats monttemh gain est réalisé mais que ce
dernier tend a s’annuler lorsque la taille des instancgsnamte.

Nous avons réalisé la méme expérience pour le renomriagd. et les méme constatations
ont été faites. Nous n’avons donc pas poursuivi les éxpgrtations avec cette méthode du fait de
son trop fort colt et nous considérons que les méthodealdel utilisant les renommagésM C
et HM L sont les meilleurs compromis.

Problémes gels et industriels

Le tableau 4.2 montre les résultats obtenu en calculanedssmbles strong backdoor sur
les mémes instances que dans le tableau 4.1 (issues déslgmées compétitions SAT). Pour
chaqgue instance, nous comparons la taille des ensemlseg $tiorn-backdoor calculés sans re-
nommage, en utilisant le renommage\/ C et en utilisant le renommageé M L (colonneg.S B).
Pour chaque calcul, nous donnons également le nombre ulgeslaon Horn contenues soit dans
la formule originale, soit dans la formule renommée ayamvisau calcul de I'ensemble strong
backdoor (colonnekIB_NH).

Les résultats expérimentaux montrent clairement quamiger le nombre de variables ap-
paraissant dans la partie non Horn (renomm&ag¥ L) permet de calculer des ensembles strong
backdoor de taille inferieure en générale par rapportemommage minimisant le nombre de
clauses non HornH{ M C). D’un autre coté, le renommagdé/ L produit une formule contenant
plus de clauses non Horn que le renommale/ C.

Sans Renommage Rennomage

Instance Renommage HMC HML

|SB| | NB_.NH | |SB| | NB.NH | |SB| | NB_NH
9symmlgr_rcs wb 791 6085| 780 244 716 230
9symmlgr_rcs wé 1010 7645 | 1003 243 | 897 244
alu2.gr-rcsw7 2425 | 17715| 2495 517 | 2220 491
alu2.gr-rcsw8 2842 | 22301 2978 516 | 2602 495
apexzgr_rcswb 831 3192 | 721 233 | 630 199
balancedhidden-...-01 601 1518 | 583 1268 | 564 1264
balancedhidden-...-02 594 1509 | 591 1264 | 563 1269
bf0432-007 540 920 | 360 431| 348 416
bf1355-075 1137 1885| 805 1152 | 729 1085
bf1355-638 1135 1873 | 786 1155| 730 1084
bf2670-001 588 964 | 377 402 | 337 368
c499 gr_-rcs wh 934 4190| 885 279 | 795 247
c880gr_rcswb 1985| 11334| 1950 628 | 1765 586
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Sans Renommage Rennomage

Instance Renommage HMC HML
|ISB| | NBLNH | |SB| | NB.NH | |SB| | NB_NH
c88Qgr_rcs w6 2509 | 13981 2549 651 | 2221 593
c88Qgr_rcsw7 3023 | 15598| 3061 658 | 2676 604
ca032 305 613 242 381 227 368
ca064 599 1263 516 801 483 763
cal28 1217 2571 | 1035 1671 970 1587
clus-1200-4800-20-20-003 738 2386 649 1523 631 1484
clus-1200-4919-10-10-001 736 2432 643 1573 623 1527
clus-1200-4919-10-10-003 737 2461 648 1614 642 1569
cnt07 1123 2570| 1062 1705| 1046 1655
cnt08 2590 5943 | 2484 4030 | 2388 3918
dp03s03 218 478 206 328 171 313
dp03u02 156 340 137 219 114 211
dp04s04 461 1090 387 674 356 638
dp04u03 363 826 292 507 265 485
dp05s05 710 1641 592 1053 538 982
dpO5u04 568 1336 478 847 435 793
dp06s06 1035 2436 882 1599 841 1509
dpO6u05 890 2087 750 1344 684 1263
dp07s07 1416 3240 1179 2178 | 1102 2046
dpO07u06 1232 2906 | 1038 1872 938 1769
dp08u07 2098 4908 | 1459 2623 | 1315 2498
dp09s09 2636 6136| 2061 3811| 1928 3586
dp10s10 3261 7769 | 2632 4889 | 2438 4638
dpl1s1l 3979 9342 | 3149 5870 | 2944 5518
dpl12s12 4779 | 11359| 3944 7248 | 3578 6788
example2gr_rcswb 1256 6068 | 1179 382 | 1022 338
ezfact2561 32927 | 211014| 32929| 188731| 32918 | 182989
f2clk_50 13161| 32392| 13879| 19503| 13065| 18957
fifo8_100 25046 | 54994 22841| 33799| 21012| 32925
glassyb-v648-s1381725490 431 1519 398 987 383 980
hanoi4 400 1860 431 854 409 849
hanoi5 1063 5364 | 1115 2585| 1066 2626
hanoi6fast 3022 | 24187| 2303 9453 | 2207 9509
hanoi6on 3047 | 23822| 2319 9474 | 2209 9529
hgen2-v700-s504028057 461 1239 449 999 431 995
hidden-k3-s2-r4-n700-03 430 1395 378 892 365 878
ip38 20702| 52611| 22972| 29067 | 21888| 26303
ip50 27257 70293 | 30219| 41619| 29396| 37263
k2fix_gr_2pinvarw9 4607 | 294543| 4569 | 251956| 4567 | 259258
okgen-c1300-v650-1167163901 312 666 213 299 190 280
okgen-c1400-v700-211648331 329 647 226 328 207 307
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Sans Renommage Rennomage
Instance Renommage HMC HML
|ISB| | NBLNH | |SB| | NB.NH | |SB| | NB_NH

okgen-c1750-v500-748188212 295 904 247 509 239 500
okgen-c2100-v600-1967026721 358 1112 305 637 297 619
okgen-c2100-v600-536911537| 349 1019 323 670 313 653
rand.net40-25-1 996 2024 813 1228 754 1156
rand net40-25-10 972 2002 814 1231 725 1154
rand.net40-25-5 1002 2020 810 1234 723 1136
rand net40-30-1 1184 2398 963 1435 881 1332
rand net40-30-10 1186 2372 934 1431 863 1318
rand.net40-30-5 1167 2379 926 1395 867 1315
rand net40-40-10 1562 3221| 1276 1969 | 1176 1836
rand.net40-40-5 1572 3241 | 1250 1954 | 1156 1822
rand net40-60-10 2364 4832 | 1857 2945 | 1697 2705
rand net50-25-1 1247 2462 973 1504 914 1400
rand net50-25-10 1241 2541| 1007 1544 920 1423
rand.net50-25-5 1238 2506 | 1013 1552 935 1457
rand net50-30-1 1497 3019 | 1194 1813 | 1085 1655
rand net50-30-5 1496 3071| 1149 1814 | 1058 1702
rand net50-40-5 1973 3981| 1579 2471 | 1439 2265
rand net50-60-1 2971 5984 | 2344 3668 | 2141 3347
rand.net50-60-5 2982 6045 | 2364 3669 | 2176 3362
rand net60-25-1 1482 2972| 1200 1816| 1103 1682
rand.net60-25-10 1480 3039 | 1184 1812 | 1089 1686
rand net60-30-1 1830 3614 | 1445 2219| 1292 2046
rand.net60-30-10 1762 3586 | 1420 2205| 1309 2043
rand net60-30-5 1798 3622 | 1413 2230| 1331 2065
rand.net60-40-1 2408 4842 | 1917 2972 | 1744 2712
rand net60-40-5 2372 4788 | 1828 2897 | 1709 2654
rand.net60-60-1 3530 7185| 2880 4512 | 2640 4164
rand net70-25-1 1762 3565 | 1414 2148 | 1312 1994
rand net70-25-5 1753 3510| 1420 2199| 1310 2025
rand.net70-30-1 2095 4189 | 1701 2610| 1536 2378
rand net70-30-5 2073 4198 | 1661 2606 | 1520 2373
rand net70-40-1 2767 5651 | 2193 3472 | 2020 3123
rand net70-40-5 2767 5535| 2197 3471| 1983 3147
rand.net70-60-1 4158 8293 | 3415 5385| 3179 4966
rand net70-60-10 4145 8415| 3412 5452 | 3138 5109
shal 31494 | 121599| 33956| 101021 33317| 99769
too_large gr_rcs w5 1635 8097 | 1620 519 | 1480 502
too_large gr_rcs wé 2032 | 11500| 2127 538 | 1876 492
too_large gr_rcsw7 2452 12649| 2561 534 | 2244 507
too_large gr_rcs w8 2877 15024| 3000 532 | 2616 518
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Sans Renommage Rennomage

Instance Renommage HMC HML
|ISB| | NBLNH | |SB| | NB.NH | |SB| | NB_NH
too_large gr_rcsw9 3310 16541| 3395 535 | 2987 521

unif-c1000-v500-s1356655268, 248 522 169 224 157 216
unif-c1300-v650-s425854131 307 638 212 304 204 280
unif-c1400-v700-s1822569467| 332 692 232 314 212 297
unif-c2450-v700-s1373176568 429 1261 356 746 345 729
unif-c2450-v700-s1465124739, 410 1227 356 731 348 728
unif-c2600-v650-s2035184328 394 1327 345 789 334 765

unif-r3-v700-c2100-02 377 1030| 319 591 297 567
unif-r4-v700-c2800-03 433 1417 378 877 353 861
vdagr_rcsw7 3507 | 25078| 3629 755 | 3264 742
vda.gr_rcsw8 4069 | 29453| 4243 756 | 3834 719
vdagr_rcsw9 4695| 33705| 4853 753 | 4356 734
w1045 6908 | 16633| 7002 9127 | 6797 8751
w1060 10843| 26909| 11307 | 14725| 10998| 14211
w10.70 13305| 33736| 14019| 18404| 13698| 17895
w10.75 14850| 37421| 15676| 20542| 15345| 20053

TAB. 4.2 — Tailles des ensembles Horn strong backdoor pour demnices réelles.

4.4 Calcul d’ensembles strong ordoné-backdoor

Dans cette section, nous montrons comment il est possibtaldaler des ensembles strong
backdoor pour une autre classe polynomiale du probleme:$&€lasse des formules ordonnées
introduite par Benoist et Hebrard en 1999 [Benoist et ld&hr1999].

4.4.1 Rappels sur les formules ordonees

La classe des formules ordonnées peut étre vue natueteoomme une extension de la
classe des formules de Horn. Elles est basée sur la notidittédaux libres et de littéraux liés
[Benoist et Hebrard, 1999].

Définition 39 (Litt eraux libres/liés)

Soientc € ¥ une clause et € c un littéral. On dit que est lié dans: (par rapport &) si
Occ(=l) = 0; ou s'il existet € ¢ (t # 1) tel queOce(—1) C Oce(—t). Sil n'est pas lié dans, on
dit quel est libre dans.

Les formules ordonnées sont définies ainsi :

Définition 40 (Formules Ordonnées)
Une formule CNF est ordonnée si chaque clause . contient au plus un littéral positif libre
dansc.

En rappelant qu’'une formule CNF est une formule de Horn sceha de ses clauses ne
contient pas plus d’un littéral positif, on voit bien quaite formule de Horn est forcement or-
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donnée, ce qui étaye I'idée que la classe des formulemoies est une extension de la classe des
formules de Horn.

On sait que skt est une formule de Horn et ne contient aucune clause ungasiive, alors:
est satisfaisable. Cette propriété reste vraiE sst ordonnée. Pour les formules ordonnées, nous
avons également la proposition suivante (prouvée daesdBt et Hébrard, 1999]) :

Proposition 6 SiX est ordonge et ne contient aucune clause unitaire positive {z} telle que
x est libre dans:, alors ¥ est satisfaisable.

De plus, il est montré dans [Benoist et Hébrard, 1999] ge’'formule ordonnée est stable par
propagation unitaireée. une formule ordonnée reste ordonnée quelque soientdgsgations uni-
taire que I'on y réalise. De ce fait, avec la propositionbyoit que le probleme de satisfaisabilité
d’'une formule ordonnée peut &tre résolu en temps liréai

Enfin, comme pour les formules de Horn, la classe des fornartiannées peut étre étendue
par la classe des formules ordonnées renommables. leaxisalgorithme polynomial pour la re-
connaissance de ces formules et un autre, polynomialregale pour décider de la satisfaisabilité
d’une formule ordonnée renommable [Benoist et HEbra®891.

Ainsi, nous pouvons envisager de calculer des ensembtergstrdonné-backdoor en utilisant
la méme approche que pour les ensembles strong Horn-backelgour une formule CNF origi-
nale, trouver un renommage maximisant la sous-formulerorée et extraire un ensemble strong
ordonné-backdoor de la sous-formule non ordonnée derauie renommeée.

4.4.2 Calcul d'ensembles strong ordon@backdoor

Cette fois encore, le probleme du calcul d’'un ensemblengtrmrdonné-backdoor de taille
minimale est NP-difficile. Nous allons donc utiliser le m@&mrocédé que pour les ensembles
strong Horn-backdoor.e. pour une formule CNF, calculer un sous-ensemble dont Ik tedt la
plus petite possible, contenant des littérdibxes positifs apparaissant dans la sous-formule non
ordonnée tels qu’une fois retirés les littéraux de ceseemble, le reste de la formule est ordonné.
Cependant, ceci n'est valable que si le retrait de cesditte par leur affectation @ai ou afaux,
ne rend pas libres d’autres littéraux de la formule quiegtaliés. La proposition suivante nous
assure que c’est le cas :

Proposition 7 SoitX une formule CNF. Solf un ensemble de clauses unitaires $\&). Soit/
une interpétation telle quel = V(U). Soitc € X, [ € c tel quel est lié dansc par rapporta ¥,
alors ! est aussi B dansc’ par rapporta ¥/ = X7 (¢’ = ¢}), ou bienc est retiee (satisfaite) de
Y.

Preuve Du fait quel est lie, deux cas sont possibles :
— Ocex(—l) = 0 : dans ce cas, il est trivial qu®ccsy (—1) = (), etl est toujours k& dansy’
dans toutes les clauses d apparséit.
— Ocex (1) # 0 : 3t € ctel queOces(—1) C Oces(—t). Ici trois cas sont possibles :
— t € U : dans ce cas, la clauseest satisfaite dank’.
— -t € U : dans ce cas, chaque clause contenahsont satisfaites (retées) in¥’. Du fait
queOcex (—l) C Ocex(—t), toutes les clauses contenant sont aussi satisfaites dans
Y. AinsiOccsy (—1) = () etl est toujours kee dans’ par rapporta >'.
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—t ¢ Uet—t ¢ U : soit S I'ensemble des clauses de satisfaites (retiees) dans:’.
On aOcesy (—t) = Ocesy 5(—t) etOcesy (—l) = Oces g(—1). Du fait queOces (—l) C
Oces(—t), on aOccs\g(—l) € Ocesy g(—t). Donc Ocesy(—l) € Ocesi(—t), etl est
toujours lié dansc’ par rapporta X'.

Avec cette proposition, nous sommes assurés de la stathdila liaison pour I'affectiome.
dans une formule CNF, toute variable liee dans une clauste li&e dans une clause de la for-
mule simplifiée par n'importe quelle affectation. Ainsgus pouvons calculer un ensemble strong
ordonné-backdoo$ de taille la plus petite possible comme suit : pour une foem@INFY quel-
conqgue, nous ne considerons que la partie non ordoprde>.. Nous construison$' en y ajou-
tant des variables dont les occurrences positives libreseig dansC* (1)) que nous retirons de
Y itérativement jusqu’a I'obtention d’une sous-formukewqui soit ordonnéeA chaque étape, la
variable apparaissant le plus souvent sous forme positiilere dansy est choisie. Nous utilisons
l'algorithme 7 en rajoutant simplement la condition queliggraux choisis soient libres.

Nous voyons donc que par rapport a la classe des formulesode, s ensembles strong
backdoor calculés pour les formules ordonnées sont tle #ai pire égale. En effet, dans le cas
ou aucun littéral n’est lié, les ensembles strong oréebackdoor et strong Horn-backdoor seront
identiques. Mais dés lors qu'il y a des littéraux liés,peuvent étre ignorés et donc réduire la taille
des ensembles strong backdoor.

4.5 Calcul d’ensembles strongrdonré-renommabldackdoor

Comme dans le cas des formules de Horn, la taille des ensesthdeg ordonné-backdoor que
nous calculons avec cette méthode heuristique est sotregrnimportante pour &tre intéressante.
Nous proposons donc de calculer des ensembles strdlogre-renommablédackdoor en suivant
le méme schéma que pour les formules de Horn, en calcwdamiellleur ordonné-renommage
possible.

4.5.1 Approximation de la sous-formule ordonie-renommable maximale

Comme dans le cas des formules de Horn, il existe un algogithencomplexité polynomial
pour savoir si une formule est ordonné-renommable ([BstretiHébrard, 1999]), et comme pour
les formule de Horn, si la formule n'est pas ordonné-renaile, calculer la sous-formule or-
donné-renommable maximale est un probleme NP-diffiEifeeffet, dans le pire des cas, si aucun
litteral n'est lig, la classe des formules ordonnée€gsivalente a la classe des formules de Horn.

La proposition suivante nous permet d’exploiter l'algomite 8 pour approximer la sous-
formule ordonné-renommable maximale :

Proposition 8 Soient> une formule CNF et € ¥ une clause d&. Soientl et¢ deux literaux de
¢. Soitp un renommage des variables He(V(X)). Sil est lié a ¢t dansc par rapporta 3, alors
p(l) est toujours e a p(t) dansp.(c) par rapporta px ().

Preuve Il suffit de constater que si une variablec V(X)) est renomrée dansp, alors, pour
les litteraux qui lui sont assoésv et —v, on aOces(v) = Occ,y (s (p(v)) = Occpy sy (—v) et
Oces(—v) = Occpy ) (mp(v)) = Oce,y (5 (v).
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Cette proposition nous assure que la liaison entre dewxdiik est stable par renommage.
Ainsi, pour une formule CNF donnée, il suffit de calculer seele fois au préalable une table des
liaisons pour chaque littéral de la formule, et a tout motne suffira de regarder dans cette table
si un littéral est lié ou non (en fonction du renommage).

Ici encore, deux criteres pour calculer le meilleur rencexya sont possibles : minimiser le
nombre de clauses non ordonnées, ou bien minimiser le reodiittéraux positifs libres dans
'ensemble des clauses non ordonnées.

Nous avons besoin des définitions suivantes avant de pal&aiire les deux fonctions objec-
tifs que nous proposons.

Définition 70 (Litt éral renomme libre)
Soienty une formule CNFp un renommage d¥(X). On dit qu’un littérall est positif et libre
dansc pour p si estPos(l,c,p) et quel n'est pas lié dang par rapport &.. On note cela
estPos& Libre(l, c, p). Ce méme littéral est négatif et libre dangour p siestNeg(l,c,p) et
quel n’est pas lié dans par rapport &. On note celast Neg& Libre(l, ¢, p).

On note le nombre de littéraux positifs (resp. négatifijpees dans pourp parnbPos& Libre(c, p)
(resp.nbNeg& Libre(c, p)).

On notenbPos& LibreT ot(%, p) le nombre total de littéraux positifs et libres préserdaglla
partie non ordonnée de pour le renommage.

Cette définition nous permet de définir la notioomfonré-renommabili :

Définition 71 (Clause ordonre-renommeée)
Soient’: une formule CNF ep un renommage. Une clauses Y. est diteordonré-renomrée par
p (notéeo_ren(c, p)) sinbPos& Libre(c, p) < 1i.e.c contient au plus un littéral positif libre pour
p, sinon elle est diterdonre-falsifee parp (notéeo_fal(c, p)).

On notenbOrd(X, p) le nombre de clauses deordonné-renommeées par

Il ne nous reste plus qu’a définir les compteurs de gsliakeCoun et de perteBreakCouny,
ainsi que les fonctionscore associées pour chacune des deux fonctions objectifs.
4.5.2 Le renommage ordona_min_clauses : fonction objectif min-conflict

Les compteurs de gain et de perte permettant de définir tifonobjectif calculant le meilleur
ordonné-renommage sont définis comme suit :

Définition 72 (Ordonné-BreakCount et ordonne-MakeCount)
Soienty. une formule CNFr € V(X), p un renommage &t, le renommage obtenu a partir ge
en inversant la valeur de vérité de
On définito_BreakCount(x, p) = |{clo-ren(c, p),o_fal(c, p:)| €t
o-MakeCount(x, p) = [{c|lo-fal(c, p),o-ren(c, pz)}|.
On définito_score(x, p) = o-makeCount(x, p) — o_breakCount(z, p)

Exemple 16 (Ordonre-BreakCount et ordonré-MakeCount) Reprenons la formule CNF :
Y={ca=(-aVvbVec),ca=(aVDd),cs=(aVe), ca=(-bV-c)}
et le renommage = {—a, —b, —c} (aucune variable renomae).
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Les seuls ligtraux liés sont dans la clauses, ou le littéral b est lié au litieral c et le litteral ¢
est lié au litteral . Ceci fait que la clause; est ordonge.

Les diferents compteurs valent :

o_BreakCount(a, p) = 0, o_-MakeCount(a, p) = 2 eto_score(a, p) = 2

o_BreakCount(b, p) = 0, o-MakeCount (b, p) = 1 eto_score(b,p) = 1

o-BreakCount(c, p) = 0, o-MakeCount(c,p) = 1 eto_score(c,p) =1

Pour une formule CNF donnée, en remplaga orn(X) parnbOrd(X) etscore paro_score
dans l'algorithme 8, on obtient un algorithme pour calcularrenommage d& maximisant le
nombre de clauses ordonné-renommeées. Ce renommagepetanommag®@rdonré_Min_Clause
(oMQ).

4.5.3 Le renommage ordond min_litt éraux : fonction objectif min-size

Pour la minimisation du nombre de litteraux positifs libans les clauses non ordonnées, la
fonction objectif est définie par :

Définition 73 (Ordonné-Min-breakCount et ordonné-Min-makeCount)

Soienty. une formule CNFx € V(X), p un renommage &t le renommage obtenu a patrtir ge
en inversant la valeur de vérité de

Soiento_Breaki(x, p) = {c € X|nbPos&Libre(c, p) = 1 etest Neg& Libre(z,c, p)},
o_Breaks(x,p) = {c € X|nbPos&Libre(c, p) > 1 etest Neg& Libre(z,c,p)},
o_-Makei(x,p) = {c € X|nbPos& Libre(c, p) = 2 etest Pos& Libre(z, c,p)}
eto_Makes(z, p) = {c € X|nbPos& Libre(c, p) > 2 etestPos& Libre(x,c, p)}.

Les compteurs sont définis comme suit :

oM _breakCount(z, p) = 2 X |o_Breaky(z, p)| + |o_Breaks(x, p)| et

oM _makeCount(x,p) =2 x |o_Make; (z, p)| + |o-Makes(x, p)|.

Enfin on définit oM _score(x, p) = oM _makeCount(z, p) — oM _breakCount(x, p)

Les ensembles Break eto_make sont analogues aux ensemble®reak eth-make (définition
69) respectivement, pour la classe des formules ordorméssla contrainte supplémentaire que
x doit &tre libre a chaque fois, car tous les littéraus B®nt ignorés.

Exemple 17 (Ordonre-BreakCount et ordonré-MakeCount) Reprenons la formule CNF :
Y={ca=(-aVvbVec),ca=(aVDd),cs=(aVe), ca=(-bV-c)}

et le renommage = {—a, —b, —c} (aucune variable renomae).
Les diferents compteurs valent :
Les seuls ligtraux liés sont dans la clauses, ou le littéral b est lié au litieral c et le litteral ¢
est lié au litteral b. Ceci fait que la clause; est ordonge.
Les diferents compteurs valent :
— o_Breaky(a, p) = 0, o_Breaks(a, p) =0, oM _BreakCount(a,p) =0
o_-Makei(a, p) =2, o_Makes(a, p) = 0, oM _MakeCount(a, p) =4
oM _score(a, p) = 4
— o_Break (b, p) = 0, o_Breaks(b, p) = 0, oM _BreakCount(b, p) =0
o-Makeq(b, p) = 1, oprakes(b, p) = 0, oM _MakeCount(b, p) = 2
oM _score(b, p) = 2
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— o_Breaky(c, p) = 0, o_Breaks(c, p) = 0, oM _BreakCount(c,p) =0
o_-Makei(c,p) = 1,0_Makes(c, p) = 0, oM _MakeCount(c, p) = 2
oM _score(c, p) = 2

En remplacantcore paroM _score dans I'algorithme 8, on obtient un algorithme pour cal-
culer un renommage minimisant le nombre de littéraux pesét libres dans les clauses non
ordonné-renommées. Ce renommage sera appelé renon®@ndgere_Min_Littéraux(OM L).

4.5.4 Exgerimentations
Problémes atatoires

Tout comme dans le cas des formules de Horn, nous avongé&t@pproche sur les instances
aléatoires pour un nombre de variables allant de 100 a #@0Qoas fait varier le rapporﬁ%.
Nous obtenons exactement les méme courbes que dans la4i@uescepté lorsque le ratio est
inféerieur a 2 ou la taille des ensembles strong orddmmékdoor est trés legerement inférieure a
celle des ensembles strong Horn-backdoor (environ 1% dereliice). En effet, des lors que le
ratio dépasse 2, le nombre de littéraux liés devientigmalset tend trés rapidement vers 0 lorsque
le ratio augmente. Dans ce cas, les formules ordonnéesrdeit strictement équivalentes au
formules de Horn et il est donc normal que I'on obtienne lesmatésultats que pour les formules
de Horn en terme de taille des ensembles strong backdoor.

Problémes gels et industriels

Instance Horn Ordonné

[SB| | NB.NH | |SB| | NB_LNO | |SB| | NB_NO
9symmlgr_rcswb 716 230 | 796 244 | 725 231
9symmlgr_rcswé 897 244 | 1016 249 | 900 245
alu2gr_rcsw?7 2220 491 | 2495 517 | 2220 491
alu2gr-rcsw8 2602 495 | 2978 516 | 2602 495
apexigr_rcsws 630 199 | 721 233 | 630 199
balancedhidden-...-01 564 1264 | 583 1268 | 564 1264
balancedhidden-...-02 563 1269 | 591 1264 | 563 1269
bf0432-007 348 416 | 378 432 | 343 415
bf1355-075 729 1085| 784 1133| 724 1096
bf1355-638 730 1084 | 794 1137 722 1091
bf2670-001 337 368 | 359 395 | 319 357
c499gr_rcswb 795 247 | 885 279 795 247
c88Qgr_rcswb 1765 586 | 1980 637 | 1758 596
c88Qgr_rcswb6 2221 593 | 2504 649 | 2225 603
c88Qgr_rcsw7 2676 604 | 3143 657 | 2644 605
ca032 227 368 | 234 363 | 218 345
ca064 483 763 | 479 762 | 438 729
cal28 970 1587 | 982 1578 | 920 1505
clus-1200-4800-20-20-003 631 1484 | 650 1511| 634 1483
clus-1200-4919-10-10-001 623 1527 | 643 1570| 642 1536
clus-1200-4919-10-10-003 642 1569 | 659 1604 | 642 1581
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Instance Horn Ordonné
[SB| | NBLNH | [SB| | NB_LNO | |SB]| | NB_.NO

cnt07 1046 1655| 1062 1705| 1046 1655
cnt08 2388 3918 | 2484 4030| 2388 3918
dp03s03 171 313 195 314 173 297
dp03u02 114 211 122 206 112 201
dp04s04 356 638 378 667 354 633
dp04u03 265 485 2901 496 262 476
dp05s05 538 982 598 1040 552 981
dpO5u04 435 793 469 825 432 788
dp06s06 841 1509 864 1590 827 1517
dp06u05 684 1263 745 1330 673 1261
dp07s07 1102 2046 | 1173 2159| 1110 2042
dp07u06 938 1769 | 1002 1834 949 1751
dp08u07 1315 2498 | 1478 2618 | 1340 2467
dp09s09 1928 3586 | 2067 3827| 1933 3567
dp10s10 2438 4638 | 2645 4881 | 2399 4625
dpl1sll 2944 5518 | 3155 5866 | 2930 5528
dpl2s12 3578 6788 | 3865 7179| 3596 6776
example2gr_rcswb 1022 338 | 1163 384 | 1004 334
ezfact2561 32918| 182989 32929| 188731| 32918| 182989
f2clk_50 13065| 18957 | 13439| 19115| 12621| 18567
fifo8.100 21012 32925| 21372| 32654| 19558 31678
glassyb-v648-s1381725490 383 980 398 987 383 980
hanoi4 409 849 419 851 392 866
hanoi5 1066 2626 | 1124 2584 | 1040 2633
hanoi6fast 2207 9509 | 2329 9401 | 2232 9436
hanoiGon 2209 9529 | 2312 9366 | 2209 9406
hgen2-v700-s504028057 431 995 449 999 431 995
hidden-k3-s2-r4-n700-03 365 878 374 890 374 874
ip38 21888| 26303| 22488| 28579 21535| 25955
ip50 29396 | 37263| 29835| 41294| 29038 36826
k2fix_gr2pinvarw9 4567 | 259258| 4563| 251799| 4547| 259307
okgen-c1300-v650-1167163901 190 280 204 294 196 272
okgen-c1400-v700-211648331 207 307 235 324 211 301
okgen-c1750-v500-748188212 239 500 250 511 240 506
okgen-c2100-v600-1967026721 297 619 304 634 292 628
okgen-c2100-v600-536911537 313 653 316 673 305 650
randnet40-25-1 754 1156 813 1228 754 1156
randnet40-25-10 725 1154 814 1231 725 1154
rand.net40-25-5 723 1136 810 1234 723 1136
rand.net40-30-1 881 1332 963 1435 881 1332
rand.net40-30-10 863 1318 934 1431 863 1318
rand.net40-30-5 867 1315 926 1395 867 1315
rand.net40-40-10 1176 1836| 1276 1969 | 1176 1836
rand.net40-40-5 1156 1822 | 1250 1954 | 1156 1822
rand.net40-60-10 1697 2705| 1857 2945 | 1697 2705
randnet50-25-1 914 1400 973 1504 914 1400




CHAPITRE 4 : CALCUL ET EXPLOITATION DES ENSEMBLES STRONG BAMDOOR

Instance Horn Ordonné

[SB| | NBLNH | [SB| | NB_LNO | |SB]| | NB_.NO
rand.net50-25-10 920 1423 | 1007 1544 920 1423
rand.net50-25-5 935 1457 | 1013 1552 935 1457
rand.net50-30-1 1085 1655| 1194 1813 | 1085 1655
randnet50-30-5 1058 1702 | 1149 1814 | 1058 1702
randnet50-40-5 1439 2265 | 1579 2471| 1439 2265
rand.net50-60-1 2141 3347 | 2344 3668 | 2141 3347
rand.net50-60-5 2176 3362 | 2364 3669 | 2176 3362
rand.net60-25-1 1103 1682 | 1200 1816 | 1103 1682
randnet60-25-10 1089 1686| 1184 1812| 1089 1686
randnet60-30-1 1292 2046 | 1445 2219 | 1292 2046
randnet60-30-10 1309 2043 | 1420 2205| 1309 2043
rand.net60-30-5 1331 2065 | 1413 2230| 1331 2065
rand.net60-40-1 1744 2712 | 1917 2972 | 1744 2712
randnet60-40-5 1709 2654 | 1828 2897 | 1709 2654
randnet60-60-1 2640 4164 | 2880 4512 | 2640 4164
randnet70-25-1 1312 1994 | 1414 2148 | 1312 1994
rand.net70-25-5 1310 2025 | 1420 2199 | 1310 2025
rand.net70-30-1 1536 2378 | 1701 2610| 1536 2378
rand.net70-30-5 1520 2373 | 1661 2606 | 1520 2373
randnet70-40-1 2020 3123 | 2193 3472 | 2020 3123
randnet70-40-5 1983 3147 | 2197 3471 | 1983 3147
rand.net70-60-1 3179 4966 | 3415 5385| 3179 4966
rand.net70-60-10 3138 5109 | 3412 5452 | 3138 5109
shal 33317 99769| 33918 101089| 33364| 99856
too_largegr_rcswb 1480 502 | 1611 521 | 1485 490
too_largegr_rcs w6 1876 492 | 2078 530| 1863 505
too_largegr_rcsw7 2244 507 | 2509 531 | 2240 500
too_largegr-rcsw8 2616 518 | 3005 535| 2630 503
too_largegr_rcsw9 2987 521 | 3376 530 | 3002 521
unif-c1000-v500-s1356655268 157 216 169 221 155 209
unif-c1300-v650-s425854131 204 280 213 298 202 285
unif-c1400-v700-s1822569467 212 297 230 312 217 302
unif-c2450-v700-s1373176568 345 729 358 749 346 724
unif-c2450-v700-s1465124739 348 728 351 739 349 726
unif-c2600-v650-s2035184328 334 765 333 789 332 782
unif-r3-v700-c2100-02 297 567 317 590 292 568
unif-r4-v700-c2800-03 353 861 378 877 353 861
vdagr_rcsw7 3264 742 | 3636 758 | 3272 731
vdagr.rcsw8 3834 719 | 4210 756 | 3820 735
vdagr.rcsw9 4356 734 | 4822 756 | 4356 729
w1045 6797 8751 | 6864 9023 | 6596 8633
w10.60 10998 | 14211| 11175| 14619| 10901| 14108
w10.70 13698 | 17895| 13777| 18293| 13619| 17686
w10.75 15345| 20053| 15479| 20428 15279| 19789

TAB. 4.3 — Tallles des ensembles strong backdoor pour des aestagelles.
En ce qui concerne des problemes réels issus des priéegdmmpétitions SAT, le tableau 4.3
montre que la généralisation du calcul d'un ensemblangtlimckdoor, en considérant cette fois ci
la classe des formules ordonnées, nous permet d’obtemiredleeurs résultats sur de nombreuses
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4.6 Exploitation des ensembles strong backdoor pour Eufien pratique

4y | e Zchaff Zchaff+S B¢ Zchaff+S By,
Temps(s)] Nceuds | MxD || Temps(s)] Noeuds | MxD || Temps(s)] Nceuds | MxD
200 | 850 5,15 55610,76 | 28,26 4,18 47071,1 | 25,52 4,07 46215,26 | 25,88
250 | 1062 | 192,18 | 388970,5 | 34,18| 133,21 | 328879,58| 30,46| 138,4 | 332056,52 | 30,62
300 | 1275 | 4499,91 | 2287975,5| 39 3601,22 | 2016263,68/ 34,9 | 3302,74 | 1978685,62| 34,7
350 | 1487 || 29509,85| 7088901,68 45,16| 27057,2 | 6850739,48| 40,41 || 26752,72| 6801607,05| 40,32

TAB. 4.4 — ZChaff sur les instances aléatoires

instances. Tout comme le tableau 4.2, nous donnons pouuehiasfance, la taille des ensembles
strong backdoor calculés en utilisant le renommab¥ L, celle des ensembles strong backdoor
calculés en utilisant le renommageM/ C' et celle utilisantOM L (colonnes|SBJ) ainsi que le
nombre de clauses non Horn (colortB_NH) ou non ordonnées (colonnB8_NO) de la formule
renommée qui a permis le calcul de I'ensemble strong bamkdiomparativement a I'approche
utilisant H M L, nous remarguons gue sur de nombreux problemes, laajesadion aux formules
ordonnés permet d’obtenir de meilleurs ensembles strawgdwoor.

Ceci met en évidence le phénoméene surprenant suivaai doie I'on ne trouve jamais d’ins-
tances ordonnées (renommables) en pratique, un certaibneod’instances codant des applica-
tions réelles contiennent un nombre plutdt importantiderbux lies, comme en atteste la taille
des ensembles strong ordonné-backdoor par rapporteéxded ensembles strong Horn-backdoor.

4.6 Exploitation des ensembles strong backdoor pour la&solution
pratique

Dans cette section, nous présentons les résultatsieg@aux gque nous avons obtenus en
exploitant les ensembles strong backdoor calculésepmment lors de la résolution d'instances
SAT. Nous avons utilisé le solvedichaff [Moskewicz et al., 2001] que nous avons modifié pour
exploiter les ensembles strong backdoor. Les modificatapmortées au solveur consiste a res-
treindre les choix de I'heuristique de choix de variables\ariables présentes dans les ensembles
strong backdoor. Une fois que toutes les variables conteoee ensembles sont instanciées, étant
donné quechaffintegre la propagation unitaire suffisante pour décidetagsatisfaisabilité d’'un
ensemble de clauses de Horn ou de clauses ordonnées, noumgatopper I'exploration et
décider de la satisfaisabiliteé s'il n'y a pas de claussifile. Si une clause est falsifiegchaff
déclenche de lui-m@&me un retour-arriere.

Ainsi, la complexité dans le pire des cas de notre approsbémuve étre e®(2/7!) ou B est
'ensemble strong backdoor que nous avons calculé.

Zchaffest écrit en C++, compilé sous linux et testé sur un otdunaP;y, cadencé 3.0 Ghz
avec 1 Go de RAM.

4.6.1 Instances &atoires

Les premiéres expérimentations ont été réaliséeslass instances aléatoires toutes non sa-
tisfaisables, avec un ratiﬁ% = 4.25. Nous avons choisi des instances non satisfaisables afin
d’etre sOrs que le temps de réponse du solveur n'est pesniséquence du choix chanceux de
I'heuristique qui aurait mené directement a une solution

2\/ersion 2003.
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CHAPITRE 4 : CALCUL ET EXPLOITATION DES ENSEMBLES STRONG BAMDOOR

Comme nous l'avons signalé dans la section précédetatet donné que le ratio est supérieur
a 2, les ensembles strong backdoor pour les deux classderdages de Horn et des formules
ordonnées sont identiques. C’est pourquoi dans le tallegunous ne précisons pas pour quelle
classe I'ensemble strong backdoor a été calcule, maiemsent le renommage utilisé: MC
pour minimisation du nombre de clauses\éf. pour minimisation du nombre de littéraux.

Dans ce tableau, chaque ligne fournit des données moyesumes0 instances. On peut y
trouver le temps nécessaire en seconde pour la résol{ftamps), le nombre de nceuds explorés
pendant la recherche (Nceuds), ainsi que la profondeur nuaxige I'arbre de recherche atteint
par le solveur pendant la recherche (MxD), et ceci pour lgis tnéthodes expérimentées. Nous
pouvons constater qu'a tout point de vue, I'exploitati@s @nsembles strong backdoor améliore
significativement les performances de Zchaff, et il senaileque plus la taille des problemes
augmente, plus I'approch¥ L se differencie en mieux de I'approciéC'.

Nous voyons que les ensembles strong backdoor contiennenbgenne 50% des variables
des instances aléatoires, ce qui nous permet d’avancaonmelexite de2"/2 dans le pire des cas.
Or, comme il a été remarqué dans [Audemard et al., 206Qjréfondeur de I'arbre de recherche
développé par un solveur sur une instance 3-SAT al@atnirseuil est bien inférieurerg/2, ce
qui pourrait laisser imaginer qu'il existe des ensemblesnst backdoor bien inférieur en taille.
Cependant, du fait des heuristiques de choix dynamiquss, fleut qua 00% des variables de
l'instance soient instancieées au moins une fois pendaeclaerche. Notre approche nous permet
de décider de la satisfaisabilité en ne s'intéressatit 50% des variables.

4.6.2 Instances eelles et industrielles

3En sachant que les deux classes ont produit les mémeatssult
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Instance s/U zchaff zchaff+SBy o zchaff+SBy zchaff+S Boyc zchaff+SBoa g,
tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds
9symmlgr_rcs ws U 0,06 1418 0,1 1405 0,1 1371 0,09 1176 0,09 1093
9symmlgr_rcs wé S 0,07 1303 0,1 1132 0,1 1092 0,11 1244 0,1 1218
alu2.gr_rcsw7 U 11,54 70064 | 9,1 49411 | 15,89 62096 | 12,75 55957 | 16,97 67533
alu2gr_rcsw8 S 0,19 684 0,23 643 0,22 492 0,22 591 0,22 516
apexigr_rcswb S 0,03 701 0,04 499 0,04 426 0,04 509 0,04 548
balancedhidden-...-01 - - - -- - - -- -- - - -- - - -- - -
balancedhidden-...-02 - -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
bf0432-007 U 0,02 841 0,09 1594 0,07 1331 0,08 1567 0,1 1785
bf1355-075 U 0,02 239 0,03 204 0,02 125 0,03 204 0,02 160
bf1355-638 U 0,02 206 0,02 167 0,02 102 0,03 300 0,03 274
bf2670-001 U 0,01 88 0,01 95 0,01 90 0,01 108 0,01 69
c499gr_rcswb U 0,06 1738 0,12 1883 0,1 1722 0,1 1590 0,08 1124
c88Qgr_rcswb U 0,13 1256 0,21 1203 0,2 1232 0,22 1361 0,18 1076
c88Qgr_rcs w6 U 2,02 30562 | 55,41 128987 | 77,55 145810 | 65,46 133296 | 69,5 143863
c88Qgr_rcsw7 S 0,21 3121 0,26 1113 0,24 950 0,3 1484 0,24 964
ca032 U 0,02 4628 0,12 6694 0,11 6350 0,11 5756 0,14 7119
ca064 U 0,09 20611 | 0,81 26568 | 0,79 26953 | 0,73 24779 | 0,71 25130
cal28 U 0,42 91141 | 7,41 144840 | 5,77 111993 | 5,81 113453 | 7,4 138236
clus-1200-4800-...-003 | S 380,17 | 601197 | 392,59 | 603506 | 532,56 | 763287 | - - - - 386,9 633071
clus-1200-4919-...-001 | S 13 127945 | 34,52 231548 | 40,04 244409 | 530,93 | 787796 | 88,96 349893
clus-1200-4919-...-003 | S 209,75 | 504095 | 26,75 209017 | 251,86 | 566146 | 170,62 | 441430 | 204,44 | 470170
cnt07 S 0,3 25103 | 1,43 34590 | 1,35 32123 | 1,5 32551 | 1,76 34032
cnt08 S 9,69 139736 | 28,98 215696 | 21,88 191570 | 24,42 203024 | 18,55 185133
dp03s03 S 0 59 0 87 0 44 0 41 0 35
dp03u02 U 0 25 0 24 0 18 0 20 0 13
dp04s04 S 0,01 198 0,02 189 0,01 127 0,01 118 0,01 133
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Instance s/U zchaff zchaff+S By o zchaff+S By yr, zchaff+S Boyc zchaff+SBoasr,
tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds
dp04u03 U 0,01 126 0,01 121 0,01 123 0,01 123 0,01 154
dp05s05 S 0,02 238 0,03 216 0,02 229 0,04 348 0,02 187
dpO5u04 U 0,04 407 0,05 369 0,05 472 0,05 457 0,05 414
dp06s06 S 0,05 715 0,25 1870 0,18 1237 0,11 883 0,49 3081
dpO6u05 U 0,19 1751 0,25 1655 0,29 1763 0,25 1562 0,21 1213
dp07s07 S 0,13 1052 0,19 1129 541 16571 | 0,14 930 0,84 4549
dp07u06 U 1,11 6990 1,6 6636 1,38 5532 1,29 5481 1,44 6113
dp08u07 U 33,16 80134 | 30,32 62577 | 46,53 79428 | 28,52 58346 | 25,91 57366
dp09s09 S 0,64 4670 2,21 5427 19,59 40603 | 72,41 113819 | 0,71 3024
dp10s10 S 377,69 | 449994 | 175,49 | 211362 | 206 225368 | 171,37 | 190503 | 32,92 58738
dplisil S 0,46 3943 243,42 | 215193 | 313,36 | 262402 | 39,13 52065 | 570,3 467945
dpl2s12 S -- -- -- -- -- -- 333,46 | 274302 | 2416,93| 1291718
example2gr_rcs w5 U 0,09 1866 0,3 2918 0,28 2546 0,13 1520 0,14 1507
ezfact2561 - 476,99 | 4769049 - - -- -- -- -- -- -- --
f2clk_50 - -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
fifo8_100 U 74,12 151084 | 264,06 | 105492 | 258,47 | 108329 | 355,34 | 141962 | 344,99 | 136466
hanoi4 S 1,35 15708 | 3,36 26585 | 5,54 37972 | 5,99 37772 | 1,06 11486
hanoi5 S -- -- 913,19 | 859670 | 784,78 | 769299 | 626,06 | 757422 | 2915,62| 1755395
hanoi6fast S 181,4 248892 | 1020,28| 766762 | 110,5 182502 | 1462,21| 825750 | 184,21 | 248646
hanoi6on S 360,95 | 456578 | - - -- 1589,42| 969210 | - - -- -- --
hgen2-v700-s504028057 - -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
hidden-k3-s2-r4-n700-03 S -- -- -- -- -- -- -- -- 1615,69| 1383956
ip38 U 3010,57| 1082808 2233,59| 650405 | 3077,5 | 808930 | - - -- -- --
ip50 U -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
k2fix_gr_2pinvarw9 U -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
okgen-c1300-v650-11...| S 0 431 0 194 0 166 0 178 0 165
okgen-c1400-v700-21...| S 0 442 0 206 0 202 0 208 0,01 187
okgen-c1750-v500-74...| S 0 299 0,14 2544 0,01 231 0,01 297 0,01 345

HOO@Yd ONOHLS SFTdWISNT S3FA NOILVLIOTdXT L3 TNITVO - ¥ FHLIdVYHO



96

Instance s/U zchaff zchaff+S By o zchaff+S By yr, zchaff+S Boyc zchaff+SBoasr,
tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds
okgen-c2100-v600-19...| S 0,01 333 0 127 0,01 379 0,01 293 0,01 177
okgen-c2100-v600-53...| S 0 209 0,01 291 0,06 1220 0,02 412 0,02 328
rand net40-25-1 U 0,25 2533 0,3 2720 0,38 2704 0,28 1985 0,26 2122
rand net40-25-10 U 234,93 | 442508 | 389,84 | 617079 | 198,15 | 420511 | 349,92 | 539019 | 277,88 | 456810
rand net40-25-5 U 198,08 | 344425 | 200,5 329849 | 40,99 132043 | 164,02 | 296932 | 62 169776
rand net40-30-1 U 1,06 8973 1,7 8716 1,95 10464 | 1,68 8281 1,85 9821
rand net40-30-10 U 58,9 177671 | 86,72 216328 | 104,62 | 267689 | 85,79 230904 | 87,27 222487
rand net40-30-5 U 29,86 111978 | 41,26 119423 | 41,95 121841 | 60,97 152623 | 50,25 133206
rand net40-40-10 U 137,57 | 311358 | 152,01 | 314143 | 151,21 | 297820 | 167,47 | 320576 | 137,8 285891
rand net40-40-5 U 53,46 133375 | 93,78 175079 | 56,07 127578 | 78,85 158466 | 82,52 156776
rand net40-60-10 U -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
rand net50-25-1 U 1,83 16206 | 2,25 11957 | 2,56 14847 | 2,09 13840 | 2,54 13945
rand net50-25-10 U 949,39 | 111473§ - - -- 1190,92| 1473959 1337,55| 1685493 1585,44| 1616574
rand net50-25-5 U 1023,63| 1003649 1217,02| 1144136 1380,47| 1135874 1832,24| 1401118 1140,09| 1123426
rand net50-30-1 U 2,02 11297 | 3,1 13513 | 2,45 11336 | 2,44 9620 3,06 12775
rand net50-30-5 U -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
rand net50-40-5 U 925,42 | 971865 | 904,65 | 873508 | 1757,23| 1262020 1931,45| 1361625 1622,49| 1165377
rand net50-60-1 U 0,91 4306 0,85 2508 1,71 4865 1,33 3727 0,78 2451
rand net50-60-5 U 3232,64| 1561844 - - -- -- -- -- -- 3099,29| 1349859
rand net60-25-1 U 9,37 53590 | 17,84 63317 | 27,44 81105 | 13,47 49608 | 12,54 | 49883
rand net60-25-10 - -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
rand net60-30-1 U 0,75 6194 0,87 4790 1,15 6219 1,24 6501 0,84 4196
rand net60-30-10 U -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
rand net60-30-5 U 1295,94| 1249286 727,51 | 833383 | 1034,97| 1085851 633,2 749447 | 1173,38| 1124490
rand net60-40-1 U 14,12 45403 | 7,54 23076 | 9,2 28213 | 8,31 24433 | 7,02 21481
rand net60-40-5 U -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
rand net60-60-1 U 10,72 38310 | 8,42 21223 | 5,36 13569 | 11,58 25282 | 12,82 27438
rand net70-25-1 U 113,36 | 228410 | 77,98 163133 | 49,6 126285 | 72,73 151790 | 164,66 | 267168
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Instance s/U zchaff zchaff+S By o zchaff+S By yr, zchaff+S Boyc zchaff+SBoasr,
tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds | tps(s) nceuds
rand.net70-25-5 - - - -- - - -- -- - - -- - - -- - -
rand.net70-30-1 U 4,34 22635 | 11,06 31227 | 8,01 25793 | 8,01 24073 | 13,55 35279
rand.net70-30-5 - - - -- - - -- -- - - -- - - -- - -
rand.net70-40-1 U 21,17 59838 | 32,91 62125 | 31,47 61951 | 24,97 51430 | 15,11 38029
rand.net70-40-5 - -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
rand.net70-60-1 U 6,32 18136 | 10,48 19723 | 12,93 23860 | 16,38 29544 | 9,85 19539
rand.net70-60-10 - -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
too_largegr_rcswb U 0,15 2467 0,23 2308 0,19 1596 0,2 1735 0,23 1937
too_large gr_rcs wé U 0,18 3641 0,61 5821 0,62 6267 2,87 21577 | 0,92 9703
too_largegr_rcs w7 S 0,15 2019 0,25 1765 0,24 1478 0,24 1603 0,22 1371
too_large gr_rcs w8 S 0,14 790 0,18 640 0,22 1016 0,23 1222 0,21 894
too_largegr_rcs w9 S 0,15 994 0,23 919 0,24 883 0,22 854 0,22 782
unif-c1000-v500-s13... | S 0 328 0 151 0 142 0 154 0 144
unif-c1300-v650-s42... | S 0 431 0 204 0 177 0 190 0 179
unif-c1400-v700-s18... | S 0 459 0 208 0 195 0 203 0,01 196
unif-c2450-v700-s13... | S 0,02 755 0,01 302 0,03 649 0,05 895 0,05 995
unif-c2450-v700-s14... | S 0,01 219 0,1 2101 0,03 634 1,01 12742 | 0,05 1243
unif-c2600-v650-s20... | S 10,76 83141 | 274,48 | 468181 | 0,43 7053 250,03 | 450142 | 11,48 76866
unif-r3-v700-c2100-02 S 0 343 0,01 181 0,01 183 0,01 185 0,01 191
unif-r4-v700-c2800-03 | - -- -- -- -- -- -- -- -- -- --
vdagr_rcsw7 U 24,04 101515 | 71,94 143310 | 50,62 120371 | 60,7 115218 | 49,14 111084
vda.gr_rcsw8 S 204,18 | 384921 | 684,72 | 703527 | 745,87 764,88 | 753326 | 681,23
vdagr_rcsw9 S 0,35 3316 0,8 3142 0,72 2755 0,78 3170 0,65 2235
w1045 U 5,47 18765 | 17,13 21489 | 15,19 18780 | 17,37 21417 | 15,95 19408
w1060 U 27,46 51535 | 122,52 | 82879 | 129,99 | 85195 | 135,06 | 86095 | 124,31 | 73015
w1070 U 178,49 | 137310 | 282,19 | 145002 | 427,46 | 167610 | 277 126026 | 511,79 | 201524
w1075 S 90,55 126213 | 323,09 | 174081 | 154,88 | 101746 | 324,86 | 181654 | 214,23 | 137091

TAB. 4.5 — ZChaff sur les instances issues des compétitionsp#dedentes
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4.7 Ensembles strong backdoor pour les formules bien irabég

Nous avons ensuite expérimenté la résolution d’'inganssues des précédentes compétitions
SAT en exploitant les ensembles strong backdoor. Le tabléaindique les résultats que nous
avons obtenus sur une partie de ces instances, en utilesahsembles strong backdoor calculés
pour les deux classes de formules de Horn et de formules nedsra I'aide des deux méthodes uti-
lisant les renommages orientés nombre de clause&{) et nombres de littéraux{(/ L). Enfin,
la colonneS/U nous renseigne sur la satisfaisabilité éventuelle dstéince § pour satisfaisable
etU pour non satisfaisable).

Ce que l'on peut en conclure, c'est que I'exploitation deseembles strong backdoor en
général semble améliorer soit le temps de résolutioit|astaille de I'espace de recherche (nombre
de noeuds). Il semble néanmoins difficile de conclure querlsesmbles d’une classe sont plus per-
tinents que ceux d'une autre. Nous constatons que celad&saucoup de l'instance considérée,
comme le montre les instancesnd net

4.7 Ensembles strong backdoor pour les formules bien imbrigees

Nous montrons dans cette section pourquoi la taille desngnises strong backdoor pour
les formules bien imbriquées, notés ensembles stimtgiqué-backdoor par la suite, pour des
problémes 3-SAT générés aléatoirement au seuil diedif 4.25 sera au minimum égale a 60%
de 'ensemble des variables du probleme.

Il est précisé dans [Knuth, 1990] que le nombre maximueatédiients (litteraux) présents dans
un ensemble de formules bien imbriquées ne peut dépassern, avecn le nombre de variables
booléennes et le nombre de clauses. Ce qui signifie que dans un proble®AT, pour qu’un
ensemble de formules soient potentiellement bien imegglselon un ordre donné, il faut s’assu-
rer que :km < 2m +n, Soit im < 5.

Pour un problem8-SAT, cela signifie que: < n. Dans le cas de problemes générés aléatoirement
ceux-ci représentent des problemes triviaux en gémaraes problemes-SAT aléatoires diffi-
ciles ont un rapport entrex et n de I'ordre de4.25. En d’autres termes, un problen3eSAT
aléatoire au seuil ne peut en aucun cas étre un ensemblaeuses bien imbriquées.

Quel serait la taille d’'un ensemble strong backdoor pouetiegroblemes ?

Le nombre total de litteraux d’'une instan8eSAT au seuil de difficultél.25 est de I'ordre
de4.25 x 3 x n, soit12.75n. En admettant qu’elles soient équitablement répaitisaurait en-
viron 6.35 occurrences positives et autant de négatives de chaqiablearEn interprétant une
variable (quelle que soit la valeur choisie), nous dimifres de6.35 le nombre de clauses.
Ainsi, en supposant que cette quantité ne change pas asidmterprétations successives (nous
considérons que nous supprimons toujoldd clauses a chaque interprétation), nous pouvons
dire qu'aprésre interprétations, il reste. — x variables a instancier et — 6.35x clauses (avec
m = 4.25n). L'ensemble des clauses ne pourront &tre bien imbrigjg@e lorsque nous aurons :
4.25n — 6.35z < n — z, Soitx > % = z > 0.6n. |l faudra donc au minimum interpréter 60%
des variables pour que la formule simplifiée ait une char&gedune formule bien imbriquée, ce
qui signifie gu’'un ensemble stromapbriqué-backdoor contiendra au minimum 60% des variables
du probleme, d’autant que rien ne dit qu'une fois qu'il eeatmoins de clauses que de variables,
la formule soit bien imbriquée pour un quelconque ordre.

Nous en déduisons donc que la classe des formules bienjuées n'est pas une bonne can-
didate pour le calcul d’ensemble strong backdoor sur deéannss aléatoires. De plus, étant donné
gu’il n’existe aucun moyen de trouver un ordre pour lequed tormule soit bien imbriquée, cette
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classe n’est malheureusement pas exploitable en pratique.

4.8 Conclusions et perspectives

4.8.1 Conclusions

L'identification et I'exploitation des structures cack&ans un probleme SAT sont des clés
permettant de contrecarrer I'explosion combinatoire désalution. Il arrive néanmoins que cette
identification soit elle méme difficile a réaliser de nmenei exacte. C'est le cas des ensembles
strong backdoor, pour lesquels les méthodes exactesmpeinmiter des instances contenant plus
de 50 variables.

Nous avons proposé dans ce chapitre une méthode pouteratias ensembles strong-
backdoor poutF dans{ Horn, Horn-renommable, ordonnée et ordonné-renomnmadesé sur
une méthode de recherche locale permettant de traitensesices contenant plusieurs milliers de
variables. Cette méthode se déecompose en deux étapealcidt d’'un renommage permettant de
minimiser soit le nombre de clauses non Horn (resp. non areles) ou bien le nombre de littéraux
positifs présents dans la partie non Horn (resp. non orgenrsuivi du calcul de I'ensemble strong
backdoor a partir de la formule renommée.

Nous avons constaté que le calcul du renommage en pténtet permettait de réduire si-
gnificativement la taille des ensembles strong backdoomBeae, la minimisation du nombre de
littéraux dans la partie non Horn de la formule renomméeranis également de réduire encore
la taille des ensembles strong backdoor par rapport a lamisation du nombre de clauses de
la partie non Horn. Enfin, le passage aux formules ordonre@dsnsion naturelle des formules
de Horn, nous a permis de réduire encore la taille des erssmbyong backdoor sur certaines
instances réelles ou industrielles, tout en garantisgamtdans le pire des cas, cette taille ne serait
pas augmentée.

L'exploitation des ensembles strong backdoor que noussakealisé pour la résolution pra-
tique des instances SAT nous a mené aux constatationsisvdout d'abords d'un point de vue
général, il parait difficile de dire quel renommage, erttelui minimisant le nombre de clauses et
celui minimisant le nombre de litteraux, mene a de meierésultats. En effet, sur les instances
reelles comme aléatoires, les performances des solegptsitant les ensembles strong backdoor
sont équivalentes, bien que les ensembles strong backd@nt plus petite avec le renommage
minimisant le nombre de littéraux. Peut-étre est-ce dua@nbre de clauses non Horn (ou non
ordonnées) qui est plus important pour ce renommage.

Les performances pour la résolution d’'instances réealleindustrielles sont assez mitigées.
Nous avons constaté que sur certaines classes les gaiesps pouvaient &tre importants alors
gue sur d’autres classes on note méme des pertes. Néand®maniere générale, le nombre de
nceuds parcourus est inférieur lorsque les ensemblegdtamkdoor sont utilisés.

Concernant les instances aléatoires, la taille moyenseedsembles strong backdoor est
légérement inferieure & 50% de I'ensemble des varsaihés instances. Les performances en terme
de temps, aussi bien en temps qu’en nombre de nceuds, semeetimeilleures sur ces instances.
En effet, nous avons pu constater un gain de plus de 20% poésddution des instances a 300
variables.

La méthode de calcul d’ensembles strong backdoor que narss goroposé s'avere donc
efficace et capable de traiter des instances de grandesstdilexploitation que nous avons fait
des ensembles strong backdoor lors de la résolution r¢aygant a elle intéressante surtout sur
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les instances aléatoires ou des gains substantielg@®rié@isés.

4.8.2 Perspectives

A T'heure actuelle, nous envisageons deux suites possibdesiner a ces travaux.

Extensiona d’autres classes polynomiales

Le probleme de calcul d’ensembles strong backdoor de tailhimale est un probleme dif-
ficile. L'utilisation de méthodes de recherche locale poercalcul nous a permis de le rendre
praticable pour un certain nombre de classes polynomiales.

Le premiére perspective que nous envisageons pour cesukasoncerne le calcul d'en-
sembles strong backdoor pour d'autres classes polynasniBleus pensons en particulier aux
formules presque Horn ou presque ordonnées. L'idée stnaicalculer le meilleur Horn renom-
mage d’'une formule a I'aide de WalkHorn, puis de relancgrteessus sur la partie non Horn et
ainsi de suite jusqu’a I'obtention d’un point fixe. Ceciiet a calculer le reste itéré de la formule
[Luquet, 2000]. Il resterait ensuite a calculer un ensenddlong backdoor sur ce reste itéeré et a
trouver un moyen d’obtenir un ensemble strong backdoor derfaule d’origine en partant de
celui-ci.

Les ensembles strong backdoor et le probime Max-SAT

La seconde perspectives que nous envisageons consisémdiecle concept d’ensembles
strong backdoor au probleme d’optimisation Max-SAT. Gefamnt, elle se heurte a un probleme de
taille : il n’existe pas de classe polynomiale connue poprédleme Max-SAT a I'heure actuelle.

En effet, toutes les classes polynomiales connues poupldgme de décision de SAT ne le
sont plus lorsque I'on s'intéresse au probleme d’optatiisy Max-SAT. C’est le cas notamment
pour les clauses binaires et les clauses de Horn qui sonskdm la quasi-totalité des classes
referencées [Creignou et al., 2001]. Cependant, bienmgu polynomiale dans le pire des cas, le
probleme Max-SAT pour un ensemble de clauses de Horn degavoir &tre traité en exploitant
les propriétés de ces formules, en I'occurrence la ctaista qu'un ensemble de clauses de Horn
qui ne contient pas de clause unitaire positive est satétfiie.

Voici comment exploiter cette propriété : comme pour lelppeme SAT ol nous utilisons un
algorithme de type DPLL en le for¢cant a choisir ses vagaldle branchements dans un ensemble
strong Horn-backdooB, nous utiliserions un algorithme classique de tiavanch & Boundque
nous forcerions a brancher sur les variables de I'ensestldag backdoor. Une fois toutes les va-
riables deB interprétées, siil n'y a pas de clause unitaire posititers la borne supérieure comp-
tant le nombre minimum de clauses falsifiees peut étresabaa la valeur courante du nombre de
clauses falsifiees car le reste de la formule peut étrefati. Cela éviterait d’énumérer sur les
variables restantes. Dans le cas ou il y aurait des claustsras positives, le choix des variables
de branchements seraient orienté vers les variables @ppant dans ces clauses unitaires posi-
tives jusqu’a ce qu'il n'y en ai plus. Quand il n’y aura plus clauses unitaires positives, le méme
traitement sera appliqué sur le borne supérieure.

Force est de constater que dans le pire des cas, il y auraadesgslunitaires positives jusqu’au
bout de I'enumeération, ce qui nous empéche d’avancerasmeplexite en®(2!%!) pour cette
méthode qui reste e (2"). L'intégration de ce traitement particulier dans un salvilax-SAT
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performant devrait permettre de déclencher des retaiéras plus tot et a moindre codt. Un tel
solveur est en cours de développement, il est basé sulvkusmaxsat4Li et al., ].
Cette méthode pourrait également exploiter les ensesrdbdteng ordonné-backdoor.
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Chapitre 5

Voisinage consistent pour le proldme
SAT
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5.1 Introduction

Larecherche locale est un des paradigmes fondamentauiga@solution de probleme a forte
combinatoire comme le probleme SAT. Elle constitue la lzseertaines méthodes de résolution
les plus efficaces pour des problemes de grande taillefatildifrencontrés dans beaucoup d’ap-
plications réelles. En dépit des avancées considésalds méthodes completes, les méthodes de
recherche locales représentent la seule issue pratipablerésoudre ces instances de taille im-
portante et complexes.

La plupart des méthodes de recherche locale sont baséasesaxploration partielle de I'es-
pace de recherche [Selman et al., 1992b, Hoos et Stiit2)d].2Blus précisément, elles partent
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d’'une interprétation complete (de toutes les variableprdbléme) inconsistante générée aléatoi-
rement ou a I'aide d'une heuristique, et tentent de lan@pen effectuant des changements mi-
neurs sur cette interprétation candidate. Typiqguemess,changements sont opérés en inversant
la valeur de vérité de certaines variables jusqu’a cel@uterprétation devienne un modele de la
formule CNF. Le choix de la variable dont la valeur de &gt changée peut &tre réalisé selon
plusieurs heuristiques, généralement dépendantesmbne de clauses satisfaites.

Une des améliorations les plus importantes pour ces rdéthoonsiste a intégrer une stratégie
de « marche aléatoire pendant la résolution, produisant I'algorithridéalkSatet ses variantes :
Novelty, Novelty+, R-Novelty and R-Novelty+ [Selman et, 41994] [McAllester et al., 1997]

[Hoos, 1999] [Hoos et Stiitzle, 2000]. Ces méthodes otenit"la marche aléatoire en mo-
difiant une valeup (paramétre de bruit), permettant d’introduire une phasealigersification a
une phase d’amélioration stricte de la valeur de la fomctibjectif (méthode de descente). Plus
recemment, dans [Li et Huang, 2005], un nouveau mécardende/ersification a été proposé, per-
mettant de faire des choix déterministes aux lieux diaiéas pour élargir I'espace de recherche
parcouru, assurant systématiguement une amélioratda dolution courante. Les méthodes de
recherche locale intégrant une phase de diversificatibataire sont appeléeséthodes de re-
cherche locale stochastiques

Les dernieres méthodes de résolution du probleme S#&rafun large panel de méthodes de
recherche locale. Par exemple, Mazatal. ont introduit un algorithme basic de recherche taboue
pour SAT, TSAT [Mazure et al., 1997], ou une longueur optande la liste taboue est mise en
evidence pour les instances K-SAT aléatoires difficiles.

Hirsch et Kojevnikov [Hirsch et Kojevnikov, 2005] ont déeppé un solveur SAT efficace,
UnitWalk, en combinant une recherche locale et un procgglamination des clauses unitaires.

Lardeuxet al. [Lardeux et al., 2005] ont introduit une logique tri-vaduéans laquelle la va-
leur indétermirée est ajoutée. Ce formalisme a permis de concevoir un algodtde recherche
locale manipulant a la fois des interprétations paskt complétes, et d’'introduire de nouveaux
mécanismes de diversification et d'intensification.

Dans [Smyth et al., 2003], Smy#t al. ont introduit un nouvel algorithme de recherche locale
stochastique, Iterated Robust Tabu Search (IR0OTS) poupldgme MAX-SAT (la version d’op-
timisation du probleme SAT), qui combine deux méthodesedherche locale , Iterated Local
Search (ILS) [Ramalhinho-Lourenco et al., 2000] et Roba&tu Search (RoTS) [Taillard, 1991].

Enfin, dans [Pham et al., 2007], un moyen original d’exptdaestructure des problemes SAT,
en particulier les chaines d'équivalences, générafgrmtégré au solveurs complets, a été intro-
duit dans les solveurs incomplets. Cette nouvelle métistaeere trés efficace sur les instances
structurées.

Tous ces algorithmes, excepté celui utilisant la logigiseatiuée [Lardeux et al., 2005], auto-
risent la falsification de certaines clauses en visitantritegprétations inconsistantes et complétes.

Dans ce chapitre, nous proposons un nouvel algorithme derere locale pour SAT ap-
pele CN-SAT qui ne visite que des interprétations partielles conststa Au lieu de générer
une interprétation compléte et inconsistante, il esdaieonstruire un modeéle en affectant les va-
riables une a une a la maniére d'une méthode compléteq@: fois qu’un conflit survient, alors
gu’'une méthode compléte aurait déclenché un retaigrar(backtrack), notre méthode libére un
ensemble minimum de variables impliquées dans les cldat®fées pour restaurer la consis-
tance. Ainsi, pour une interprétation partielle donnés,mécanisme ne visite que \Jeisinage
consistantde l'interprétation courante. Cette idée a été imitdans le cadre des CPS binaires
[Vasquez et al., 2005].
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Pour s’assurer que notre méthode n’instancie et ne lipasetoujours les méme variables,
nous couplons notre algorithme avec une liste taboue [GleiMeaguna, 1997] pour laquelle nous
verrons expérimentalement que la durée du statut tatadw tenureen anglais) peut étre empi-
riquement fixée. Ces expérimentations montreront aussiogtte méthode peut étre efficace sur
plusieurs classes d’'instances, et résout méme des @estpre R-Novelty+ ne résout pas.

Ces travaux ont donné lieux aux publications suivantearigfet al., 2007a], [Habet et al., 2007].

5.2 Préeliminaires

Consistance locale

Pour une CNEZ, une interprétation partielle d'un ensemble de variables V(X)) est loca-
lement consistante si et seulement si aucune clause inaplides variables d& n’est falsifiée.
De plus, une interprétation partielle qui ne peut pas d@ppara un modele est umgood

Recherche taboue

Une recherche taboueR{") est une méta-heuristique congue pour aborder les qmods’
d’optimisation combinatoires [Glover et Laguna, 1997].n@airement aux approches purement
aléatoires,RT est basée sur la croyance qu’une recherche intelligentaitiénclure une forme
plus systématique d’exploration, basée sur une ménedite apprentissage adaptatifsl” peut
étre décrite comme une forme de recherche dans un voesiaaec un ensemble de composants
critiques et complémentaires.

Pour un probleme d’optimisatiofS, f), caractérisé par un espace de rechetgl{eomposé
des interprétations possibles) et une fonction objettifin voisinageN est introduit, qui asso-
cie a chaque interprétationde S un sous-ensemble non vidé(s) de S. Un algorithmeRT
typigue commence avec une interprétation initialdanssS, puis visite successivement une série
de « meilleures» interprétations locales en suivant la fonction de voigmai\ chaque itération,
un des meilleurs voising' € S est sélectionné pour devenir I'interprétation coueamiéme sk’
n'améliore pas l'interprétation courante du point de dada fonction objectif.

Pour éviter I'apparition de cycle lors du parcours de l&sp de recherche, et permettre a la
recherche de quitter des optimums locaux, une liste tabstiateoduite. Ceci ajoute une compo-
sante mémoire a la méthode. En effet, une liste taboustimai un historique sélectionri&, com-
posé des interprétations visitées préecédemmentlusg@néralement, certains attributs pertinents
de ces interprétations. Une stratégie simple consista@echer les interprétations contenues dans
H d'étre considérées a nouveau pour keprochaines itérationsk(est appelé lalurée taboug
Cette durée peut varier en fonction des differents @#éet dépend généralement du probleme
consideréA chaque itérationRT cherche le meilleur voisin dedans\ (H, s) maintenu & jour
dynamiquement, au lieu d¥ (s) lui-méme.

Quand les attributs des interprétations sont enregislens la liste taboue au lieu des in-
terprétations elles-mémes, la liste taboue peut emgréchrtaines interprétations non visitées,
mais néanmoins intéressantes, d'etre considérées.ciiteres d’aspiration peuvent &tre utilisés
pour palier ce probleme. Le critere d’aspiration le pliifiaeé consiste a annuler le statut tabou
d’'un mouvement qui aboutit a une interprétation meikegue toutes celles obtenues jusqu’a lors.
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5.3 Composants d&' N-SAT

Nous allons décrire dans cette section la méthode que paysosons (¢ N-SAT) pas a
pas. Nous commencons par les définitions d'interpi@atipartielles et de la notion de voisinage
consistant, puis nous détaillons les differents compissde I'algorithme que nous proposons.

5.3.1 Interprétation partielles

Dans la plupart des algorithmes de recherche locale (RLj B&d, une interprétation est
une interprétation de toutes les variables du problertespace de recherche correspond a I'en-
semble de toutes les interprétations qui sont soit destasdsoit des interprétations qui menent
a une contradiction. Dans le cas d'une instance SAT\ariables, une interprétation peut &tre
représentée par un vecteur de dimension = (v1, va, ..., v,) telquevi =1---n,v; € {0, 1}
est la valeur de vérité de la variabie

Comme nous lI'avons annoncé dans la section 1, dans notreciygn’espace de recherche est
constitué dinterprétations partiellesotéess; = (v, , viy, .., “ini) oun; variables sont instanciées
(n; = |s;| < n). Dans ces interprétations, les variables non encoranoges sont affectées a la
valeurindétermiréew.

5.3.2 Voisinage consistant

Les algorithmes de recherche locale classiques remplaceninterprétatiors par une nou-
velle interprétation obtenue en opérant un mouvemeng na(z;, v;), qui modifie la valeur
courante de la variable; de s[z;] a v;. Dans notre approche, nous définissions un mouvement
comme suit : tout d’abord, les mouvements ne s’appliquei@uywariables libres (instanciées a
la valeuru). Ensuite, ils sont suivis par une restauration de la ctarsi® qui libere au moins une
variable par clause falsifiee. Lensemble des interpidta ainsi atteintes représente le voisinage
consistant de.

De cette maniére, seules les interprétations localeroemsistantes sont évaluées davis
interprétations qui peuvent étre distantes les unes akessapar plus d’une affectation. Pour res-
ter concis, nous conserverons la notatiam(z;, v;) pour la nouvelle définition d'un mouve-
ment, mais un tel mouvement consiste en un ancien mouvedie@tementaireymuv(z;, v;) SUivi
éventuellement d’'un certain nombre de mouvements de tadotv(z;, u) nécessaires a la res-
tauration de la consistance.

5.3.3 Evaluation du voisinage

Les méthodes de recherche locale comme WalkSat partam diterprétation générée aléatoi-
rement, qui est compléte et inconsistante, et tentent déparer jusqu’a satisfaire toutes les
clauses. En conséquence, la fonction objectif est cellangximise le nombre de clauses sa-
tisfaites, et le passage d’'une interprétation & une astrguidé par la valeur de cette fonction.

Dans I'approche” N-S AT, le critere d’évaluation d’une interprétation éstnombre de va-
riables instandeesdanss. Ainsi, la fonction objectif & maximiser egt= |s|. Cependant, plutdt
gue d'évaluer un mouvement en comptant le nombre de vesabktanciées apres I'avoir ef-
fectué, nous calculons le nombre de variables libérees mouvement est effectué. En effet, la
difficulté réside dans le fait de libérer le moins de valig possible a chaque mouvement, ainsi,
une fois les variables a libérer connues, avec leur noymwas pouvons immédiatement savoir
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combien de variables seront instanciées au total aprasceement. Pour ce faire, une fonction
J est calculée.

Algorithme 9 evaluate N
Fonction evaluate N
Entrée : Une interprétations et une formule CNFEC
Sortie : La liste des meilleurs mouvement possible pour amélierer
1§ tab o pbVar(X);
2: Leand < 0;
3. pour toutz; € s, tel quer; = u faire
4:  pour chaquek € {0, 1} faire
5 si (z;, k) n'est pas taboalors
6: sid(z;, k) < §tabv alors
7
8
9

Sotabu 5(1,“ k) :

min

Leand < (l'h k) ;

sinon
10: sid(xzy, k) = §1a% alors
11 Lcand < Leana U {($Z7 k)} ;
12: fin si
13: fin si
14: fin si
15:  fin pour
16: fin pour

17: retourner L. nd

Plus précisement, si est l'interprétation obtenue a partir deen appliquant le mouvement
muv(z;, k) alorsd(z;, k) retourne le nombre de variables déja instanciées qonsdibéréesi(e.
affectées &) si x; est affectée &, £ € {0, 1}. L'évaluation du voisinage d’une interprétation
est réalisée par I'algorithme 9, d{ji**“ est la valeur minimale dé biaisée par le statut tabou de

certaines variableise. seuls les mouvements non tabous sont considérés.

5.3.4 Calcul ded
Exemple

Rappelons que la valeurcorrespond au nombre de variables qui doivent étre dier(af-
fectées au) pour un mouvement donné.
Par exemple, considérons I'ensemble des clauses suivant :
(c1) : ~xy Vo V-oxyV-xg (c2):—xyV-zs
(63) txo V xg VvV xy Vo xy (04) txo V xg V xs
(c5) : ~wg V —7 V 24 (cg) : ~xg V x4
(67) toxg VvV x7r Vs (Cg) :xg VI
et l'interprétations suivante :s = (1, z9, r3, 24, T5, 6, 7, 28) = (1,0,1,u,u,1,1,1), ou
les variablese, etz sont libres.
Avant d’évaluer les differents mouvements, donnons léetale vérité duv pour la logique
tri-valuée{0, 1, u} :
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<

E PP PP PFROoOKL

f f P OFRL P OOR
f P, O P O Fr Ok

TAB. 5.1 — Table de vérité du pour la logique tri-valuée.

Au regard de ce tableau, toutes les clauses de notre exemgpieemt la valeui: pour I'in-

terprétations, nous devons donc calculépour les affectations des variablegsetzs al et0:

— d(z4,1) = 1 cela signifie que si I'on affectait la valeuwrrai a =4 nous devrions libérer
unevariable pour restaurer la consistance :igi En fait, affecterxy avrai falsifierait les
clauseqc;) et(c3). La libération der, supprime cette falsification.

— §(z4,0) = 2 : si x4 était affectée aux nous devrions libéredeuxvariables :z¢ et zg
sinon les clause§:;) et (cg) seraient falsifiees.

— (zs5,1) = 2, 21 etxq devraient &tre libérées sinon les clauges et (c,4) seraient falsifiees.

— d(x5,0) = 2, x4 etxg devraient &tre libérées pour éviter de falsifier lesisks(cr) et (csg).

Apres cette évaluation, le mouvement sélectionné [aération courante devrait minimiser la
valeur ded. Ainsi, muv(zy4, 1) serait sélectionné (aty est affecté arai etz awu). Notons que cet
exemple ne prend pas en compte le statut tabou des diémemivements.

Algorithme d’ évaluation approchee ded

Calculer I'ensemble minimal des variables a libérereapune affectation est équivalent au
probleme du calcul d'un transversal minimal (minimal Hig-Set) d’'un hypergraphe, qui est NP-
difficile [Kavvadias et Stavropoulos, 2005].

Reprenons I'exemple précédent, affectgra vrai falsifie les clausesc;) et (c3) et satis-
fait (c5) et (cg). Pour maintenir la consistance, nous devons sélectiammeombre de variables
apparaissant daris; ) et(cs) (exceptér, pour ne pas boucler).

Sion réduit(c; ) et(cs) en supprimant,, on obtient les sous-clausgg) : —z1 V z2 V —xg et
(ch) : o V mx3 V —x7 qui sont falsifiees. On peut les représenter par un hypaphgG = (V. E)
ouV = {1, x9,x3,z¢, 27} €st 'ensemble des sommetset= {(z1, z2,x¢), (v2,x3,27)} €st
I'ensemble des hyper-aretee. chaque hyper-aréte représente une clause. Le trankwarseal
de I'hypergraphé& est 'ensembl€ z, }. Pour approximer cet ensemble minimal, nous utilisons un
algorithme glouton simple basé sur le degré des sommetsal§orithme choisit successivement
le sommet ayant le degré le plus fort dans les hyper-aratestraitées, puis le retire et marque
les hyper-arétes le contenant comme étant traitées.r@eqé est répété jusqu'a ce que toutes
les hyper-arétes sont diminuées d’au moins un sommetskimble des variables associées aux
sommets qui ont &té retirés constitue notre ensemblé@malrde variables a libérer. L'algorithme
10 décris cette méthode.
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Algorithme 10 Approx Min Hitting-Set

Fonction ApproxMinHittingSet

Entrée : x; : une variablek : une valeur booléenng; : une formule CNFs : une interprétation

partielle (modele en cours de construction)

Sortie : un ensemble de variables dont la taille est la plus petitsiblesa libérer pour restaurer

la satisfaisabilité d&, si on étend le modele partielavecz; < k.

MinTrans < (; {le futur transversal minimél

SC « toutes les clauses falsifiees par I'affectationzgd@ & ;

retirer z; (ou —x; en fonction de la valeur de) de chaque clauses &' ;

entier fized[|SC|]; {un tableau déSC| entierg

pour chaque clause € SC faire
fized[c] < 0;

fin pour

pour chaque clause € SC telle que pour chaque clausec SC (¢ # ), cnN ¢ = () faire
MinTrans «— MinTransUchoose_var_in_clause(c) ; {Sélection de la variable a libérer
pour éviter I'inconsistande

10:  fized|c] < 1; {la clausec n'est plus falsifieg¢

11: fin pour

12: tant que Jc € tel que fized|c|] = 0 faire

13:  Soitl € SC tel queVl’ € SC,1 # I',Occ(l) > Occe(l") {Occ(l) désigne le nombre de

clauses d&C dans lesquellesapparai}

14:  pour chaque clause € SC telle quel € ¢ faire

15: fized|c] — 1;

16:  fin pour

17. MinTrans — MinTrans Ul {Plus précisement la variable associéé a

18: fin tant que

19: retourner MinTrans

Algorithme d’ évaluation exacte dej

Parallélement a I'algorithme glouton, nous avons déweé un algorithme de calcul exact pour
o0 décrit par I'algorithme 11. 1l commence par initialiser cartain nombre de structures (lignes
1 & 9), puis traite les clauses indépendants choisissant arbitrairement, pour chacune d’elles,
une de leur variable a libérer (fonctiethoose_var_in_clause(c)). Ensuite un algorithme simple
de Branch & Bound est appelé (cf. algorithme 12) pour finipdeduire I'ensemble minimal de
variables a libérerd). Pendant sa construction, cette ensemble est appgléans les algorithmes
1let12.

5.3.5 Gestion de la liste taboue

Nous avons décrit une méthode utilisant des mouvements-atwibuts (impliquant plu-
sieurs variables), pouvant ainsi produire des cycles daspdce de recherche. Pour éviter de
tels phénomeénes nous introduisons une liste taboue deemmants interdits. Avant de détailler

INous considérons indépendantes les clauses dont Esiliit qui les composent n'apparaissent dans aucune autre
clause.
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Algorithme 11 Exact Min Hitting-Set
Fonction ExactMinHittingSet
Entrée : x; : une variablek : une valeur booléenng; : une formule CNFs : une interprétation
partielle (modele en cours de construction)
Sortie : un ensemble de taille minimale de variables & libérer pestaurer la satisfaisabilité de
3, si on étend le modele partiglavecx; < k.
SC < toutes les clauses falsifiees par I'affectationrg@ & ;
retirer z; (ou —x; en fonction de la valeur de) de chaque clauses &' ;
SL — (; {un ensemble vide de littérapix
MinCover «— 0; {le futur transversal minimal
B —|SC| + 1; {la taille du transversal minimal dans le pire des}cas
entier fized[|SC|]; {un tableau déSC/| entierg
pour chaque clause € SC faire
fized[c] — B;
fin pour
: pour chaque clause € SC telle que pour chaque claugec SC (c # ), cN ¢ = () faire
SL — SL U choose_var_in_clause(c); {Sélection de la variable a libérer pour éviter
I'inconsistancé
12:  fized|c] < —1; {la clausec n’est plus falsifie¢
13: fin pour
14: ¢ < premiere clause d&C telle quefized|c] # —1;
15: pour chaque littéral dec faire
16:  MinHittingSet(SL U [,0, B,l, SC, fixed, HS);
17: fin pour
18: MinCover «— HS;
19: retourner MinCover

ol
P o

les spécificitées de cette liste, rappelons d’abord qu'eavementnu(x;, v;) consiste en l'affecta-
tion dewv; ax;, puis la libération de variablesz;, , ..., z;,. pour pallier la falsification de certaines
clauses. Si un tel mouvement est appliqué alors les mouwsmev(z;,,v;, ), ..., mv(xj,, vj,)
seront considérés tabous durant un certain nombreafitds pour éviter de libérer; trop tot.

Par ce procédé, nous rendons tabou toutes les valeursidblea libérées qui sont en conflit
avec la nouvelle valeur de;. Nous définissons dynamiquement la durée de l'intewficti’'une
affectation de la variable;,, a la valeurv;, en fonction du nombre de fois aty, a été affectée
a vy, depuis le début de la recherche. Ce nombre que nous ngiens$xy, v) correspond a la
frequence du mouvementu(zx, vy, ). A chaque itérationter, nous fixons le statut tabou pour
chaque couple (variable,valeur) des variables libéd&esbou(x;, k) = iter + o x freq(z;, k),
ou k est la valeur a laquelle la variablg était affectée avant de la libérer @test un coefficient
utilisé pour paramétrer la longueur de la liste tabouenshile statut tabou du couple:;, v;)
est proportionnel a la frequence a laquetlea été affectée a; depuis le début de la recherche
et 'empéche donc d'y étre affecté trop souvent. Paeaill, le statut tabou d’un mouvement
mu(x;,v;) tel ques’ = s+mu(z;,v;) est annulé sjs’| > |s*| (ou s* est l'interprétation la plus
complete obtenue depuis le début de la recherche). Ceeispmnd au criterd’aspiration Dans la
fonctionevaluate N, la conditionn’est pas taboworrespond &tabu(z;, k) < iterV|s'| > |s*|).
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Algorithme 12 Min Hitting-Set
Procédure MinHittingSet
Entrée : SL : un ensemble de littérauxdepth, B : entier,l:t : un littéral, SC : un ensemble de
clausesfized[|SC|] : entier, HS : un ensemble de littéraux.
Sortie : HS : un des plus petits transversaux minimauxie, et B : sa taille.
1: si |SL| < B alors
2:  pour chaque clausede C'S telle quelit € c et fixed|c] > depth faire

3: fized[c] «— depth;

4:  fin pour

5. siiln’y aplus de clause falsifiéalors

6: B —|SL|;

7: HS «— SL;

8  sinon

o: ¢ < premiére clause d8C telle quefized|c] > depth;
10: pour chaque littéral dec faire

11: HittingSe(SL U, depth + 1, B, I, SC, fized, HS);
12: fin pour

13:  finsi

14: fin si

5.3.6 Diversification et intensification

Le but de la diversification est d'aider la recherche a quiits minima locaux de la fonction
objectif. Dans ce but, nous introduisons un procédé dersiification simple, mais souvent effi-
cace, qui consiste a redémarrer la recherche avec unelwinterprétation partielle et consistante
differente de la précédente. Cette nouvelle tentataeceompagne toujours d’'une initialisation de
la liste taboue a vide. Plus précisément, nous autaismnnombre fixé de tentatives, et a cha-
cune d’elles, la recherche taboue explore I'espace de m&uda’'un point initial (interprétation)
different des précédents essais.

Par opposition a la diversification, I'intensification terde concentrer la recherche dans des
zones prometteuses de I'espace de recherche. Pour atte@diut, nous vidons la liste taboue,
augmentons le coefficient (pour augmenter la durée de restriction des mouvementaitabet
nous relangons la recherche a partir de la meilleur smiutiouvées*. La phase d'intensification
est appelée sous deux conditions : tous les mouvement&lagmdont tabous(.,,,; = (), ou un
certain nombre d'itérations préalablement fixé estimttte

5.3.7 \Voisinage consistant pour SAT

La combinaison de tous les points, décrits dans les gegtés sections, nous amene a un
algorithme de recherche taboue sur un voisinage consistamtSAT (C'N-SAT) :

L'algorithme greedy() tente d’affecter une variable libre tant qu’aucune clausstrialsifiée.
Sa caractéristique principale est de produire une inktagion partielle differente a chaque appel.
Cela permet une certaine diversification de la recherchexmpxpliqué préc’edemmelﬁt.chaque
tentative, nous générons ainsi la premiére intergidggtgoartielle consistante, et effectuons un cer-
tain nombre de mouvements jusqu’a ce qu’une interpm@tatompléte consistante soit trouvée, ou
bien jusqu’a atteindre un nombre fixé de mouvements, oarerjasqu’a ce qu'aucun mouvement
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Algorithme 13 CN-SAT

Procédure CN-SAT

Entrée : Un formule CNFX et deux entiefnax _tries etmax_moves

Sortie : l'interprétation maximisant le nombre de variables iptétées de maniere consistante
1: date +— 0;
2: pour try = 1 amax_tries faire
3 s« greedy(X); st «—s;

4. pour move = 1 @amax_moves faire
5: Leang — evaluate N (s,X);
6: Si Leang # 0 alors
7: date + +;
8: (x4, k) < Select(Leand) ;
9: propagate_move(x;, k, %) ;
10: freq(zi k) + +;

11: si|s| > |s*| alors

12: s* «— s;

13: Si [s*| = nbVar(X) alors
14: retourner s*

15: fin si

16: fin si

17: sinon

18: Intensify(s*, ) ;

19: Si |s*| = nbVar(X) alors

20: retourner s*

21 fin si

22: Move < max_moves

23: fin si

24:  fin pour

25: fin pour

26: retourner s*
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ne soit candidat. Dans ce dernier cas, la phase d'intertgficél ntensify(s*)) est lancée. La
fonction Select(L.qnq) Choisit aléatoirement un mouvement candidat déps,, comme décrit
dans les sections 5.3.3 et 5.3.4. La fonctigopagate_move(z;, v;) affectex; av; et libere les
variables pour réparer les conflits éventuels, tout aligént la propagation unitaire.

5.4 Expérimentation

Pour évaluer les performances @évV-S AT, nous avons réalisé des expérimentations sur des
instances 3-SAT aléatoires difficifegt sur des instances structurées. Nous le comparons avec
l'algorithme de recherche locale R-Novelty+, considéognme 'un des solveurs incomplets les
plus efficaces pour SATUN-SAT est écrit en C, compilé sous linux et testé sur un ordimate
Py cadencé 8.0 Ghz avec 1 Go de RAM. Les parametres utilisés goni-S AT et R-Novelty+
sont :maxmouvements 205 par tentative et le temps limite d’exécution est fixé a 366ondes
pour les deux méthodes. Le paramétre de bruit de R-Novelsy fixé a sa valeur par défaut. Le
parametren utilisé dans le calcul de la durée taboue d’'un mouvemerrfixesa 1.9 2 pendant la
phase deRT, puis a2, 8 durant les phases d’intensification. Nous avons codé les aethodes
de calcul d& (approchée et exacte), ce qui nous amen&\aS AT Approx etC N-SAT Exact
dans les tableaux suivants.

5.4.1 Instances structuées

Nous avons choisi des instances SAT structurées et ssdilsfas disponibles sur le sit¢ t p:

/I ww. sat | i b. org.Dans le tableau 5.2, les caractéres » signifient que I'instance n'a pas
été résolue.

Sur les instancelsitin square(notées qg*)(C' N-SAT Exact est plus efficace que R-Novelty+
et CN-SAT Approx. Sur les instances de planification (notéeslange*), R-Novelty+ est ca-
pable de résoudre une instance de plus, mais les perfoemal®s trois algorithmes sont compa-
rables. Sur les instances des séridédl intervall » (notées ais*), R-Novelty+ semble étre meilleur.
Finalement, sur les instances parity (notées parity*peu remarquer que sur les petites instances
(parity8*), C N-S AT Exact semble le plus efficace, ce qui se confirme sur les iostade plus
grande taille (parity16*), car seul la versighV-S AT Exact arrive & en résoudre certaines. Pour
conclure, on peut dire quUE N-S AT Exact est plus performant qdéN-S AT Approx sur les ins-
tances structurées et que sur certaines de ces instantes,A7’ Exact domine aussi R-Novelty+.

5.4.2 Instances 3-SAT a@atoires

Nous avons généré aléatoirement 8 classes d'instaieatoires et chacune d’elles est com-
posée de 50 instances difficiles et satisfaisables. Le rodds variables (qui définit les 8 classes)
varie de 100 a 450 avec un pas de 50.

Dans le tableau 5.3, les colonne$t résoluesy, « Temps» et « #Flips» correspondent
a la moyenne du nombre d’instances résolues, la moyenmengos requis (en seconde) pour la
résolution et le nombre total de mouvements réalisést Bs instances a 100, 150, 200, 250 et 300
variables,C N-S AT* et R-Novelty+ résolvent sensiblement la méme quantitéstances, méme
si R-Novelty+ est plus rapide. Pour le reste des instancddpWelty+ dépasse les deux version

*Difficiles dans le sens ol le ratigi-clatscs_ est qu seuil de.25
3Cette valeur a été choisie empiriquement car c’est ceill@dournie les meilleurs résultats.
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Instances R-Novelty+ CN-SAT Approx CN-SAT Exact
Temps # Flips Temps | # Flips Temps | # Flips
qg1-07 15,21 1580369 13,63 112616 0,85 4432
gqg1-08 -- -- -- -- 144,11 | 310072
gg2-07 18,61 2007560 || 184,54 | 1281703 || 45,08 277824
0g2-08 -- -- -- -- 18,8 35191
gg3-08 60,67 | 35467402 -- -- 29,75 | 1107726
gg4-09 46,8 24648700 || 61,33 | 1989338 | 41,83 | 1151820
gqg5-11 -- -- -- -- 17,3 32108
gg6-09 -- -- 129,09 | 1089167 || 121,19 | 1073697
qg7-09 -- -- 0,29 1659 6,61 40430
qg7-13 -- -- -- -- -- --
bw_large.a 0 1688 0,07 5575 0,18 19046
bw_large.b || 0,14 137167 20,22 | 1248845 1,61 90192
bw_large.c || 66,57 | 36721914 -- -- -- --
bw_large.d -- -- -- -- -- --
ais10 3,22 1960070 -- -- 12,84 | 1849783
ais12 44,98 | 21858330 -- -- -- --
ais6 0,03 37574 10,44 | 5000029 0 1794
ais8 0,39 342178 44,12 | 15000127 1,3 288649
par8-1-c 0 4245 0,06 17641 0,02 4962
par8-1 5,07 11513624 0,01 2648 0,01 1152
par8-2-c 0,12 282750 0,02 6792 0,01 3602
par8-2 4,09 9308173 36,56 | 8001315 || 10,16 | 2003006
par8-3-c 5 11786722 || 48,27 | 13000763| 3,41 789625
par8-3 7,25 16001600 36,6 8001176 6,43 1001334
par8-4-c 0,4 905109 3,55 1000756 0,53 133122
par8-4 54,92 | 122546333| 0,01 1573 0,01 1547
par8-5-c 1,22 3000128 4,49 1005056 2,86 567755
par8-5 22,07 | 49074973 || 237,6 | 43377770|| 30,6 5359820
parl6-1-c -- -- -- -- 199,45 | 13246954
Parl16-2-c -- -- -- -- -- --
Par16-3-c -- -- -- -- -- --
parl6-4-c -- -- -- -- 58,06 | 3917540
parl6-5-c -- -- -- -- 149,99 | 8495650

TAB. 5.2 —-C'N-SAT vs. R-Novelty+ sur des instances structurées.

Taille R-Novelty+ CN-SAT Approx CN-SAT Exact
nbVar | nbClauses || % Résolues| Temps # Flips % Résolues| Temps | # Flips % Résolues| Temps # Flips
100 425 100,00% 0,02 46198,1 100% 0,32 237870 100% 0,07 29685,26
150 637 100,00% 0,08 157475,51 100% 2,09 1261123 100% 0,93 298455,54
200 850 100,00% 0,04 64346,41 100% 4,62 1335377 100% 3,02 809924,87
250 1062 100,00% 1,22 2062181,27 100% 11,92 | 4703387 100% 20,98 | 5006912,67
300 1275 100,00% 0,68 1154850,27 100% 21,36 | 6670677 93% 33,67 | 7140076,12
350 1487 100,00% 0,87 1500417,86 97% 39,85 | 11338048 85,00% 50,99 | 9920538,94
400 1700 100,00% 7,84 | 13106152,22 87% 41,02 | 9980921 68,00% 70,96 | 12686260,23
450 1912 100,00% 3,39 | 5177363,17 85% 52,47 | 11519389 45,00% 133,04 | 22190221,05

TAB. 5.3 —-C'N-SAT vs. R-Novelty+ sur des instances 3-SAT aléatoires (seRBy

deCN-SAT aussi bien en terme du temps de calcul que du pourcentagaattioe résolues. On
peut également noter queN-SAT Approx est plus efficace qué N-SAT Exact sur les plus
grandes instances aléatoires.
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5.5 Travaux de référence, discussion et comparaison

— Comme nous l'avons dit, cette méthode s’inspire destrapeecédents de [Vasquez et al., 2005]

pour les CSP binaires. La difficulté supplémentaire poylater cette méthode pour la

résolution du probléme SAT, et apport majeur de notregifage situe au niveau du choix
des variables a libérer. En effet, pour un CSP binairesgoe une contrainte entre deux va-
riables X etY est violée par l'affectation de la variablg, il n'y pas de choix quant a la

variable a libérer pour restaurer la consistance. SeulatiableY est candidate, si on ne

veut pas libérer la variable que I'ont vient juste d’ingtizm.

Pour un probleme SAT, lorsqu’une clause est falsifiéequl fchoisir parmi toutes les va-

riables de la clause. C’est pour cela que nous avons pragmséalgorithmes calculant le

meilleur choix qu’il est possible de faire. Il en est de mgooer les CSP non binaires. En
effet, lorsqu’une contrainte n-aire est violée, il faubidir, parmi toutes les variables im-

pliguées dans la clause, celle a libérer. Nos travauxgrgudonc tres facilement s’étendre
au problemes des CSP n-aires.

— Jussien et Lhomme [Jussien et Lhomme, 2002] ont propos@ganithme nomméPath-
repair concue pour les CSP et appliquée aux problemegati-shop schedulingCette
méthode incompléte utilise une liste taboue dans laguledkbxplicationsentieres des conflits
sont stockées sous forme de nogood. Elle differe donc the meéthode car nous ne sto-
ckons dans la liste taboue que certains mouvements qui neasrforcement connectés
aux conflits, ce qui nous évite de rentrer dans des cyclessnfia liste taboue est utilisée
comme moyen de diversification dans notre méthode.

5.6 Conclusions et perspectives

5.6.1 Conclusions

Nous avons proposé une nouvelle méthode de recherchke Ipoar résoudre le probleme
SAT. Sa principale caractéristique est que son espacectienghe est composé d'interprétations
partielles consistanteé chaque tentative, une interprétation partielle défee est générée, s’en
Suit une construction de voisinage assurant la non falSdicae toutes les clauses contenant des
variables déja instanciées. Ainsi, au lieu de réparer imterprétation courante, comme dans les
méthodes de recherche locale classiques, nous essagbas|ée étape d'instancier une variable
tout en préservant la consistance. Derriere ce schémplei un probleme de taille a di étre
traité. Lors de l'instanciation d'une variable, il arriegi’'une ou plusieurs clauses se retrouvent
falsifiees. Afin de maintenir la consistance, pour chaqtexmétation visitée, nous devons évaluer
son voisinage, ce qui revient a trouver un nombre minimalatébles a libérer pour réparer les
clauses falsifiees par chaque interprétation voisinéimterprétation courante.

Le probleme du meilleur choix de ces variables est égaiitadu probleme de calcul de trans-
versaux minimauxEtant un probleme NP-difficile, nous avons initialememgwsé un algorithme
approché pour réaliser ce calcul. Puis constatant quailla ties transversaux calculés était de
I'ordre de quelques variables seulement, nous avons &é&tichplémenter un algorithme exacte
pour I'évaluation du voisinage. Ces deux modes d’'évanabnt donné lieu a deux versions de
notre méthode que nous avons expérimentée.

Les expérimentations présentées sont prometteusaagersi certaines améliorations devraient
étre effectuées. En fait, sur les instances difficilesée=s il ne reste vraiment que peu de va-
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riables que notre algorithme ne parvient pas a affectdte@bservation peut &tre expliquée par la
présence de nogoods qui empéchent d’'atteindre une iigtatipn compléte. |l est tout de méme

a noter que sur quelques instances particulierementitéffique peu de solveurs incomplets sont
capables de résoudre, nous voulons parler des instamaciyg, notre méthode arrive a résoudre

guelgues instances.

5.6.2 Perspectives

Les suites possibles a donner a ces travaux sont multipbes d’abords, comme nous 'avons
déja évoqué, dans la plupart des instances (paei®utient les instances aléatoires) que notre
solveur n'arrive pas a résoudre, seules quelques vasald sont pas instanciées. Cela nous fait
penser a la présence de nogood qu'il faudrait identifiezxglioiter dans la mesure du possible
pour introduire un autre mécanisme de diversification.

Une autre amélioration qui est envisagée s’appuie sutréemux de Dubois et Dequen en
ce qui concerne le calcul d’ensemble backbone [Dubois ettl®&qf2001]. Nous voudrions gui-
der l'algorithmegreedy()en le faisant interpréter en priorite, et dans la mesur@aksible, les
variables présentes dans un backbone calculé au pi&alab

Cette méthode pourrait davantage tirer parti des méthodmpletes dont le mode de construc-
tion de modele est semblable. En effet, une des clés dicédieitée de la plupart de ces méthodes
repose sur leur aptitude et leur efficacité a propager llsses unitaires. Il est regrettable qu'a
I'heure actuelle, notre solveur ne puisse l'integrer. b gependant une raison a cela. Si la pro-
pagation unitaire n'a pas été implémentée, c'est &ealu probleme majeur suivant : lorsque
I'on effectue un mouvement et que certaines clauses saifiéals, alors il faut libérer un certain
nombre de variables pour supprimer les conflits. Or a chémjaejue I'on libére une variable pour
réeparer une clause falsifiee, cette méme clause devientlause unitaire. La propagation de cette
clause peut poser un probleme si le mouvement qu’elle qupliapparait dans la liste taboue,
ce qui s'avere malheureusement souvent le cas. De pluavigi€ que ces propagations unitaires
fassent apparaitre de nouvelles clauses falsifieesipatt la libération d’autres variables, créant
d’autres clauses unitaires et ainsi de suite. |l faudraiicdoouver un moyen de couper ces cycles
infinis pour pouvoir exploiter la propagation unitaire.

Une derniere amélioration pourrait consister a inéegie la marche aléatoire analogue a celle
de I'algorithme WalkSat pour augmenter la diversificatiorslde I'exploration.

Enfin, cette approche peut également étre adaptée padter fa variante MAX-SAT du probleme
SAT en changeant la fonction objectif pour maximiser le noerde clauses satisfaites au lieu du
nombre de variables instanciées.
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Une forme normale generalisee en
logique propositionnelle pour les
problemes SAT et CSP
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Chapitre 6

Un formalisme exprimant les problemes
SAT et CSP n-aires
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6.1 Introduction

La résolution de contraintes est un des moyens les plusagipour résoudre des problemes
en intelligence artificielle. Principalement, deux formmales sont utilisés pour la représentation
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6.1 Introduction

et I'expression des contraintes : le formalisme propasite (SAT) généralement exprimé sous
forme CNF et le formalisme des probléemes de satisfactiocotéraintes (CSP).

Chacun de ces deux formalismes possede des avantagesiéfalds, tant au niveau représen-
tation qu'au niveau résolution. Pour le probleme SATsphmcien que les CSP, le principal avan-
tage réside dans ses méthodes de résolutions paetiemient robustes qui sont capables de résoudre
n'importe quel type de contraintes exprimées sous formé&.@Eh plus de leur robustesse, leur
variété est également un atout : on trouve des méthaasEels sur le calcul de résolvantes, d’autres
basées sur une énumération. D’un autre coté, dansremlfieme, la structure des problemes est
souvent perdue ou cachée la rendant difficilement expleitd'avantage majeur du formalisme
CSP en revanche réside dans la formulation des problataas,laguelle la structure est conservée
en générale et beaucoup plus facile a exploiter pourggepdes contraintes. Malheureusement,
il existe un distinction notable entre les méthodes delué®n de CSP binaires et celles de CSP
n-aires. En effet, la plupart des méthodes de résolufiiicaees ne fonctionnent que sur des CSP
binaires, bien que depuis quelques années cette differemnd a s’amoindrir. Ces progrés ont
eté réalises notamment graces a I'exploitation daraintes dites globales ou a la généralisation
aux contraintes n-aires de méthodes congues pour les B8kl comme I'algorithmé&orward
Checking

Les formalismes SAT et CSP n’en restent pas moins étroiefiés. |l existe plusieurs tra-
vaux sur les transformations de CSP en instances SAT, ddaires ne fonctionnent que sur des
CSP binaires, et plusieurs transformations de SAT vers #B. Cependant, la plupart des trans-
formations de CSP vers SAT souffrent d’'un léger accroigsgnde la taille du probléme et de la
perte de sa structure.

Fort de ces constatations, la question de I'existence ditmdlisme plus général qui permet-
trait de tirer profit de tous les avantages de chacun de cesfdenalismes se pose naturellement.

C’est pour tenter de répondre a cette question que noeseptons dans ce chapitre une
représentation logique appelée GNF (General Normal fFamn est une généralisation de la
forme CNF classique. De plus, nous montrons qu’en rajoutanbpérateur de cardinalité a ce
formalisme, nous obtenons un nouveau foamlisme mixte :rledisme CGNF (Cardinality Ge-
neral Normal Form). Ce dernier permet d’exprimer des insanSAT, ainsi que des instances
CSP, et posséde certains avantages des formalismes SASRetED I'occurrence, lorsque I'on
représente un CSP exprimé en extension sous forme CGNMgpilasentation n'augmente pas la
taille du probléme et surtout conserve sa structure. NaGsemtons deux méthodes pour trai-
ter un probleme exprimé sous forme CGNF qui sont desrgéiaétions des méthodes de calcul
de résolvantes et d’énumérations connues pour le fismal SAT. Comme dans le cas de SAT,
ces méthodes s’appliquent sur tous types de contraingesnéthode généralisant le calcul de
résolvantes permet de concevoir une méthode de preuvcenisistance, alors que la seconde,
généralisation de la procédure DPLL permet la conceptione méthode de recherche de solu-
tion.

Nous montrons également que dans le cas particulier diiess CGNF codant des CSP, une
regle d'inference peut &tre définie. L'application dste régle permet de recupérer des filtrages
par consistances partielles comme la consistance d’ara oarlsistance de chemin. Ainsi, nous
montrons que la méthode énumeérative généralisanblegplure DPLL s’avére équivalente a l'al-
gorithmeForward Checking FC) ouMaintaining Arc Consistenc$MAC) selon l'utilisation faite
d’'une regle d’'inférence.

Ces travaux ont donné lieux aux publications suivantearigfet al., 2005], [Paris et al., 2006a].
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6.2 Un codage commun pour SAT et CSP

L'idee d’encoder un CSP sous la forme SAT fut introduite parKleer dans [Kleer, 1989].
Il proposa lecodage direct Ensuite, Kasif [Kasif, 1990] a proposé ¢edage ACpour les CSP
binaires. Plus recemment, Bessiere et al. [Bessierke, @3] ont généralisé leodage ACaux
CSP n-aires. Notre approche est differente. Elle consistairnir une forme logique généralisée
qui peut prendre en compte les formes CNF (SAT) et CSP, awkewansformer des CSP sous
la forme SAT. Nous décrivons dans cette section ce nouvedage logique et nous montrons
comment les CSP n-aires sont naturellement représeatésmdiere optimale (sans accroissement
de la taille de la représentation par rapport a la forniofa€SP) dans ce codage.

6.2.1 Laforme normale gnréralisée (GNF)

Une clause généralis&est une disjonction de formules booléentfes ...V f,, ou chaque
fi est une conjonction de littérauxe. f; = I Alo A ... Al,. Une formule est sous forme normale
généralisee (GNF) si et seulement si c’est une conjonale clauses généralisée. La sémantique
des clauses généralisée est triviale : la clause gés@eC est satisfaite par une interprétatién
si au moins une de ses conjonctiofii € [1,m]) estvrai dans!, sinon elle est falsifiee pdr.
Une clause classique est une clause généralisée samplidins laquelle toutes les conjonctigins
sont réduites a de simples littéraux. Ceci prouve que @btFune généralisation de CNF. Nous
montrons dans la suite que chaque contrafiitd’'un CSP donné est représentable par une clause
généralisee. Nous obtenons la taille de la reprédentatptimale en utilisant les formules de
cardinalité(£1, L) qui signifie « exactement 1 littéral parmi ceux de la ligtedoit &tre affecté a
vrai dans tout modele, pour exprimer efficacement que chaque variable d’'un CSPRoiieetie
affectée qu’a une unique valeur de son domaine. On 6&G&IF la forme GNF combinée aux
formules de cardinalité.

6.2.2 Le codage CGNF et les CSP n-aires

Pour coder un CSP n-aile = (X, D, C, R) sous la forme CGNF, nous définissons d’abord
I'ensemble des variables propositionnelles utiliseesrpa représentation, puis deux types de
clauses : leslauses de domainet lesclauses de contrainfemécessaires pour coder les domaines
et les contraintes du CSP.

— L'ensemble des variables booléennes : comme dans lessaiddages on associe une va-
riable booléennd’, a chaque valeur possibledu domaine de chaque varialfedu CSP.
Ainsi, Y, =vrai signifie que la valeup est affectée a la variablg du CSP. Nous avons
besoin de)_;" | | D;| variables booléennes. Ce nombre est majoré:par

— Les clauses de domaine : soightine variable CSP &by = {vg, v1, ..., v} Son domaine.

La formule de cardinalit¢+1,Y,, ...Y,, ) oblige la variableY” & étre affecté a exactement
une valeur deDy . Nous avons besoin deformules de cardinalité pour représenter 1es
clauses de domaine.

— Les clauses de contrainte : chaque contraftitelu CSPP est représentée par la clause
généralisée définie comme suit : Sélf la relation correspondant @; impliquant I'en-
semble de variablegX;,, X;,, ..., X;, }. Chaque tuple; = (v;,,vj,,...,v;,)deR; estex-

primé par la conjonctiorf; = Xoj ANXy, Ao AN Xy, Si R; contientk tuplest, to, . . ., tg,
on introduit la clause généralisé&, = f1 VvV fa V...V fi, pour exprimer la contraint€’;.
Nous avons besoin de clauses généralisées pour exprimeriesontraintes du CSP.
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6.2 Un codage commun pour SAT et CSP

Remarque 5 (Notations)  Variables: Afin de bien diférencier les variables propositionnelles
codant des valeurs de variables CSP, nous les noterons gatatiie majuscule portant
le nom de la variables CSP, indsx par la valeur du domaine de la variables qu’elle
représente.

Clausesdedomaine: Une clause de domaine (qui est une formule de cardixadiera note
par la lettre majuscule” indexée par la variable CSR laquelle est elle est asséei.

Clauses de contrainte: Une clause de contrainte (qui est une claugeggalisee) sera ndte
par la lettre majuscul€’ suivi de la contrainte CSRlaquelle elle est assam (gereralement
la lettre C' indexée par I'ensemble des variables qu’elle implique).

Comme les clauses de domaines sont encodéegel) et les clauses de contraintes en
O(mad®), la taille du codag€GNFpour un CSP est d@(mad® + nd) dans le pire des cas. En
fait, on peut méme considérer que c’est®fmad®) étant donné qued est souvent négligeable.
Cette complexité spatiale est identique a celle du codageéSP original, ce qui justifie I'optima-
lité de la complexité spatiale du codaG&NF. Les auteurs de [Bessiére et al., 2003] annoncent
une complexité spatiale dans le pire des ca®¢mad®) pour le codage k-AC. D’aprés ce que
nous avons compris de ce calcul, cette complexité est dieat ne tient compte ni des clauses
"at-least-one”, ni des clauses "at-most-one” de ce codagejui aurait augmenté sa complexité a
O(mad® + nd?).

Exemple 18 Nous reprenons I'exemple 2.1 du chapitre 2 traitant d’'ungbéone de production de
voitures :
— On cefinit une variable propositionnelle pour chaque valeur dmaine de chaque variable
du CSP. Ainsi chaque variable CSP donne :
— Pare-chocs Pcyjane.
— Toit ouvrant: Tquge-
— Enjoliveurs: E; o €t Erouge-
— Carrosserie Chlanc, Crose; Crouge €1 Croir-
— Portiere: Pose, Prouge €t Phoir-
— Capot: Ctrose; Ctrouge € Ctpoir-
— On cE&finit deux types de clauses :
— les clauses de domaine (une pour chaque variable du CSP) :
CParefchocs = (:l:l, Pcblanc)
C(Toit ouvrant — (ila Trouge)
CEnjoliveurs = (:l:l, Erose Erouge)
C'Carrosserie - (ila Cblanc C’rose Crouge Cnoir)v
CPortisres = (:l:l, Prose Prouge Pnoir)
C'Capot = (ila Ctrose C’trouge C’tnoir)
— les clauses de contrainte (une pour chaque contrainte d®)CS
CCpe—c = (Pcblanc A Crose) \% (Pcblanc A Crouge) \ (Pcblanc A Cnoir)
CCch = (Trouge A Cnoir)
CCE—C = (Erose A Crouge) \ (Erose A Cnoir) \% (Erouge A Cnoir)
CCCfPfCt = (Crose/\Prose/\Ctrose)\/(Crouge/\Prouge/\Ctrouge)\/(Cnoir/\Pnoir/\Ctnoir)

Nous revenons maintenant sur la correction et la compéetiudcodage& GNF.
Définition 74
Soit P un CSP et” son codag€GNF. SoitI une interprétation d€'. On définit I'instanciation
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équivalente a pour P dans le formalisme CSP comme étant l'instanciatigmui vérifie la
condition suivante : pour toute variable CEPRet pour toute valeur de son domaineX = v dans
I, si et seulement di[ X,,| =vrai.

Théoreme 1 SoientP un CSP,C son codage CGNH, une interpétation du codage CGNF et
I, l'instanciation équivalentea I pour P dans le formalisme CSP.est un modle deC si et
seulement s, est une solution d&.

Preuve Soit/ un moale deC et I, son instanciationequivalente dang’. I satisfait chaque
clause deC, car c’est un de ses méte. Nous devons prouver que chaque variable du CSP est
assigree a une unique valeur de son domaine danst quel, satisfait toutes les contraintes
de P. Si une clause de domair@y = (+1,X,, X,,...X,,) deC est satisfaite, cela signifie
gu’une et une seule variable béenne parm{X,, X,,...X,,} estvraie dand. Comme toutes
les clauses de domaine sont satisfaites, chaque variab@SRiest affeéea une seule variable
de son domaine. De plus, chague clause de contréditite= f1V fo V...V f,, @ au moins une de
sesf; satisfaite dand. Ce qui signifie que les valeurs affees au variables CSP impligas dans
la contrainteC; assockea C'C; forme un tuple de la relatio®;. Ainsi,C; est satisfaite par,, et
toutes les contraintes dé sont satisfaites paf,. DoncI, est une solution d&.La réciproque se
démontre de magie analogue.

6.3 Geneéralisation de la regle de esolution propositionnelle

6.3.1 laregle de Esolution genéralisée

La méthode de résolution [Robinson, 1965] est bien corpme étre correcte et complete
pour tester l'insatisfaisabilité de clauses propositiglies. Cette méthode est basée sur la regle
de résolution de Robinson. Nous allons généraliseeaetile pour des formules exprimées sous
forme normale généralisee (GNF) et prouver que cetigergénéralisée est correct et complete
pour tester l'insatisfaisabilité de formules GNF.

Nous rappelons ci-dessous la regle de résolution entre dauses.

Définition 75 (Le principe de résolution propositionnel : la regle de €solution)

SoitCy = (x1 Vo V... Vxy,) etCy = (mx1 Vy2 V...V y,) deux clauses que nous notons
Cy= (1 VX)etCy = (—x; VY). Larésolvante dé€', etCs est la clausé&? = X V'Y obtenue
en appliquant la résolution sur et—x.

La résolvanteX Vv Y est une conséquence logigque de ses paréntt C, (C'est a direC; A
Cy = X VY). Maintenant, nous étendons cette regle aux formules.GNF

Définition 76 (La regle de ésolution genéralisee)
SoitCy = iV foV...Vfiv...Vf,etCy =g Vga...VgjV...V gy deux clauses
généralisées. Si il existec [1,n] etj € [1,m] tels quef; A g; = O, alors la clause généralisée
CLQ = f1\/fg\/...\/fi_1VfZ‘+1V...an\/gl VgV...Vgi-1Vgj+t1V...V3gn est la
résolvante généralisée dg etC-, lorsque la résolution est appliquée sur les littéraéméagalisés
fietg;.

Tester si deux littéraux généralisés sertpposés (f; A g; = O) est trés simple de part la
nature des littéraux généralisés.et g; étant des conjonction de littéraux, il suffit de testef;si
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contient un littéral opposé a un littéral ge Sil € f; et—l € g;, alors(l A —l) € {f; A g;} donc
fi A\ g; est trivialement inconsistant.

Remarque 6 Remarquons que lagle de fusion entre deux clauseétend tou@ fait naturelle-
ment au clauseségeralistes. Si une clauseegeraliste contient plusieurs fois uname litéral
géréralise, alors elle peuttre remplaée par la néme clause ne contenant qu’une seule occur-
rence de ce littral. Par exemple (@ A —b) V (a A —=b) - (a A —b)

Une méthode de résolution généralisée pour des fasmenprimées sous forme GNF peut étre
définie par une application récursive de la regle deltiem généralisée jusqu’a I'obtention d’'une
clause vide ou jusqu’a obtenir un point fixe, en appliquantds les fusions. Avant de prouver la
correction et la complétude de la résolution génégalisious définissons la notion d'arbres de
résolution et d’arbres de réfutation.

Définition 77 (Arbres de résolution et arbres de Efutation)

Un arbre de résolution pour une formdleexprimée sous form&NF est un arbre enregistrant
I'historique de la preuve dans lequel les feuilles sorfuadtées par les clauses généralisées expri-
mantT" et ou chaque nceud intérieur est étiqueté par une claarserajisée qui est la résolvante
généralisée de ces deux parents. Un arbre de réfutasioun arbre de résolution qui possede une
racine étiquetée par ldause vidglD).

Il est a noter que dans certains cas, toutes les clausé&saljéges ne participent pas a la
dérivation de la clause vide. Ceci se traduit au niveau daesde réfutation par des feuilles non
connectées qui sont étiquetées par ces clauses gédésa La notion d’arbre est donc quelque
peu détériorée, mais les raisonnements que nous feromslisant les arbres ne seront pas altérés

par ces cas particuliers.
Proposition 9 (Correction) La méthode de&solution @réralisée est correcte.

Preuve |l suffit de prouver que chagué&solvante gréralisee est une colsjuence logique des
deux parents dont elle est @rée. Cela reviena prouver queC; A Cq = C 2, ce qui est trivial.

Maintenant, nous prouvons la complétude de la méthodésidution généralisée.

Proposition 10 (CompEtude) La méthode de &solution @réraliste est compte, c’'esta-dire
gu’une formuld™ exprimée sous forme GNF est insatisfaisable si et seulement silaelvide(()
peutétre produite en appliquant laggle de esolution @réraliste ecursivement et erealisant
toutes les fusions possibles.

Preuve SoitI' une formule insatisfaisable exprém sous forme GNF. Nous nous appuyons sur
le fait que produire la clause vida partir d'une formule GNH" revienta trouver un arbre de
réfutation pourI’. Soit D(I") le nombre de disjonctions/j deI'. Par conventionD([J) = 0. La
preuve se fait par induction sup(I") :

Le cas de base : 9(I") = 0, alors, soitl" = [J, et dans ce cas la clause vide est produite
directement, soit il existe deux clausengralistes unitairesf; et g; telles quef; = —g; (sinonI’
serait satisfaisable). Dans ce cas la clause vide ésluite en appliquant laggle de ésolution
géréraliste surf; etg;.
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Phase d’induction : supposons que la proposition 10 soitevmour toutel telle queD(T") <
n, hous devons prouver que cette proposition est toujoutigle/glour toute formuld” telle que
D) = n.

Dans le casa 0 < D(I') = n, on peut @composei’ enT" = I" A C ol I'” est un sous-
ensemble de clauses dienon vide, etC est une clause &éraliste contenant au moins une
disjonction. La clause@éraliste C peutétre écritea son tourC' = C’ V f;, ou f; est un literal
géréralise etC’ # [J contient le reste de la claugg. Ainsi,I' = T"A (C'V f;) = (TVAC") V(I A
f:). T est insatisfaisable par hypatke, dona la fois (T' A C') et (T A f;) sont insatisfaisables.
De plus, on peut remarquer que(I" AC’) < netqueD(I" A f;) < n.Par hypotlgse d’'induction,
on peut donc construire un arbre défatation pour(I” A C”) et pour (I A f;) que nous notons
respectivemend; et D,. Considerons I'arbre Dy, si nous ajoutong; aux feuillesétiquetes par
C’ eta chacun des nceuds énieurs correspondanad une Esolvante ayan€’ comme angtre
nous obtenons un arbre désolution ncé D} pour (I"A(C"V f;)) = T'. Ily a deux cas possibles :
soit D} a une racineétiqueée parl] du fait de I'existence d’'un nceud dabg étiqueé par g; tel
quef; = —g;, ainsi D] est un arbre deé&futation pour”; ou alors, D] a une racineétiqueée par
/. Dans ce cas, nous pouvons greffer I'arlidg, correspondan& I” A f;, & D) et nous obtenons
un arbre D] U D, dont la racine esétiqueée par], qui est donc un arbre defutation pourT.

La preuve de la &ciproque est triviale, du fait de la correction de lagle de ésolution
géreraliste, et du fait que la fermeture transitiVé! etT" sont logiquemengéquivalent.

Remarque 7 La méthode de &solution @réraliste esttgalement correcte et congpé dans le
cas de formules CGNF (le formalisme CGRfant la combinaison de clausesérgralistes et de
formules de cardinal&). En particulier, cette @thode I'est pour des instances de CSPé&asden
CGNF.

Il estimportant de constater que dans le cas de formules Clai#gle de résolution généralisée
peut étre appliquée entre deux clauses généralideszs)sC; et C;, lorsqu’il existe une formule
de cardinalité, dison§’x, qui contient deux littéraux differentX’; et X; qui apparaissent res-
pectivement dang’C; et CC;. En effet, siX; apparait dans le litteral généraligede CC; et
X, apparait dans le litteral généraligé de C'C}, alors f; A —g; = [. Ainsi, la regle peut étre
appliquée entr€’C; et CC;. Un bon exemple de formule CGNF est une instance codant un CSP
nous décrivons donc un exemple de CSP pour illustrer lemaisment.

Exemple 19 SoitI" une formule CGNF codant une instance C$iHas clauses sont les suivantes :
Cx = (£1, X1 X5)
Cy = (£1,11Y?)
Cy = (+1,2175)
CCxy = (Xl VAN 5/1) V (X2 VAN YQ)
CCxz = (Xl VAN ZQ) V (XQ AN Zl)
CCyz = (Y1 AN Zl) V (Y2 AN Zg)

En suivant le raisonnement donné dans la preuve de la ptigmo$0, nous pouvons réécriie
commel'=I" A (C'V f)oul” =T — {Cyz}, fi = (Ya A Zs) etC’ = (Y1 A Z1). Nous obtenons
I'arbre de réfutationD; de la figure 6.1 poufl” A C”) et I'arbre de réfutatiorD, de la figure 6.2
pour (I A f;).

11 est I'union del” et de toutes les résolvantes généralisées que I'onguediéduire récursivement.
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6.3 Généralisation de la régle de résolution propositelle

(Xl/\}/l)\/(XQ/\YQ) (Xl/\ZQ)\/(XQ/\Zl) C' = }/1/\21)
\ /
/(XQ /\Zl)
(X2 A Ya)

.

FIG. 6.1 —D; : I'arbre de réfutation del{’ A C”)

(X1 AY])V (Xa AY3) (X1 A Z3)V XQ A} (Yo A Z3)

(Xl A ZQ)

(Xl A\ Yl)

\

FIG. 6.2 —D, : I'arbre de réfutation del{ A f;)

si nous rajoutong; aC’ dansD; ainsi qu’a chacune des résolvantes généralise@gedardeC’,
nous obtenons l'arbr®’ de la figure 6.3, qui n'est autre qu’'un arbre de résolutionrfpd

(X1 AY1) V(X2 AY?) (X1 A Zo)V (XK %1 (Yz A Z3)
/A Z1)V (Y2 A Zs)
(X2 AYa)V (Y2 /\Zz)\

(Y2 A Zs)

FIG. 6.3 —D] : un arbre de résolution pour

Et enfin, en greffanD, sousD] comme montré en gras dans la figure 6.4, nous obtenons un
arbre de réfutation podr, permettant d’exhiber une preuve de l'inconsistancé de
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(X1 AY7)V (X2 AYa) (X1 AN Za)V (X2 A Z1) YiAZ)V (Ya A Zs)

\/

(
(Xa A Z1)V(Yz A Z)

=

(X2 AY2)V (Y2 A Z2)

\

(Y2 A Z3)

N Z/

FiG. 6.4 — Un arbre de réfutation poll (les arétes en gras représentent 'arbrg les autres
représentend)).

Voici un autre exemple montrant la dérivation de la clause pour une instance GNF :

Exemple 20 Soit la formule GNF codant(a < b) A (a < —b) :
Cy: (aAb)V(—aN-d)
Cy: (maAb)V (aA—b)
Une cerivation possible de la clause vide péiite resunge ainsi :
(aAD)V (ma A —b) (ma AD)V (a A —b)

(ma A =b) V (a A —b)

(a A=b)V (aA=b)E (aA—b)

(—a A'D)
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6.3 Généralisation de la régle de résolution propositelle

6.3.2 Un algorithme pour la méthode de €solution ¢enéralisée

La correction, et surtout la complétude de la méthode edmlution généralisé nous per-
met d’'écrire un premier algorithme basé sur la regle eflition généralisée pour résoudre le
probleme de satisfaisabilité pour une instance CGNFmioala CSP. Cet algorithme est décrit par
I'algorithme 14.

Algorithme 14 Méthode de résolution généralisee CGNF
Fonction MetResGen
Entrée : une formule CGNH" (codant un CSP)
Sortie : laréponse au test de satisfaisabilité pBur

1. CCq,CCs : deux clauses
2. L1, Ly : deux littéraux généralisés
3: tantque [ ¢ I faire
4 (Ccl,CCQ,Ll,LQ) — SelClaRes(F)
5. si(CCy,CCy) = (0,0) alors
6: retourner Insatisfaisable
7
8
9

fin si
I' — I"URegResGen(CCy,CCy, Ly, Lo)
. fin tant que
10: retourner Satisfaisable

Cet algorithme fait appel a deux fonctions. La premietdee®nctionRegResGequi prend en
parametre deux clauses généralisées ainsi que d&ralik généralisés leur appartenant, retourne
la clause généralisée correspondant a la résolvantes deux clauses appliquée selon les deux
littéraux. Son code est donné dans l'algorithme 15.

Algorithme 15 Régle de résolution généralisée
Fonction RegResGen
Entrée : deux clauses généralise€s”; et CCs, ainsi que deux litteraux généralisés et Lo
appartenant respectivemen€a et Cs
Sortie : la résolvante généralisée issue€; et CCy portant sur les littéraux généralidg et
Loy
1: retourner {CC1\L1} Vv {CCy\ Lo}

La seconde est la fonction delection des clausesur lesquelles appliquer la régle de résolvante
généralisée. La description que nous donnons danofittigne 16 nous permet d’étre complet
dans ce choix. Cependant, cette complétude s’obtientiauljpine complexité en temps et en es-
pace exponentielle dans le pire des cas, car le nombre dlwagtes possibles est potentiellement
exponentiel.

Ces complexités constituent un frein quant a une évéatpeogrammation efficace de la
méthode de résolution généralisée, comme ce fut Ipeasle calcul propositionnel. C’est pour-
guoi nous ne voyons que deux moyens d’exploiter la régleedelution généralisée : le premier
consisterait en une phase de pré-traitement pendantllague stratégie de résolution bornée
serait appliquée afin de déduire des résolvantes siilslesptle simplifier le probleme. Nous pour-
rions par exemple nous inspirer des travaux de [Galil, 18786t Anbulagan, 1997] pour le calcul

128



CHAPITRE 6 : UN FORMALISME EXPRIMANT LES PROBEMES SAT ET CSP N-AIRES

propositionnel et voir s'il est possible de les étendre @ire CGNF.

Le second moyen consisterait a utiliser la regle de témm généralisée de facon incompléte
pour prouver I'inconsistance d’'instances CGNF. Cette séeampproche pourrait s’inscrire dans
le cadre du cinquieme challenge proposé par Bart Selmd®en lors de la conférence IJCAI
[Selman et al., 1997]. Ce challenge portait sur la preuvecdisistance a I'aide de méthodes in-
completes.

Algorithme 16 Sélection des clauses pour I'application de la regleedeltition généralisée

Fonction SelClaRes

Entrée : une formule CGNHA"

Sortie : deux clauses généralisé€€’; et CC; del’, ainsi que deux littéraux généraliseset L ;
leur appartenant tels que I'application de la regle del@®n généralisée suw'C; et CC;
portant surL; et L; ne produit pas de clauses généralisée redondante

1: pour tout C'C;, €T faire

2:  pourtout L;, € CC;, faire

3 pour tout CCy, € I'(CC;, # CC},) faire

4: pour tout L;, € CCy, faire

5 sidl; € Ly, tel quedl; € Lj,(1l; # ;) tel que3Cearq(une formule de cardinalité)
tel quel; € Cearq €1 € Coara €t queRegResGen(CC;,,CCyy, Liy, Lj,) ¢ T

alors
6 retourner (CC;,,CCj,, Li,, Lj,)
7 fin si
8: fin pour
9 fin pour
10:  fin pour

11: fin pour
12: retourner (0,0, 0,0)

6.4 Une nouvelle egle d’inference pour le codage CGNF

Le codageCGNF permet une représentation optimale des CSP, cependantédpture pas la
propriété de consistance d’arc qui est la clé de prespueles algorithmes énumératifs des CSP.
Nous introduisons dans cette section une régle d'infaresimple qui s'applique sur le codage
CGNFet prouvons que la consistance d’arc peut étre établiempsg linéaire en appliquant la
regle jusqu’a saturation. Cette régle exploite la dtrice de 'instance en utilisant une clause de
domaine et une clause de contrainte.

6.4.1 [Efinition de la regle d'inference IR

Définition 78

SoientP un CSP(' son codage CGNFE;C; une clause de contraint€x une clause de domaine,
L¢, 'ensemble des littéraux figurant da6s”; et Lx I'ensemble des littéraux d€x. Si Lc, N
Lx # 0 alors on infére chaque négatierX, d’un littéral positif qui figure dans.x mais pas
dansLc,. Nous obtenons la regle suivante :

2Dans le codage CGNF d’un CSP, il n'apparait que des litepmsitifs.
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IR:siLc,NLx #0, X, € Ly etX, ¢ L¢, alorsCx A Cc, F =X,2.

Exemple 21 Soit Cp=(+1, B,, B,,) la clause de domaine correspondatia variable B et
CCi=(Ay, AByy NCyy)V (Ay, AByy ANCy, ) Une clause de contrainte correspondaria contrainte
du CSPC; impliquant les variable§ A, B, C'}. L'application de la Bgle IR sur ces deux clauses
donne :Cp A CC; = —B,,.

Proposition 11 La regle d’inrence IR est correcte.

Preuve SoientX, un littéral figurant dans. x mais pas dang.c, et un moele deCC; A Cx.
La clause de contraint€’C; est une disjonction de conjonctiorfs et chaque conjonctiory;
contient un literal de L x. Au moins une des conjonctioriig disonsf;, est satisfaite par car I
est un modle deC'C;. Ainsi, il y a un litéral X,/ (X, # X, car X,, ¢ L¢,) de f; qui figure dans
Lx, et tel quel[X,/] =vrai. A cause de I'exclusion mutuelle desditiux deC'y, X,/ est le seul
littéral de L x satisfait parl. Ainsi, I[-X,] =vrai et est un modle de—X,.

6.4.2 Laregle d'inference et la consistance d’'arc
Définition 79
Un CSPP est arc consistant si et seulement si tous ses domainessaotaistants. Un domaine
Dy, estarc consistant si et seulement si pour chaque valedeDx, et pour chaque contrainte
C; d'aridek impliquant les variable$X;, , ..., X;, } il existe un tuple

(’UZ‘Q, . ,Uik) S DXQ X ... X DXik, tel que(fuil,vi?, R ,’Uz‘k) S Rj.

Nous utilisons la regle d'inférence IR sur le codage CGNE'un CSPP, pour établir la consis-
tance d’arc. Nous montrons qu’en appliquant IR G4usqu’a saturation (un point fixeest atteint)
et en propageant les mono-littéraux négatifs inféer@ssrmaintenons la consistance d’arc ur
avec une complexité linéaire.

Proposition 12 SoientP un CSP etC son codage CGNF. Une valeur € Dy est filtree par
consistance d’arc dan® si et seulement si laggation—Y,, de la variable bodenne correspon-
dante est irfrée par I'application de IR su€.

Preuve Soitv une valeur du domain®y qui ne \erifie pas la proprétt de consistance d’arc.
Il'y a au moins une contraint€’; impliquantY” telle quev n’apparaisse dans aucun des tuples
autorises de la relation correspondantB;. La variable bookenneY,, n'appardt pas dans la
clause de contrainte ass@ei C'C;, mais elle appard dans la clause de domairg, assockea
Dy . Sion applique laggle IR surCy et CCj on infere Y.

La réciproque se @montre de la iame marére.

Théoreme 2 SoientP un CSP elC son codage CGNF. La saturation de IR guret la propa-
gation de tous les liiraux inkrés esg&quivalent au filtrage par consistance d’arc dans le G3P
original.

Preuve C’est une consguence de la proposition 12.

3 représente l'inference logique.
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6.4.3 La consistance d'arc par application de IR

Pour programmer un filtrage par consistance d’ara&en appliquant R, nous avons besoin
de définir quelques structures de données. On supposeegue hariables booléennes dé
sont encodées par les premiers entigrsad]. On définit un tableaWCC; de taille nd pour
chaque clause de contraind&”; de telle sorte qu&CC}[i] contient le nombre d’occurrences de
la variablei dansC'C;. Il y a un total dem tableaux de ce type qui correspondent auxlauses
de contrainte. SOCC;[k] = 0 pour unk € {1...nd} etunj € {1...m}, la négation—i de
la variable booléenné est inféerée pad R. Cette structure de donnée ajoute un fact®gmnd)
en complexité spatiale. La complexité spatiale totale”destO(mad® + nd + mnd), mais les
facteursnd et mnd sont toujours inférieurs au facteuad®, donc la complexité spatiale de
reste erO(mad®).

Le principe du filtrage par consistance d’arc consiste taliard a lire lesm tableauxOCC}
pour détecter les variablgse [1...nd] qui ont un nombre d'occurrences nd('C;[i] = 0).
Ceci est fait par les lignes 3 & 7 de l'algorithme 17@(mnd), car il y am tableaux de taille
nd. Ensuite, il faut appliquer la propagation unitaire survagables détectées, et propager leur
effet jusqu’a saturation (i.e. plus de nouvelle variableyantOCC;[i] = 0). La procédure de
consistance d’arc est décrite dans I'algorithme 17. Hiedppel a la procédureropagerdécrite
dans l'algorithme 18.

Algorithme 17 Consistance d’arc
Procéedure Consistance d'arc
Entrée : une instance CGNFE
Sortie : la méme instancé€' rendue arc-consistante
1: var L : liste de littéraux{a propage}
2L« 0
3: pour chaque clause de contraird&’; faire
4:  pour chaque litterat de OCC} faire
5: siOCC;[i] =0 alors
6
7
8
9

ajouter—i dansL
fin si
fin pour
. fin pour

10: tantque L # () et ¢ C faire
11: extraire—/ de L
12:  (C, L) < propager(C, —l, L,vrai)
13: fin tant que
14: retourner C

La complexité de la procédure de consistance d'arc estipalement donnée par |'effet de
la propagation des littéraux de la liste(ligne 10 a 13 de l'algorithme 17). Il est aisé de voir que
dans le pire des cas il y aural appels a la procédungropager Toutes les propagations dues a
ces appels sont effectuées@tmad®) dans le pire des cas. En fait, il y a au ptifsconjonctions
dea litteraux pour chaque clause de contrainteCtid_e nombre total de conjonctions traitées a
la ligne 3 de l'algorithme 18 ne peut pas excédet® car chague conjonctiofi considérée a la
ligne 3 est retirée a la ligne 5 (st interprétée a faux). Comme il yidittéraux par conjonctiory,
la propagation totale s’effectue €nmad®). Ainsi, la complexité de la procédure de consistance
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Algorithme 18 Propager
Procédure Propager
Entrée : une instance CGNE, un littéral -4, une listeL de littéraux a propager, un booléeal
Sortie : la méme instancé’ dans laquelle-i a été propagé et la liste mise-a-jour
1: sii n'est pas encore affectdors
2. affecteri a la valeurfaux
3:  pour chaque conjonction non affect¢ede C' contenant faire
4 affecterf a la valeurfaux
5 pour chaque littéralj de f tel que: # 5 faire
6: soustrairel a OCCy[j] {k étant I'indice de la clause de contrainte contengnt
7
8
9

Si OCCy[j] = 0 etval =vrai alors
ajouterj dansr

fin si
10: fin pour
11:  fin pour
12: fin si

13: retourner (C, L)

d’arc estO(mad® + mnd). Mais une fois de plus, le facteuind est souvent négligeable devant
mad®. La complexité est donc réduite(mad®). Elle est linéaire dans la taille de.

6.5 Deux nethodesenumératives pour le codage CGNF

Nous étudions dans cette partie deux méthodes énuwgsratia premiére (MAC) maintient
la consistance d’arc pendant la recherche tandis que laded®&C) ne maintient qu'une forme
partielle de consistance d’arc, comme le fait la méthodéodwvard checkingclassique dans les
CSP [Haralick et Elliott, 1980]. Ces deux méthodes effeatwne énumeération booléenne et des
simplifications. Elle sont basées sur une adaptation deolzdure DPLL au codageGNF.

6.5.1 La methode MAC

MAC commence par un premier appel a I'algorithme 17 pour \érifi consistance d'arc a la
racine de I'arbre de recherche. Ensuite, il se contentedifideents appels a la procédyseopager
décrite par I'algorithme 18 a chaque nceuds de I'arbre pmintenir la consistance d’arc pendant
le recherche. C’est a dire, les mono-littéraux de chaqueids sont inférés et leurs effets sont
propagés. Le code ddAC est décrit dans 'algorithme 19.

6.5.2 La methode FC

Il est aisé d'obtenir un algorithme équivalentarward Checking (FCh partir de celui de
MAC pour le codage CGNF. Le principe est le méme que pdAC, excepté qu’au lieu de main-
tenir la consistance d’arc sdr & chaque nceud de 'arbre de recherche, (FC) ne la maintient q
sur le voisinage proche de la variable qui vient d’étredanstée. Ceci est fait en restreignant I'ef-
fet de la propagation de I'affectation du littéral aux sdlittéraux de la clause de contrainte dans
lagquelle il apparait. En remplacant I'algorithme Satiséble par SatisfaisahleC (algorithme 21)
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Algorithme 19 MAC pour le codage CGNF.
Procedure MAC
Entrée : une instance CGNE'
Sortie : laréponse au test de satisfaisabilite(désatisfaisable ou insatisfaisal)le
1: C' « Consistanced’arc(C')
2: silJ € C alors
3:  retourner (insatisfaisable)
4: sinon
5. choisir un littérall € C
6:  Sisatisfaisable(C,[,vrai) alors
7
8
9

retourner (satisfaisable)
sinon sisatisfaisable(C, [,faux) alors

: retourner (satisfaisable)
10:  sinon

11: retourner (insatisfaisable)
12:  finsi
13: fin si

dans I'algorithme MAC, on obtient I'algorithme Forward @kéng. Il est important de noter qu'il
est trivial de retrouver I'algorithme FC pour notre codagl®rs que ce n'est pas le cas pour les
CSP n-aires, ou on trouve pas moins de six versions diffesede-C [Bessiere et al., 2002].

6.5.3 Heuristiques de choix de variable

Etant donné que le codage CGNF conserve la structure duddSfeut trouver aisement des
heuristiques de choix de variables ou de valeurs équitegem celles utilisees dans les CSP. Par
exemple, I'heuristique du domaine minim& D) qui consiste a choisir, pendant la recherche, la
variable CSP dont le domaine est le plus petit, est équivalans le codage CGNF, a choisir un
littéral qui apparait dans la clause de domaine la plusteou

Un autre exemple, I'heuristigugomDegqui consiste a choisir la variable qui minimise le ratio
deg‘fei’gé‘m telle quei € [1..n], ol degree(X;) représente le nombre d'occurrences de la variable
X; dans toutes les contraintes du CSP. Dans le codage CGNHeatistique revient a choisir la
variable qui minimise la valeur doec% telle quei € [1..n] et otoce(Cp,) donne le nombre de
clauses de contrainte ou au moins unzlitt'eXz;;Ide Cp, apparait.

L'heuristique MD a été implémentée dans les méthodes MAC et FC et |edtaies obtenus
sont présentés a la section suivante.

6.6 Expérimentations

Nous avons expérimenté les deux méthddé<C et FC et comparé leurs performances sur des
instances du probléme de Ramsey et sur des CSP a corgrdiatités 3 et 4 générés aléatoirement
encodés sous formes CGNF. Ces programmes sont écritsdanmaniéere itérative, compilés et
exécutés sous Linux avec un processeur 2.8 Gh et 1Go de RAM.
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Algorithme 20 Fonction Satisfaisable.

Fonction Satisfaisable
Entrée : une instance CGNE', une variabld, un booléemnal
Sortie : un booléen
1: var L : liste de litteéraux
22 L0
3: Sival = vrai alors
4: affecterl a la valeurvrai
5. ajouter chaque littéral # [ de la clause de domaine contenadansL
6: tantque L # () et ¢ C faire
7 extrairei de L
8 (C, L) « propager(C, i, L,vrai)
9: fintant que
10: sinon
11:  (C, L) < propager(C, 1, L,vrai)
12:  siC = () alors

13: retourner (vrai)

14:  sinon silJ € C alors

15: retourner (faux

16:  sinon

17: choisir un littéralp deC

18: si satisfaisable(C, p,vrai) alors
19: retourner (vrai)

20: sinon si(satisfaisable(C, p,faux)) alors
21 retourner (vrai)

22: sinon

23: retourner (faux

24: fin si

25:  finsi

26: fin si
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Algorithme 21 Fonction Satisfaisabl&C.
Fonction Satisfaisable=C
Entrée : une instance CGNE', une variabld, un booléemnal
Sortie : un booléen
1: var L, L' : listes de littéraux
22 L1
3L 10
4: sival = vrai alors
affecterl a la valeuwrai
ajouter chaque littéral = [ de la clause de domaine contenadansL
tant que L # () et ¢ C faire
extraire; de L
(C, L") « propager(C, i, L’ vrai)
10: fintant que
11: tantque L' # () etD ¢ C faire

12: extraire: de L’

13: (C, L) « propager(C, i, (), faux)
14: fintant que

15: sinon

16:  (C, L) < propager(C, [, ),faux)
17:  siC = () alors

18: retourner (vrai)

19:  sinon silJ € C alors

20: retourner (faux

21:  sinon

22: choisir un littéralp deC

23: si satisfaisable(C, p,vrai) alors
24: retourner (vrai)

25: sinon si(satisfaisable(C, p,faux)) alors
26: retourner (vrai)

27 sinon

28: retourner (faux

29: fin si

30: finsi

31: fin si
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6.6.1 Le probleme de Ramsey

Le probleme de Ramsey ([CSPIib, ]) est un probléeme conmbirgabien connu. Il consiste a
colorer les arétes d’'un graphe complet Sommets a I'aide di couleurs de telle sorte qu'il n'y ai

pas de triangle monochromatique. Son codage CGNF nén:éssil("?T’”) variables booléennes,
@ clauses de domaine de tailleet C3 clauses de contrainte de taillés< (k3 — k).

(n?—n)

Le tableau 6.5 montre les résultatsMAC et deFC avec I'heuristiquel/ D sur quelques ins-
tances du probleme de Ramseyfot: 3 etn varie entres et 14. Ces problemes ont des solutions.
La premiere colonne définit le probleme?n_k dénote l'instance du probleme de Ramsey avec
n sommets ek couleurs, la seconde et la troisieme colonnes montremidesres de nceuds et
les performances en temps CPUFRIE et MAC respectivement augmentés par I'heuristique (MD)
décrite precedemment.

Probléme FC +MD MAC + MD

Noeuds Temps| Noeuds Temps
R5.3 12 0 s 48us 12 0s 85us
R6.3 27 0s231us 21 0s297us
R113 237 0 s 503%s 103 0s4422us
R123 538 | 0s21558s 130 | 0s11564us
R133 1210| 05s28623us 164 0 s 9698us
R14.3 216491 | 9s 872612us 6735| 1s75223%s

FIG. 6.5 — Résultats d&IAC et FC pour quelques problemes de Ramsey.

On peut voir queFC est meilleur queMAC pour les instances de petite taille € 6) mais
visite plus de noeuds. CependaltAC est meilleur que=C en temps et en nombre de noeuds
visités des lors que la taille du probleme augmente- (7). MAC surpasséC dans la plupart des
cas pour ce probleme.

6.6.2 Les probbmes akatoires

La seconde classe de probleme étudiée correspond auxg&s#rés aléatoirement. Nous
avons mené des expériences sur des CSP a contraint@éé @dB-CSP) et 4 (4-CSP) générés
aléatoirement. Dans les deux cas, le nombre de variabledese nombre de valeurs par do-
maine est de 10 pour les 3-CSP et de 5 pour les 4-CSP. Notéragénr utilise 5 parametres :
n le nombre de variableg] la taille des domaines, I'arité des contraintesjens la densité des
contraintes qui est le rapport entre le nombre de contraietiée nombre maximum de contraintes
possibles, et la dureté qui est la proportion de tuples interdits de clkacpntraintes. Les CSP
obtenus ainsi sont exprimés sous forme CGNF.

La Figure 6.6 (respectivement Figure 6.7) montre les caunbeyennes représentant les temps
CPU pour MAC et FC augmentés par I'heuristigue MD par rappoune variation de la dureté
des contraintes sur les 3-CSP (respectivement 4-CSP). dues @burbes de droite de la Figure
6.6 (respectivement Figure 6.7) sont celles de MAC et FC jpmer faible densité dens-0,20
(courbes A) (respectivementens=0,096 (courbe D)), les deux au milieu correspondent a une
densité moyennedens=0,50 (courbes B) (respectivemeaiens=0,50 (courbes E)) et les deux de
gauches correspondent a une densité hadens-0,83 (courbes C) (respectivemetns=0,96
(courbes F)). On peut voir que le pic de difficulté de la oegdifficile pour chaque classe de
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FIG. 6.6 — Résultats de MAC et FC sur des 3-CSP ayant pour ésnsittns=0,20, dens=0,50 et
dens=0,83.

180
FC on
MAC on
FC. o
MAC on
FC on
MAC on

160

140

120

100

CPU Time (sec)

80

60

40

20

[0} 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Constraint tightness

FIG. 6.7 — Résultats de MAC et FC sur des 4-CSP ayant pour densiens=0,096, dens=0,50 et
dens=0,95.

probleme correspond a une valeur critique de dureté etagupic de difficulté augmente si la
densité augmente. Plus la densité est faible, plus la&gréique correspondante est grande. On
peut également noter qdAC surpasse définitivemelC sur les six classes de problemes.

6.7 Etablir la consistance de chemin avec IR

Nous décrivons dans cette section un moyen de réalisenkistance de chemin [Mohr, 1987]
pour les CShinaires codés en CGNF en utilisant la regl& décrite préecédemment. Rappelons
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que la consistance de chemin est une autre forme de corgdtzoale qui est plus forte que la
consistance d’arc.

Nous ne considérerons dans cette section que le cas de @&Rat au plus une contrainte
par couple de variables. Ceci sans perte de généraltiflusieurs contraintes entre deux variables
X etY peuvent aisément étre fusionnées en une seule.

Définition 80 (Chemin consistance)

Dans une CSP binaire, un couple de valdirs Dx,j € Dy ), autorisé par une contrainte entre
les variablesX etY est chemin consistante si et seulement si pour toute variakélle queZ +

X etZ £Y, il existe une valeuk € Dy telle que l'affectation partielleX = i,Y = j, Z = k)
satisfait toutes les contraintes (binaires) définies sut touples de variables formés a partir de
(XY, Z}2.

Proposition 13 Soit P un CSP binaire exprifhen CGNF. Supposons qifeest arc consistant.
Si un couple de valeur§, j) pour les variablesX et Y n’est pas chemin consistant dafiy
alors (Y = j) est retiee (c'esta dire que—Y; est inrée par/R) lors de |'etablissement de la
consistance d'arc avetR sur Pp  _;, defini commeetant le CSPP dans lequel le domaine de
la variable X est eduita I'unique valeuri € Dx*. Toutes les valeurs € Dy telles que(s, 7)
n’est pas chemin consistant pour certains Dx peuvengtre retirges (tous les'Y; peuvenétre
inferés) avec une complegien temps d&(2.md?) ~ O(md?).

Preuve Si(X = i,Y = j) n'est pas chemin consistant, alors il existe une variabldans P
telle que pour toutes les valeuksc Dy, I'affectation(X =i,Y = j, Z = k) viole une contrainte
de P. Du fait que(X = i,Y = j) est autorig¢ par la contrainte entreX etY’, cela signifie que
chaque valeurk affecked Z viole soit la contrainte entreX et Z, soit celle entreY” et Z. En
d’'autres termes, les valeurs du domaine deui sont consistantes avec sdit =i ouY = j
forment une partitionZ; U Z; telles queZ; N Z; = (), dont les valeurs dang; sont compatibles
avecX = ¢ mais pas aved” = j, et celles dansZ; réciproquement compatibles av&c= j
mais pas avecX = i. Ainsi, toutes les valeur dg&; sont arc inconsistantes dani,, _;; (du
fait de la contrainte entreX et 7) ; et sont retiées du domaine dg lors de I'etablissement de la
consistance d'arc suPp, _;; en appliquant/ k. Par congquent, I'affectatio” = j devienta
son tour arc inconsistant, car; est le support d&” = j dansPp, _g;, etla valeur;j est retiee
du domaineDy . La complexié en temps pour retirer toutes les valeyrss Dy formant des
couples(i, 7), ¢ € Dx, qui ne sont pas chemin consistants est identileecomplexié en temps
de l'algorithme 17 appligé sur le CSP binaireé’, , _;; coce en CGNF. Ainsi, la complegitotale
en temps de cette émtion est er0(2md?) ~ O(md?) dans le pire des cas.

Complexité de I'algorithme basique de chemin consistancel:a méthode induite par la pro-
position précédente pour effectuer la chemin consistane une instance CGNF codant un CSP
binaire est basé sur I'algorithme 17. Elle consiste adan@lgorithme Consistance d'arc (al-
gorithme 17) sur le CSR’p, _¢;, codé en CGNF, pour chaque variabte et chaque valeur

i € Dx. Chaque fois qu’une valeyr pour une variablé” est supprimée par consistance d'arc
dansPp, —¢;y, on peut inferer la clause binaire négativeX; vV —Y;) dansP pour signifier que

le couple(X = i,Y = j) n'est pas chemin inconsistant. Cette opération estt@epéant ques

“Réduire la domain®x d’une variable CSPX & une unique valeufi} revient & ajouter la clause unitaif; au
codage CGNF du CSP.
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des couples n’étant pas chemins consistants sont détda complexité en temps de cet algo-
rithme est enD(mn?d*) C O(n*d*) dans le pire des cas. Le pire des cas étant atteint lorsque
le filtrage par chemin consistance retire toutes les cougde$ un, mais seulement un par un;
auquel cas, l'algorithme 17 doit étre exécuté une foisrpmhaque couple supprimé, c'est-a-dire
O(n2d?) fois. Ainsi, la complexité totale est ef(mn?d*). Cette approche pour effectuer un
filtrage par chemin consistance n’étant pas spécifiqueodage CGNF, cet algorithme basique
pourrait étre amélioré en considérant des technigydisnasées de filtrage par consistance d’arc
[Bessiére et Regin, 2001].

6.7.1 Etablir la consistance de chemin forte en combinant IR et laegle de esolution
géréralisée

L'algorithme décrit precédemment permet de génésetes les paire§X = i, Y = j) qui
ne satisfont pas la propriété de consistance de chemmutaCSP binaire. Ceci se traduit par la
production de toutes les clauses binaires correspondgnfésy —Y;) dans le codage CGNF du
CSP. Nous allons maintenant décrire comment ces claupasds peuvent étre exploitées pour
filtrer la formule dans le but de rendre le probleme fortetraremin consistant.

Nous rappelons la définition de la chemin consistance forte

Définition 81 (Chemin consistance forte)

Dans une CSP binaire, un couple de valdirs Dx,j € Dy ), autorisé par une contrainte entre
les variablesX etY est fortement chemin consistant si et seulement siala i®x etj € Dy
sont arc-consistants et pour toute variabldelle queZ + X etZ # Y, il existe une valeur
k € Dy telle que l'affectation partielleX = i,Y = j, Z = k) satisfait toutes les contraintes
(binaires) définies sur tout couples de variable$ BeY, Z}>.

Supposons qu’une clause binaireX; VV —Y;) ait été inferée car le coupleX = i,Y = j)
n’‘est pas chemin consistant. Cette clause peut étreit&8ous la forme~(X; A Y;). Ainsi si une
clause de contraint€'C, contient le littéral généraliseX; AY;) i.e.CC, = (X; AY;) V..., alors
la regle de résolution généralisée peut étre appkoentreC'C, et cette clause binaire et produire
la résolvante généralis&eC; définie comme étant la clause généraligég; dans laquelle le
litteral généralisg X; A Y;) a été retire. Ceci pourrait étre effectué avec une derite linéaire a
chaque fois qu'une clause binaire est générée (il sudfit ge faire de regarder toutes les clauses
généralisées contenant saif, soitY;). Filtrer par consistance de chemin forte est sensési&alin
filtrage de domaines, il ne reste plus qu'a appliquer uneveldai fois I'algorithme de consistance
d’'arc a l'aide del R chaque fois qu’'un nouveau couple est detectée comme h’ptchemin
consistant. Ainsi, la complexité en temps totale pouliséaun filtrage par consistance de chemin
est enO(mn2d* + mn2d*) qui reste erO(mn?d?).

Nous constatons donc que la régle d’'inférerdée peut &tre utilisee non seulement pour ef-
fectuer un filtrage par consistance d’arc, mais aussi pdectefer un filtrage par consistance
de chemin sur des CSP binaires codés en CGNF. De plus, éorgag/ R est combinée avec
la regle de résolution généralisée, elle permet ddigér un filtrage par consistance de che-
min forte qui est plus fort que d’effectuer un filtrage par sistance d'arc singleton (SAC en
anglais pour Singleton Arc Consistency) [Debruyne et Beesil997b], [Prosser et al., 2000] et
[Debruyne et Bessiere, 2005].
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6.8 Travaux de référence, discussion et comparaison

Bien que notre approche ne puisse pas vraiment &étre geatlé transformation ou de codage
de CSP vers SAT, puisque nous introduisons un formalismiguegexprimant naturellement un
CSP, nous dressons dans cette section un petit récajpitigattransformations les plus connues
de CSP vers SAT tout en comparant leurs propriétés.

— Le codage direcfKleer, 1989] est la transformation de CSP vers SAT la plilsé&e. Pour

un CSPP, le codage direct a une complexité en espace dans le pireadesnO(nd +
% + mad®) et ne capture pas la consistance d'arc.

— Le codage AQou Support Encoding[Kasif, 1990] est défini pour les CSP binaires. Sa
particularité est de représenter la propriété de aasce d'arc dans le codage. Il permet
a une procédure simple SAT (la propagation unitaire) toly la consistance d’'arc. Sa
complexité en espace dans le pire des cas est la méme tpidcebdage direct.

— Le codage k-A(Bessiere et al., 2003] est une généralisation du coé&au CSP n-aires.
Sa complexité spatiale est identique a celle des deugsudt Iegerement supérieure a celle
du codage CGNF qui est @8(nd + mad®). Ce codage capture leconsistance d'arc
relationnelle[Bessiére et al., 2003] et [@, j)-consistancdFreuder, 1985]. L'inconvenient
majeur de ce codage réside dans le fait qu'il faut choisiriaripla valeur &, qui est un
parameétre de la transformation, sans avoir de connaissamnda valeur la plus appropriée.

— Comparaison et discussiomNotre approche est differente. Elle consiste en unegdisation
de laforme CNF qui permet un codage naturel et optimal desrC&8rs exprimés en exten-
sion, tout en conservant leur structure, ainsi que desrine&SAT. Dans ce nouveau forma-
lisme, une regle d’inference simple permet de récuplareonsistance d’arc, la consistance
de chemin (dans le cas de CSP binaires) et méme la congisienchemin forte (toujours
pour des CSP binaires) en la combinant a la regle de résolgénéralisée. Les filtrages
associés a ces differentes consistances locales peyédre réalisés avec une complexité
identique a celle des algorithmes les réalisant dans &2 C

6.9 Conclusions et perspectives

Nous avons congu le formalisme GNF (General Normal Forngéreralisant la forme CNF
gui nous permet d’exprimer les CSP n-aires de maniére cotaparsque I'on utilise un opérateur
de cardinalite (CGNF). Nous avons montré que la tailleadesprésentation CGNF d'un CSP est
identique a la taille de sa représentation originale.

Dans ce nouveau formalisme logique, nous avons montréagt’possible d’étendre des tech-
nigues de résolution généralement exploitées poswudére le probleme SAT. En I'occurrence,
nous avons généralisé la regle de résolvante de Rabias formalisme GNF et nous avons
montré que la méthode de résolution qui en découle esplEde pour les deux formalismes GNF
et CGNF. Ceci nous a permis de concevoir une méthode de @arigonsistance ou d'inconsis-
tance pour toute instance exprimée dans un de ces fornalisstamment lorsqu’il s’agit de CSP
exprimés sous forme CGNF. Du moins en théorie, car la cenxii@l de cette méthode ne nous
permet pas d'envisager son implémentation en tant queadétcompléte dans le cas général.

Cependant, nous avons également montré qu'il est pesdibtiliser une autre méthode de
résolution, basée cette fois sur une énumération deegeRLL pour traiter des instances CGNF.
De plus, dans le cas particulier de CSP, nous avons déenquotil”existe une régle d’'inference
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spécifique au codage CGNF, dont I'application jusqu'airsdion permet de filtrer le probleme
par consistance d’ar€tant donné que ce procédé peut &tre réalisé en temémsre par rapport
a la taille de I'instance, nous avons proposé deux alyois de résolution d'instances CGNF
en combinant I'adaptation la procédure DPLL et I'utilisatde cette regle. Ces deux algorithmes
sont équivalents a deux algorithmes bien connus powsialution des CSP : I'algorithrmferward
Checkinget I'algorithmeMAC.

Afin de s’assurer de la praticabilité de ces deux méthodiss ont été expérimentées sur
des instances du probleme de Ramsey ainsi que sur des GB®ra@irdes d'arité 3 et 4 générés
aléatoirement. Nous avons obtenu des résultats qui erngue le maintient de la consistance
d’arc complete dans le codage CGNF semble étre plus edficac

Nous avons également montré que cette regle d'infergranivait étre utilisée de maniere
differente afin d’effectuer un filtrage par consistance derngin dans le cas de CSP binaires ex-
primés sous forme CGNF. Enfin nous avons montré qu’en caambicette regle d'inférence et
la regle de résolution généralisée, nous pouvonliseggaun filtrage équivalent a celui réalisé en
rendant un CSP fortement chemin consistant.

Nous avons donc constaté qu'un certain nombre de techsidaeésolution et de filtrage
par consistances locales généralement utilisées paitert des CSP pouvaient étre exploitées
également dans le formalisme CGNF que nous avons praplbséa fort a parier que tout ce
qui concerne le traitement de CSP en extension peut &upéeé par ce formalisme. En ce sens,
rien d’étonnant au fait que les expérimentations prielaites que nous avons menées ne montrent
pas de meilleures performances que les méthodes detiéaslgpécifiques de CSP (voir méme
au contraire). Pour pouvoir rivaliser avec les solveursigee génération, il faudrait intégrer a nos
solveurs des méthodes de restarts, backjumping, nogooddieg etc... Nous ne sommes pas a ce
stade intéressés par tout ce que nous pourrions réamug@mme techniques d’optimisations exis-
tantes pour les CSP mais plutdt par ce que nous apportentafigme propositionnel qui n'a pas
d’équivalence en CSP. La contribution majeure de ce cleapéit donc a nos yeux la généralisation
de la regle de résolution qui permet de déduire de la dssaace qu'il est impossible de déduire
dans le formalisme CSP. En effet, la résolvante produiteeateux clauses de contrainte est une
clause de contrainte ne correspondant a aucune conteiintele CSP initial.

La perspective principale que nous envisageons pour l&ntaoié de ce travail consiste a trou-
ver un moyen d’exploiter cette regle de résolution gali&e, soit en guise de pré-traitement,
soit de maniére incompléte, en choisissant les clausegrglisées sur lesquelles appliquer la
regle de facon heuristique. Cette regle permettant devar l'inconsistance lorsque la clause
vide est produite, si nous trouvons un moyen de I'exploiemtaniére incomplete, nous pour-
rions ouvrir une voie de recherche pour répondre au camei challenge lancé par Bart Selman
[Selman et al., 1997].
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Nous nous sommes intéressés dans cette thése a trblsémpes majeurs pour lesquels nous
avons tenté d’apporter une contribution.

Le premier de ces problemes concerne le calcul et I'extioit d’ensembles strong back-
door pour le probleme SAT. Le calcul de tels ensembles eptaiieme a tres forte combinatoire
qui n'avait jusqu’alors était traité que pour des prob&s de petite taille. Nous avons proposé
une méthode de recherche locale permettant de calculezrdesnbles strong backdoor dont la
taille est la plus petite possible. Cette méthode est daphbtraiter des instances contenant plu-
sieurs milliers de variables en un temps paramétrable. ¢t basée sur une procédure calculant
le meilleur renommage possible pour une classe polynomizeprobleme étant lui aussi NP-
difficile, nous avons congu une méthode incompléte pbaraher des solutions approchées. Nous
avons ensuite décrit une méthode compléete basée sgorithme DPLL pour résoudre des ins-
tances SAT en exploitant les ensembles strong backdoarleald avantage de cette méthode est
de pouvoir raffiner la borne de complexité dans le pire desdeala résolution.

Nous nous sommes ensulite intéressés aux méthodes ititempour traiter le probleme SAT
directement. Nous avons proposé une méthode de rechlexdde qui a la particularité de n’ex-
plorer que des interprétations partielles mais toujoorssistantes en lieu et place d'interprétations
completes et inconsistantes comme c’est le cas dans larpldgs méthodes de recherche locale.
Nous avons appelé ce solveur CN-SAT pour Consistent Neitpiolod for SAT. Dans ce solveur, le
choix des mouvements a effectuer a chaque étape est gaidé nombre de variables interprétées
de maniere consistante au lieu du nombre de clauses gesstzors de I'évaluation des voisinages
gue nous devons effectuer avant de choisir quelle variaibdgréter, nous avons été confrontés
au probléme du calcul d’'un transversal minimal pour lequals avons proposé deux méthodes
de calcul. La premiere est une méthode exacte de type Brand Bound et la seconde est de
nouveau une méthode approchée. L'implémentation delees méthodes d’évaluation a donné
lieu a deux versions différentes de notre solveur.

Enfin, dans un troisieme temps, nous nous sommes ingsr@sah nouveau formalisme pro-
positionnel qui pourrait tirer avantage de la structuregteblemes. Cette structure étant aisement
reconnaissable lorsque les problemes sont exprimésfeoue CSP , nous avons mis au point un
formalisme qui soit capable d’exprimer simplement tout @®&Formalisme que nous avons intro-
duit est une généralisation de la forme CNF et porte le nerffodnalisme GNF (General Normal
Form). Dans un but de concision, nous avons ajouté a cealtsme un opérateur de cardinalité
permettant d’atteindre une représentation des CSP tkedpiimale. Nous avons baptisé le forma-
lisme GNF combiné aux formules de cardinalitt CGNF pourd@ality General Normal Form.
Nous avons montré que les méthodes de résolutionsitnacilles de SAT pouvaient s’étendre
a ce nouveau formalisme plus général. En I'occurrencesrevons montré qu'il est possible
de prouver l'inconsistance d’une instance en utilisant tégle de résolution généralisée. Cette
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méthode permet la conception d’'une méthode originale fopreuve d’inconsistance lorsque
I'on considére des CSP codés sous forme CGNF. De plus,avmrs également montré qu'il est
possible de résoudre une instance CGNF en utilisant uriboak® énumérative du type DPLL.
Enfin, dans le cas de CSP exprimés en CGNF, nous avons nopritnée regle d'inférence, lors-
gu'elle est appliquée jusqu’a saturation, permet deipécer la proprieté de consistance d'arc
avec une complexité linéaire dans la taille de la donhfe utilisation particuliere de cette régle
permet également de réaliser un filtrage par consistarcghdmin dans le cas de CSP binaires
exprimés sous forme CGNF. Ce filtrage est réalisé aveaonmglexité polynomiale identique a
celle des algorithmes connus pour les CSP. Enfin, lorsque @gjle est combinée avec la regle
de résolution généralisée, nous avons montré quepkmuvait effectuer un filtrage par consistance
de chemin forte, toujours sur des CSP binaires, avec la ncémelexité polynomiale.

Ces contributions aux différents problemes consisi@@&us permettent de dégager un certain
nombre de perspectives a donner a ces travaux.

En ce qui concerne les ensembles strong backdoor, nous propssé de calculer des en-
sembles strong backdoor pour certaines classes polyresnial savoir Horn, ordonnée, Horn-
renommable et ordonné-renommable. La premiére intuijoe nous avons serait de voir s'il est
possible de calculer des ensembles strong backdoor pautreaclasses polynomiales. Un autre
axe de recherche nous semble également pertinent pousvedl til s’agit d’étendre ses travaux
aux problemes Max-SAT. Bien qu'aucune classe polynommaé été identifiee a ce jour, nous
pensons qu’il est possible de traiter un ensemble de claidsdd$orn plus efficacement qu’un
ensemble de clauses non Horn. Il nous semble qu’il est gesdibtiliser les ensembles strong
backdoor pour réduire la complexité de la résolution chbfeme Max-SAT pour un ensemble de
clauses de Horn sans pour autant la rendre polynomiale.

Concernant le solveur CN-SAT, outre les optimisations dg@mmation comme l'intégration
de la propagation unitaire, nous envisageons de combirter approche avec I'exploitation d’en-
sembles backbone pour guider la génération des instamsale départ. Nous envisageons d’autres
pistes comme la détection et I'exploitation de hogood pakesage du probleme SAT au probléme
Max-SAT.

Enfin, le dernier axe sur lequel nous pensons qu'il estéstant de se pencher concerne la
méthode de preuve d'inconsistance pour les CSP exprim&GNF. La méthode de résolution
compléte que nous avons présentée n'étant pas expoaaause de sa trop forte complexité, nous
cherchons un moyen d’intégrer une heuristique de choixctizsses sur lesquelles appliquer le
calcul des résolvantes. Si nous parvenons a trouver llaéhturistique, nous pourrions concevoir
une méthode incompléte de preuve d’inconsistance, tjuneges challenges actuel en intelligence
artificielle.

Une autre voie que nous voulons explorer concerne 'étiedeaasses polynomiales de ce
formalisme. |l serait intéressant de savoir si les clapamomiales de SAT ou des CSP peuvent
étre retrouvées dans ce formalisme, et de voir si il ntexas de classe polynomiale propre a ce
formalisme.

Une amélioration possible de I'efficacité des méthastasmératives que nous avons proposées
pourrait passer par I'intégration de techniques de dieteet d’élimination des symétries dans les
instances codées en CGNF.
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Abstract

This thesis is divided in three parts, for which the commomlge the resolution of NP-
complete problems.

The first part concerns the identification and the explatatf hidden structures in SAT pro-
blems. In particular, we focus on a structure called straackdoor sets which are strongly linked
to the intrinsic difficulty of SAT problems. A strong backdoget is a set of variables such that
for any assignment of its variables, the simplified formutongs to a tractable class. We propose
a method which allows to compute strong backdoor sets forymaail known tractable classes
(Horn, renameable-Horn, Ordered, renameable-OrderedyHih the size is as small as possible.
This approximation is realized in two steps. First we cormapiie best renaming of the formula
according to a tractable class from the point of view of thee s3f the non-tractable part of the
renamed formula (either in terms of number of clauses, oeiims$ of number of literals). Then a
strong backdoor set is extracted from the non-tractablegidhe renamed formula.

The second part concerns our contribution to local searchads for SAT. We propose a new
local search method which deals with incomplete but alwayssistent assignments, instead of
complete and inconsistent ones. This method tries to extendurrent partial assignment in the
same way as a complete method would. But instead of backigaekhen a conflict arises, it frees
at least one variable per falsified clause to restore camgigt Thus the explored neighborhood
is always consistent, whereas it is not the case for othesidal local search algorithms. The
experimental results obtained show the competitivenessuoimethod compared to other local
search methods.

Lastly, the third part concerns a theoretical and practreashework common to SAT and n-ary
CSPs formalisms. We propose and study a generalizationeo€EMF form called GNF. In order
to represent n-ary CSPs in a concise way in this logical ftiema we add a cardinality operator
to the GNF formalism, and get the CGNF formalism. We show thatsize of the encodings of
any instance in both CSP and CGNF are identical. We introducinference rule, as well as a
generalized resolution rule for this formalism. The infeze rule allows to enforce some kind
local consistencies when treating CSPs expressed in thisammnalism, whereas the generalized
resolution rule allows to design a method to prove incoesisg of CGNF instances.

Key words: SAT, Strong Backdoor Sets, Consistent Neighboiod, Local Search, CSP, Local
Consistencies.



Réesume

Cette these comporte trois grandes parties, dont le pomtaun est la résolution de problemes
NP-complets.

La premiere de ces parties concerne l'identification etgleitation de structures cachées
dans un probléme SAT. En particulier, nous nous intéressoune structure appelée ensembles
strong backdoor qui sont fortement liés a la difficult&imseque des problemes SAT. Un ensemble
strong backdoor est un ensemble de variables tel que poigr itderprétation de ces variables la
formule simplifiee appartient a une classe polynomialeusN\proposons une méthode permettant
de calculer des ensembles strong backdoor pour plusieassad polynomiales connues (Horn,
ordonnée, Horn-renommable et ordonnée-renommable lddnille est la plus petite possible.
Cette approximation est réalisée en deux étapes. Dameurier temps, nous calculons le meilleur
renommage de la formule pour une classe polynomiale du pigintue de la taille de la partie
non polynomiale (soit en terme de nombre de clauses, soieremetde nombre de littéraux).
Ensuite nous extrayons un ensemble strong backdoor detla pan polynomiale de la formule
renommee.

La seconde partie est une contribution aux méthodes denauh locale pour le probleme de
SAT. Nous proposons une nouvelle méthode de recherchielqgoagére des interprétations in-
compléetes, mais toujours consistantes, au lieu de cdagpét inconsistantes. Cette méthode tente
de prolonger l'interprétation partielle courante comraefdrait une méthode compléete. Cepen-
dant, au lieu de déclencher un retour arridvacktrach lorsqu’un conflit survient, elle libere au
moins une variable impliguée dans chaque clause falsifieede restaurer la consistance. Ainsi,
le voisinage exploré est toujours consistant alors quées pas le cas pour les algorithmes de re-
cherche locale classiques. Les résultats expérimemeuntrent la compétitivité de notre méthode
par rapport a d’autres méthodes de recherche locale.

Enfin, la troisieme partie concerne un cadre théorigueaique commun au formalisme SAT
et CSP n-aires. Nous proposons et étudions une gérétiafisde la formeCNF, appelée GNF.
Afin de pouvoir représenter de CSP n-aires de maniére serzins ce formalisme logique, nous
rajoutons un opérateur de cardinalité au formalisme GitlBbtenons le formalisme CGNF. Nous
montrons que la taille des représentations CSP et CGNFatalsieme sont identiques. Nous in-
troduisons une regle d’inference, ainsi qu’une regleémlution généralisée pour ce formalisme.
La regle d'inference permet de récupérer un certain lmenadle consistances locales lorsque nous
traitons des CSP exprimés dans ce nouveau formalismesdla de résolution généraliseée quant
a elle nous permet de concevoir une méthode de preuvendeliisistance d'une instance CGNF.

Mots clés: SAT, ensembles strong backdoor, voisinage consistamécherche locale, CSP,
consistances partielles.
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