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ÉCOLE DOCTORALE DE MATH́EMATIQUES ET INFORMATIQUE E.D. 184

THÈSE
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2.3.10 Récapitulatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 44

3 Transformations entre formalismes 47
3.1 SAT→ CSP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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probl ème SAT 59

4 Calcul et exploitation des ensembles strong backdoor 61
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 62
4.2 Calcul d’ensembles strong Horn-backdoor . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 63
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2.1 Relation associée à la contrainte ternaire (RCarrosserie Portières Capot). . . . . . . . 34
2.2 Tableau comparatif des complexités en temps et en espace des différents algo-
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3.1 Exemple de codagek-AC d’une contrainte ternaire impliquant les variablesX,Y
etZ pour 4 valeurs dek. (V = Vrai etF = Faux). . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4.1 Strong backdoor sur les instances industrielles . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 69
4.2 Tailles des ensembles Horn strong backdoor pour des instances réelles. . . . . . . 84
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2 Procédure de calcul d’ensembles strong2-SAT -backdoor paramétré. . . . . . . . 26
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Introduction g énérale

Le problème de satisfaisabilité de formules propositionnelles sous forme normale conjonc-
tive (SAT) est depuis un grand nombre d’années un problèmecentral dans bon nombre de do-
maines dont l’intelligence artificielle. Si ce problème a suscité autant d’intérêt, c’est d’abord parce
qu’il a été le premier problème démontré comme étant NP-complet, faisant de lui le problème de
référence de la théorie de la complexité. De plus, sa simplicité d’appréhension et la robustesse
de ses méthodes de résolutions en font un outil de choix pour un grand nombre d’applications
pratiques. Parmi ces applications, on peut citer notammentles problèmes liés à l’ordonnancement,
la vérification de circuits, l’allocation de ressources, des problèmes de diagnostic etc... Dans la
quantité de solveurs SAT existants, on distingue généralement deux types de solveurs : les sol-
veurs complets et les solveurs incomplets.

La plus grande majorité des méthodes complètes sont bas´ees sur la procédure énumérative
DPLL. Cette méthode basique est couplée généralement `a plusieurs méthodes d’apprentissage et
de filtrage importantes comme des formes étendues de propagation de contraintes booléennes,
de détection de symétries, etc. Ces dernières années, un nombre important de solveurs capables
de traiter des instances de plus en plus grandes ont été proposés. En plus de ces méthodes de
simplifications, de plus en plus de pré-traitements y sont intégrés, afin d’identifier et de traiter
certaines structures contenues dans les instances. C’est le cas des chaı̂nes d’équivalences ou toutes
autres dépendances fonctionnelles qui ont fait et font l’objet de travaux ces dernières années. Plus
récemment, une forme particulière de structure a été identifiée et commence à faire l’objet de re-
cherches. Il s’agit de l’identification d’ensembles strongbackdoor. Un ensemble strong backdoor
est un ensemble de variables tel qu’il résulte de toute interprétation de ces variables une formule
simplifiée pouvant être traitée en temps polynomial. La taille des ensembles strong backdoor est
directement liée à la complexité intrinsèque de chaqueinstance. Ceci explique que le calcul d’en-
semble strong backdoor de taille minimale est NP-difficile.Les seules méthodes connues à l’heure
actuelle souffrent par conséquent d’une très forte et rapide explosion combinatoire rendant leur
utilisation impossible dès lors que les problèmes contiennent plus d’une cinquantaine de variables.

Dans cette thèse nous nous sommes intéressés dans un premier temps à la détection et à l’ex-
ploitation d’ensembles strong backdoor. Notre but est de rendre praticable le calcul de ces en-
sembles dans le cas général, y compris pour des instances de grande taille. Pour ce faire, nous pro-
posons une méthode approchée qui calcule des ensembles strong backdoor pour plusieurs classes
polynomiales dont la taille est la plus petite possible. Cette méthode passe par le calcul du meilleur
renommage d’une formule en fonction d’une classe polynomiale donnée. Ce problème étant NP-
difficile, nous fournissons un algorithme d’approximationde ce renommage basé sur l’exploitation
de l’algorithme incomplet WalkSat. Les expérimentationsque nous avons menées montrent que
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notre méthode de calcul est efficace et permet de trouver en général des ensembles strong backdoor
de taille intéressante.

Ces ensembles strong backdoor ont ensuite été utilisés lors de la résolution complète d’ins-
tances SAT. Le solveur exploitant ces ensembles que nous proposons présente la caractéristique
avantageuse d’avoir une complexité exponentielle dans lataille de l’ensemble strong backdoor au
lieu du nombre total de variables du problème.

Cependant, certaines instances du problème SAT restent intraitables par la plupart des sol-
veurs complets. Lorsque cette incapacité est due à la taille vraiment trop importante des instances,
une alternative consiste à utiliser des méthodes incomplètes. Ces méthodes ont l’avantage de pou-
voir traiter des instances de très grande taille, mais ont aussi, comme leur nom l’indique, l’in-
convénient de ne pas pouvoir répondre dans tous les cas. Laplupart des méthodes incomplètes
sont basées sur des méthodes de recherche locale pour lesquelles l’espace de recherche est ex-
ploré de manière non systématique. Ces méthodes ont montré des performances surprenantes,
notamment sur des instances générées aléatoirement. Généralement, ces méthodes commencent
par générer aléatoirement une interprétation complète inconsistante et tentent de la réparer en y
effectuant des modifications mineures.

Dans cette thèse, nous apportons également une contribution concernant les méthodes in-
complètes. Nous proposons une nouvelle méthode de recherche locale pour le problème SAT
dans laquelle nous ne manipulons que des interprétations partielles mais toujours consistantes.
Contrairement aux méthodes de recherche locale classiques, notre solveur tente d’interpréter un
maximum de variables de manière consistante au lieux de satisfaire un maximum de clauses. Lors
du choix de la prochaine variable à instancier, notre méthode est amenée à calculer un ensemble de
variables de taille minimale à libérer pour maintenir la consistance. Ce calcul se ramène au calcul
d’un transversal de taille minimale dans un hyper-graphe, qui est un problème NP-difficile. Nous
proposons deux méthodes pour effectuer ce calcul, une approchée et une exacte, donnant lieu à
deux versions de notre solveur.

Le formalisme des problèmes de satisfaction de contraintes (CSP) est un autre formalisme
largement utilisé pour représenter et traiter des probl`emes en intelligence artificielle. Il est beau-
coup plus structuré que le formalisme SAT. Cette structurepermet de représenter n’importe quel
CSP sous forme de graphe ou d’hyper-graphe de contraintes etdonne lieu à la définition de plu-
sieurs propriétés de consistances partielles. Dans le formalisme CSP, il existe une sorte de barrière
pratique entre les CSP binaires (toutes les contraintes n’impliquent que deux variables) et les CSP
n-aires (contraintes quelconques). En effet, même si dansla théorie presque toutes les propriétés et
méthodes des CSP binaires peuvent être généralisées aux CSP n-aires, en pratique on constate que
cette généralisation pose quelques problèmes. Cette différence est cependant en train de s’amenui-
ser ces dernières années, notamment grâce à l’utilisation de contraintes dites globales.

Les formalismes SAT et CSP n’en restent pas moins très proches, puisqu’il existe plusieurs
façons de coder une instance CSP en SAT et vice-versa. On estdonc en droit de se poser la ques-
tion de l’existence d’un formalisme général qui permettrait d’exprimer simplement une instance
SAT ou CSP et qui pourrait tirer profit des avantages de ces deux formalismes.

Le formalisme CGNF (Cardinality General Normal Form) que nous introduisons dans cette
thèse pourrait être une réponse à cette question. En effet, nous montrons qu’il est capable d’expri-
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mer et de traiter n’importe quelle instance SAT ou CSP exprimée en extension. S’agissant d’un for-
malisme logique, nous montrons comment la méthode de calcul des résolvantes peut être étendue
et utilisée pour résoudre des instances CGNF. Nous montrons également que dans le cas parti-
culier où des CSP sont codés en CGNF, nous pouvons définir une règle d’inférence qui permet
de filtrer les instances de la même manière que le ferait desfiltrages par consistances partielles
sur leur formulation CSP. Plus précisément, nous montrons que la consistance d’arc et la consis-
tance de chemin (dans le cas de CSP binaires) peuvent être établies dans le codage CGNF avec la
même complexité que dans les CSP. Enfin nous verrons que l’adaptation de la procédure DPLL à
ce formalisme, combinée à l’exploitation de certaines r`egles d’inférences, permet de retrouver les
algorithmes Forward Checking (FC) et Maintaining Arc Consistency (MAC).

Ce mémoire est composé de trois grandes parties. La premi`ere contient un état de l’art que
nous dressons pour situer le point de départ de nos travaux.Cette étude bibliographique comprend
les définitions des problèmes SAT et CSP, ainsi qu’une présentation des transformations les plus
connues entre ces deux formalismes. La seconde partie de ce mémoire est consacrée au problème
SAT et présente nos deux premières contributions : nous y présentons tout d’abord notre méthode
pour calculer des ensembles strong backdoor ainsi qu’une utilisation de ces ensembles pour la
résolution d’instances SAT. Puis nous présentons la nouvelle méthode de recherche locale pour
la résolution du problème SAT. Enfin, la troisième partiecontient notre dernière contribution : la
présentation du formalisme CGNF.
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Ce premier chapitre est consacré au rappel des définitionsdu formalisme de la logique proposi-
tionnelle et du problème SAT. Dans un premier temps, nous introduisons les notions techniques de
logique propositionnelle permettant de caractériser le problème SAT. Après une description d’un
certain nombre de classes polynomiales, nous présentons les ensembles backdoor et strong back-
door et les méthodes connues pour les calculs. Enfin, nous présentons brièvement les différentes
méthodes de résolution du problème SAT.
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1.1 La logique propositionnelle

1.1 La logique propositionnelle

1.1.1 Syntaxe

Définition 1 (variable propositionnelle)
Unevariable propositionnelle, parfois appeléeproposition atomiqueouatome, est une variable
booléenne prenant ses valeurs dans l’ensemble{FAUX,VRAI}, {0, 1} ou encore{F, V }.

Définition 2 (formule propositionnelle)
Soit un alphabet constitué d’un ensemble de variables propositionnelles et de deux symboles par-
ticuliers⊤ et⊥. Soient les connecteurs :

– de négation :¬ (non)
– de conjonction :∧ (et)
– de disjonction :∨ (ou)
– d’implication :→ (si . . .alors . . .)
– d’équivalence :↔ (. . .si et seulement si . . .)
et les opérateurs auxiliaires de parenthèsage« ( » et« ) ».
Une formule propositionnelleΣ se construit récursivement en appliquant un nombre fini de

fois les règles suivantes :

1. une variable,⊤ et⊥ sont des formules ;

2. siΣ est une formule alors (Σ) est une formule ;

3. siΣ est une formule alors¬Σ est une formule ;

4. siΣ etΣ′ sont des formules alors :
– (Σ ∨ Σ′ ) est une formule ;
– (Σ ∧ Σ′ ) est une formule ;
– (Σ→ Σ′ ) est une formule ;
– (Σ↔ Σ′ ) est une formule.

Dans le cas où aucune ambiguı̈té n’est possible, les parenthèses peuvent être omises. Dans la
pratique, nous ne considérerons que des alphabets contenant un nombre fini de variables proposi-
tionnelles. Plus précisément, pour une formuleΣ, nous nous limiterons même à l’ensemble fini des
variables qui apparaissent au moins une fois dansΣ. Cette restriction sera notamment appliquée
lorsque nous parlerons des interprétations.

Définition 3 (litt éral)
On désigne parlitt éral une variablel ou sa négation¬l : l est appelélitt éral positif et¬l litt éral
négatif. On note∼ l le littéral complémentaire àl.

1.1.2 Śemantique

Interpr étation d’une formule

Définition 4 (Interpr étation)
Une interprétationI en calcul propositionnel est une application de l’ensembledes formules
propositionnelles dans l’ensemble des valeurs de vérité{VRAI ,FAUX }. L’interprétationI(Σ)
d’une formuleΣ est définie par la valeur de vérité donnée à chacune des variables deΣ. Cette
interprétation se calcule par l’intermédiaire des règles suivantes :

1. I(⊤)=VRAI;
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I(Σ) I(Φ) I(¬Σ) I(Σ∧Φ) I(Σ∨Φ) I(Σ→Φ) I(Σ↔Φ)
V V F V V V V

V F F F V F F

F V V F V V F

F F V F F V V

TAB . 1.1 – Table de vérité d’une formule

2. I(⊥)=FAUX;

3. I(¬Σ)=VRAI si et seulement siI(Σ)=FAUX;

4. I(Σ∧Φ)=VRAI si et seulement siI(Σ)=I(Φ)=VRAI;

5. I(Σ∨Φ)=FAUX si et seulement siI(Σ)=I(Φ)=FAUX;

6. I(Σ→ Φ)=FAUX si et seulement siI(Σ)=VRAIetI(Φ)=FAUX;

7. I(Σ↔ Φ)=VRAI si et seulement siI(Σ)=I(Φ).

La tableau 1.1 synthétise les différentes valeurs de vérité des formules (¬Σ), (Σ∧Φ), (Σ∨Φ),
(Σ→ Φ) et (Σ↔ Φ) en fonction des valeurs deΣ etΦ.

Remarque 1 De la table de v́erité du tableau 1.1, il est possible de déduire que :
– la formule (Σ→Φ) estéquivalentèa (¬Σ∨Φ) ;
– la formule (Σ↔Φ) s’écrit également ((Σ→Φ)∧(Φ→Σ)) ou encore ((¬Σ∨Φ)∧(¬Φ∨Σ)) ;
– le« ou exclusif»(exprimant la« différence»entre deux formules) noté (Σ⊕Φ) s’écrit également
¬(Σ↔Φ) ou encore ((¬Σ∧Φ)∨(¬Φ∧Σ)) ;

– SoitSI(Σ) l’ensemble des interprétations d’une formuleΣ. SiΣ poss̀ede exactementn va-
riables diff́erentes alors|SI(Σ)|=2n.

Remarque 2 En calcul propositionnel, pour d́ecrire une interpŕetationI d’une formule, il suffit
de connâıtre la valeur de v́erité qu’elle donnèa toute variablev de la formule sachant que, soit
le littéral v, soit le littéral ¬v est vrai dansI. De manìere naturelle on peut caractériser une in-
terprétationI par l’ensemble des variables qu’elle interprèteà vrai. Par exemple pour la formule
(a ∧b)→ (c↔ d) et l’interprétation I(a)=V, I(b)=F, I(c)=V, I(d)=F, I est not́ee{a,c}. Mal-
heureusement cette notation ne permet pas de distinguer lesvariables n’ayant pas de valeur de
vérité « définie»comme dans le cas des interprétations incompl̀etes. Nous représentons donc une
interprétationI par l’ensemble des littéraux vrais pour l’interpŕetation. Sur l’exemple préćedent,
I sera repŕesent́e par l’ensemble{a,¬b,c,¬d}.

Définition 5 (Interpr étation partielle, incomplète et compl̀ete)
SoitΣ une formule propositionnelle dont le nombre de variables est égal àn. On dit que :

– I est uneinterpr étation partielle deΣ si et seulement siI est une interprétation et|I| 6 n ;
– I est uneinterpr étation incomplète de Σ si et seulement siI est une interprétation et
|I| < n ;

– I est uneinterpr étation compl̀etedeΣ si et seulement siI est une interprétation et|I| = n.
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1.1 La logique propositionnelle

Consistance, inconsistance, validité et invalidité d’une formule

Définition 6 (formule satisfaite)
On dit qu’une formule propositionnelleΣ estsatisfaitepar une interprétationI si et seulement si
I(Σ)=V.

Définition 7 (formule falsifi ée)
On dit qu’une formule propositionnelleΣ estfalsifiéepar une interprétationI si et seulement si
I(Σ)=F.

Définition 8 (modèle)
On appellemodèled’une formuleΣ, une interprétationI qui satisfaitΣ.

Définition 9 (contre-modèle)
On appellecontre-modèled’une formuleΣ, une interprétationI qui falsifieΣ.

Définition 10 (consistance, inconsistance)
Une formule est diteconsistanteou satisfiable ou satisfaisable si et seulement si elle admetau
moins un modèle. Une formule est diteinconsistanteou insatisfaisable si et seulement si elle
n’admet pas de modèle, c’est-à-dire :∀ I ∈ SI(Σ) I(Σ)=F.

Conśequence śemantique

Définition 11 (Conśequence śemantique ou conśequence logique)
Une formuleΣ implique sémantiquementune formuleΦ notéeΣ�Φ, si et seulement si tout
modèle deΣ est un modèle deΦ. On dit alors queΣ a pourconśequence logiqueΦ ou encore
queΦ est uneconśequence logique deΣ.

Définition 12 (équivalence śemantique)
On dit que deux formulesΣ et Φ sontsémantiquementéquivalentes, notéΣ≡Φ si et seulement
si Σ|=ΦetΦ|=Σ, c’est à dire si ces deux formules admettent exactement lesmêmes modèles.

Clauses, mon̂omes et formes normales

Clauses et mon̂omes

Définition 13 (clause)
On appelleclauseune formule constituée d’une disjonction finie de littéraux. Une clause est donc
satisfaite par une interprétation si au moins un de ses littéraux est vrai dans cette interprétation.

Définition 14 (monôme)
Dualement, on appellemonômeune formule constituée d’une conjonction finie de littéraux. Un
monôme est donc satisfait par une interprétation si tous ses littéraux sont vrais dans cette in-
terprétation.

Dans un souci de synthèse et de clarté, nous considérerons très souvent les clauses (ou les
monômes) comme des ensembles de littéraux1 et en conséquence nous nous autorisons à appliquer
aux clauses (ou monômes) tous les opérateurs ensemblistes.

1Dans la pratique, ces ensembles seront même représentéspar des listes sans répétition.
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Définition 15 (clause et mon̂ome fondamentaux)
On appelleclause fondamentale(respectivementmonôme fondamental), une clause (respecti-
vement un monôme) qui ne contient pas de littéral complémentaire.

Définition 16 (clause tautologique)
On appelle clauseclause tautologiqueune clause qui contient au moins deux littéraux complémentaires.

Définition 17 (clause positive, ńegative, mixte)
On appelle clausepositive (respectivementnégative) une clause qui ne contient pas de littéral
négatif (respectivement positif). Une clause constituée à la fois de littéraux positifs et négatifs est
appeléeclause mixte.

Définition 18 (longueur d’une clause ou d’un mon̂ome)
On appellelongueur de la clausec (respectivement du monômem), le nombre de littéraux
différents dansc (respectivementm). Cette longueur sera notéelg(c) (respectivementlg(m)).

Définition 19 (clause unaire ou unitaire)
Uneclausec unaire (ou unitaire ou mono-littérale) est une clause telle quelg(c) = 1.

Définition 20 (clause n-aire)
Une clausen-aire est une clause telle quelg(c) = n.

Définition 21 (clause vide)
Une clause estvide si lg(c) = 0. Elle sera notée⊥ou�.

Définition 22 (clause de Horn)
Une clause deHorn est une clause qui contient au plus un littéral positif.

Note 1 Dualement, une clause contenant au plus un littéral négatif sera appeléeclause reverse-
Horn .

Exemple 1 (Exemples de clauses de Horn){¬a,¬b, c,¬d} est une clause de Horn.{a, b, c,¬d}
est une clause reverse-Horn. Les clauses négatives sont des clauses de Horn. Les clauses positives
sont des clauses reverse-Horn.

Définition 23 (sous-sommation ou subsumption)
La clausec1 sous-sommeou subsumela clausec2 si et seulement sic1 ⊆ c2.

Définition 24 (résolvante)
Deux clausesc1 etc2 se résolvent si et seulement si il existe un littérall tel quel ∈ c1 et∼ l ∈ c2.
La clause ((c1) \ {l} ∪ (c2) \ {∼ l}) est appeléer ésolvantedec1 etc2 enl. Il est évident que cette
résolvante est logiquement impliquée par les clausesc1 et c2.
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Impliqu és et impliquants

Définition 25 (impliqué)
SoientΣ une formule etc une clause. On dit quec est un impliqué deΣ si et seulement sic est
une conséquence logique deΣ. Ceci est équivalent à dire queΣ impliquec.

Définition 26 (impliquant)
SoientΣ une formule etm un monôme. On dit quem est un impliquant deΣ si et seulement si
Σ est une conséquence logique dem. Ceci est équivalent à dire queΣ est impliqué parm.

Définition 27 (impliqué et impliquant premiers)
Un impliqu é (respectivementimpliquant ) premier d’une formule est un impliqué (respective-
ment impliquant) qui est minimal pour l’inclusion.

1.1.3 Formes normales
Définition 28 (CNF)
Une formuleΣ est sousforme normale conjonctive (CNF) si et seulement siΣ est une conjonc-
tion de clauses, c’est-à-dire une conjonction de disjonctions de littéraux.

Définition 29 (DNF)
Une formuleΣ est sousforme normale disjonctive (DNF) si et seulement siΣ est une disjonc-
tion de monômes, c’est-à-dire une disjonction de conjonctions de littéraux.

De même que pour les clauses (et les monômes), nous consid´erons une CNF (respectivement
DNF) comme un ensemble de clauses (respectivement monômes).

Définition 30 (litt éral pur ou monotone)
Un littéral l est dit pur pour la formuleΣ sous forme CNF si et seulement si il apparaı̂t soit
uniquement positivement soit uniquement négativement dansΣ.

Propri été 1 Toute formule propositionnelle peutêtre ŕeécrite sous forme normale conjonctive.

Néanmoins cette transformation peut nécessiter une croissance exponentielle de la taille de
l’ensemble obtenu. On peut trouver dans la thèse de Siegel [Siegel, 1987], un algorithme permet-
tant de transformer toute formuleΣ en une formule normale conjonctive équivalente du point de
vue de la satisfaisabilité dont la taille est linéaire.

Définition 31 (CNF « simplifi ée»)
Soient une CNFΣ et un littérall, nous notonsΣl la CNF simplifiée en supprimant deΣ toutes les
occurrences de∼l et toutes les clauses oùl apparaı̂t.
Par extension, sic est une clause fondamentale,Σc correspond à la simplification deΣ par tous
les littéraux de la clausec (Σc ≡ Σ ∧ l1 ∧ l2 ∧ ... ∧ lq où c = {l1, l2, ..., lq}).
Nous notonsΣ∗ la CNF simplifiée par la propagation2 de tous ses littéraux unitaires deΣ.
De même, nous notonsΣ⋄ la CNF simplifiée par la propagation de tous les littéraux purs deΣ.
Enfin,Σ+ correspond à la CNF simplifiée par la propagation de tous les littéraux unitaires et purs
deΣ.

2La propagation unitaire correspond à une« simplification récursive» des littéraux unitaires.
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Intuitivement, la simplification d’une formule par un litt´eral l est une opération élémentaire
consistant à exercer les règles d’évaluation d’une formule sur l’interprétation partielleIp définie
uniquement pour la variablel (Ip(l) = Vrai si l est positif,Fauxsinon). Dans le cas d’une CNF,
cette simplification s’effectue en deux étapes :

1. suppression des clauses satisfaites parl, c’est-à-dire les clausesc telles quel ∈ c ;

2. suppression des occurrences falsifiées del, c’est-à-dire des occurrences de∼l.

Cette simplification est couramment appelée propagation de l’effet de l’affectation (ou de l’assi-
gnation) d’un littéral.

Exemple 2 (Simplifications d’une CNF) Soit la CNFΣ = {(a ∨ ¬c), (¬a ∨ b ∨ c), (¬d ∨
¬a), (¬c ∨ d), (¬b ∨ e ∨ f), (¬e ∨ f ∨ ¬g), (¬f ∨ ¬e)}.
Soit la clausec1 = {a, ¬d}.
Σa = {(b ∨ c), (¬d), (¬c ∨ d), (¬b ∨ e ∨ f), (¬e ∨ f ∨ ¬g), (¬f ∨ ¬e)}.
Σc1 = {(b ∨ c), (¬c), (¬b ∨ e ∨ f), (¬e ∨ f ∨ ¬g), (¬f ∨ ¬e)}.
Σ∗

c1 = {(e ∨ f), (¬e ∨ f ∨ ¬g), (¬f ∨ ¬e)}.
Σ+

c1 = {(e ∨ f), (¬f ∨ ¬e)}.

1.2 Le problème SAT

SAT est la forme réduite de problème de satisfaisabilité de formules propositionnelles sous
forme normale conjonctive (CNF). C’est un des problèmes qui a été le plus étudié en informa-
tique et qui continue de l’être par une grande communauté de chercheurs du fait de son impor-
tance théorique aussi bien que pratique. En effet, SAT fut le premier problème prouvé comme
étant NP-complet par Cook [Cook, 1971], faisant de lui le problème NP-complet de référence. De
plus, un grand nombre de problèmes en informatique s’y ram`enent ou le contiennent, comme
la démonstration automatique, la programmation logique,les bases de données déductives, la
vérification de circuits et de microprocesseurs, etc.

Définition 32 (Le problème SAT)
SoitΣ une CNF construite sur un ensembleS de symboles propositionnels.
Existe-t-il une interprétation surS qui satisfasseΣ ?

Remarque 3

1.2.1 Notations

Nous allons tout de suite fixer un certain nombre de notationsqui nous serviront tout au long
de ce mémoire lors des calculs de complexités, de définitions etc...

Généralit és : Lors de tout calcul de complexité, le nombre de variables propositionnelles
présentes dans une formule CNFΣ sera noténbV ar(Σ) ou bien, lorsqu’aucune ambiguı̈té
n’est possible, simplementn. Le nombre de clauses de cette formule sera noténbCla(Σ)
ou bien, lorsqu’aucune ambiguı̈té n’est possible, simplementm. La taille d’une clause cor-
respond au nombre de littéraux qui la composent, la taille d’une clausec sera notéelg(c)
et la taille de la plus grande clause sera notéek. La taille totale d’une instance SATΣ sera
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notée|Σ| et correspond tout naturellement à la somme des longueurs de chaque clause de
Σ :

|Σ| =
∑

ci∈Σ

lg(ci).

Variables et litt éraux : Les variables propositionnelles, ainsi que les littérauxqui leurs sont
associés, s’ils ne sont pas explicitement nommés, serontnotés par des lettres minuscules
de tout l’alphabet (a, l, v, x) éventuellement indexées (v1,¬l2, vi,¬bj). Les indices, s’ils ne
sont pas explicitement chiffrés, seront quant à eux notés par des lettres minuscules du milieu
de l’alphabet (i, j, k ou des nombres entiers). L’ensemble des variables d’une formuleΣ sera
notéV(Σ) et l’ensemble de ses littérauxL(Σ).

Clauses : Les clauses seront notées par la lettre minusculec indexée par des indices identiques
à ceux des variables. Comme il a été dit, elles seront représentées indifféremment par des
ensembles de littéraux ({a, b, c}) ou par des disjonctions de littéraux ({a ∨ b ∨ c}).

Formule CNF : Les formules propositionnelles, et particulièrement celles sous forme CNF
(instance SAT) seront notées par des lettres majuscules del’alphabet grec, généralement
Σ, éventuellement indexées avec encore les même indices.Elles seront représentées par des
ensembles de clauses (Σ = {a∨b∨¬d, ¬b∨¬c, a∨d∨¬c, c∨d} ouΣ = {c1, c2, c3, c4}).

Divers : pour un littérall, on noteOcc(l) l’ensemble des clauses dans lesquelles le littérall
apparaı̂t.

1.3 Les classes polynomiales de SAT

Nous rappelons que définir une classe polynomiale nécessite deux algorithmes de complexité po-
lynomiale :

– un algorithme de reconnaissance, qui décide si l’instance du problème appartient à cette
classe ou pas ;

– un algorithme de décision de la satisfaisabilité des instances de cette classe.
Il est clair qu’il existe des classes d’instances ne répondant qu’à l’un ou l’autre des critères.

Ces classes sont quasiment inexploitables en pratique. Nous pouvons citer, par exemple, la classe
constituée de l’ensemble des instances de SAT ayant un nombre polynomial de résolvantes. Clai-
rement cette classe admet un algorithme de décision polynomial3. Nous appelonsrestriction poly-
nomialeune classe pour laquelle seul un algorithme de décision polynomial existe.

Très peu de classes polynomiales de SAT sont connues à ce jour. Nous en établissons dans ce
paragraphe une liste non exhaustive.

1.3.1 Les clauses binaires

La première classe polynomiale à avoir été exhibée est2-SAT [Cook, 1971], c’est-à-dire les
instances de SAT formées de clauses binaires. L’algorithme de reconnaissance pour cette classe est
trivial et clairement linéaire. L’algorithme de décision de satisfaisabilité proposé par Cook se base
sur le principe de résolution et est assurément polynomial puisque la résolvante de deux clauses
binaires est au pire une clause binaire et que le nombre de clauses binaires pouvant être construites
pour un nombre donné de variables, est une fonction quadratique de ce nombre de variables.

3Il suffit de calculer l’ensemble de ces résolvantes, ce qui est fait en temps et en espace polynomial par définition de
la classe, et de répondre« oui l’instance admet une solution»ou« non l’instance n’admet pas de solution», en fonction
de la production ou non de la clause vide.
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Proposition 1 2-SAT∈ P [Cook, 1971].

Par la suite d’autres algorithmes de complexité linéairefurent proposés. Citons celui de Even,
Itai et Shamir [Even et al., 1976] se basant sur un algorithmeénumératif avec un principe de retour
arrière intelligent, ou encore celui de Aspvall, Plass et Tarjan [Aspvall et al., 1979] utilisant un
codage des clauses en termes de graphes et l’algorithme de Tarjan [Tarjan, 1972] pour calculer les
composantes fortement connexes de ce graphe.

1.3.2 Les clauses de Horn

Une autre classe polynomiale bien connue de SAT estHORN-SAT.

Définition 33 (HORN-SAT)
Horn-SAT est la restriction de SAT aux ensembles de clauses de Horn.

L’algorithme de reconnaissance, comme pour les clauses binaires, est trivial et clairement
linéaire : il suffit de passer en revue les clauses une à une et de s’assurer qu’il y a bien au plus un
littéral positif par clause. En ce qui concerne le test de satisfaisabilité d’un ensemble de clauses
de Horn, plusieurs auteurs ont montré que la résolution des clauses positives unitaires, qui s’effec-
tue en temps et en espace linéaire, est suffisante [Minoux, 1988], [Dalal, 1992] et [Rauzy, 1995].
D’autres algorithmes de complexité linéaire, se basant sur la théorie des graphes, ont été proposés
[Dowling et Gallier, 1984], [Ghallab et Escalada-Imaz, 1991] et [Scutella, 1990].

Proposition 2 Horn-SAT∈ P.

Définition 34 (Renommages)
On appellerenommage d’un ensemble de litt́eraux SL, une applicationρ telle que :

ρ : SL −→ SL ;

l 7−→ ρ(l) =











¬l

ou

l

et ∀ l ∈ SL : ρ(¬l) = ¬ρ(l).

Par extension, nous définissons unrenommageρc d’une clausec comme l’application deρ à tous
les littéraux de cette clause :ρc(c) =

∨

l∈c

ρ(l).

De même, unrenommageρΣ d’un ensemble de clausesΣ se définit comme :ρΣ(Σ) =
∧

c∈Σ
ρc(c).

Définition 35 (formule Horn-renommable)
On dit qu’un ensemble de clausesΣ estHorn-renommable si et seulement si il existe un renom-
mageρ des littéraux deΣ tel queρΣ(Σ) soit un ensemble de clauses de Horn.

Exemple 3 (Une instance Horn-renommable)SoientΣ = {a∨b∨¬d, ¬b∨¬c, a∨d∨¬c, c∨d}
etρ le renommage suivant :

ρ(a) = ¬a
ρ(b) = ¬b
ρ(c) = c
ρ(d) = ¬d

15



1.3 Les classes polynomiales de SAT

Nous obtenons :ρΣ(Σ) = { ¬a∨¬b∨ d, b∨¬c, ¬a∨¬d∨¬c, c∨¬d} qui est un ensemble de
clauses de Horn. Par conséquentΣ est bien une formule Horn-renommable. �

Le problème de reconnaissance de formules Horn-renommables n’est pas aussi trivial que celui
des clauses de Horn ou des clauses binaires. En effet, il n’est pas immédiat de déterminer si une ins-
tance SAT est de Horn à un renommage près des littéraux. Toutefois, ce problème peut être ramené
linéairement à celui de la satisfaisabilité d’un ensemble de clauses binaires, et par conséquent traité
de manière linéaire [Lewis, 1978, Aspvall, 1980, Chandruet al., 1990, Hébrard, 1994]. Ces algo-
rithmes fournissant pour la plupart le renommage permettant de transformer l’ensemble de clauses
en un ensemble de clauses de Horn, décider de la satisfaisabilité d’une formule Horn-renommable
peut être fait en temps linéaire par l’intermédiaire d’un algorithme décisionnel emprunté à la classe
Horn-SAT .

Proposition 3 Les instances Horn-renommables de SAT constituent une classe polynomiale de
SAT.

Plusieurs auteurs ont cherché à généraliser les deux classes polynomiales« primaires»de SAT
(Horn-SAT et2-SAT ). Ces recherches ont donné naissance à plusieurs types de généralisations :
les clauses q-Horn, un principe de hiérarchisation des clauses, les formules (presque) de Horn et
les formules (presque) ordonnées.

1.3.3 Les clauses q-Horn

La classe des clauses q-Horn a été introduite par Boroset al. dans [Boros et al., 1990] et se
définit de la manière suivante :

Définition 36 (Ensemble de clauses q-Horn)
Un ensemble de clausesΣ est ditq-Horn si et seulement si il existe une partition des variables
(modulo un renommage) deΣ en deux sous-ensembles disjointsH etQ tels qu’aucune clause de
Σ :

– ne contient plus de deux variables deQ ;
– ne contient plus d’un littéral positif deH ;
– contenant un littéral positif deH ne contient de littéral positif deQ.

La difficulté de cette classe est la reconnaissance des ensemblesH etQ. En effet, une fois
ces ensembles déterminés, le test de satisfaisabilité revient à affecter à la valeurFAUX toutes
les variables deH et à résoudre le problème restant qui appartient clairement à2-SAT. En ce
qui concerne l’appartenance d’une formule à la classe des clauses q-Horn, Boroset al. dans
[Boros et al., 1994] ont proposé un algorithme linéaire pour déterminer les ensemblesQ etH.

Exemple 4 SoitΣ = {x1 ∨¬x2 ∨¬x3,¬x1 ∨¬x2 ∨¬x3,¬x3 ∨x4,¬x1 ∨¬x2 ∨x5 ∨x6,¬x1 ∨
¬x3∨¬x6∨x7,¬x2∨¬x4∨x6∨x7,¬x6∨¬x7, x6∨¬x7, x5∨x6} En posantQ = {x5, x6, x7}
etH = {x1, x2, x3, x4}, on voit que toutes les conditions sont respectées, doncΣ estq-Horn .

1.3.4 Les diff́erentes híerarchies

Une autre manière de généraliser les clauses de Horn passe par l’introduction de différentes
formes de hiérarchie d’instances SAT.
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Généralisation de Yamasaki et Doshita :

Les premiers à avoir travaillé dans cette voie furent Yamasaki et Doshita qui dans [Yamasaki et Doshita, 1983]
autorisent les clauses de Horn à posséder plusieurs litt´eraux positifs, sous condition que ces
littéraux soient en quelque sorte« imbriqués». Ceci afin de garantir que la résolution unitaire
reste suffisante pour répondre à la question de la satisfaisabilité de la formule.

Arvind et Biswas ont proposé un algorithme quadratique pour décider de la satisfaisabilité des
instances de cette classe [Arvind et Biswas, 1987].

Hiérarchie de Gallo et Scutell̀a :

Gallo et Scutellà ont par la suite généralisé les travaux de Yamasaki et Doshita. Dans [Gallo et Scutellá, 1988],
une hiérarchieΓ0,Γ1, ... d’instances de SAT est définie. Cette hiérarchie se construit de la façon
suivante :

Définition 37 (La hiérarchie de Gallo-Scutell̀a)
– Γ0 = Horn-SAT ;
– Σ ∈ Γk si et seulement si il existe un littéral p tel queΣp ∈ Γk−1 etΣ∼p ∈ Γk.

Les instances appartenant àΓ1 représentent en fait la classe de Yamasaki et Doshita décrite dans
[Yamasaki et Doshita, 1983]. Gallo et Scutellà ont propos´e un algorithme pour reconnaı̂tre et
résoudre les instances de la classeΓk. Cet algorithme est de complexitéO(|Σ|nk) en temps et
en espace. De plus, cette classe vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 4 – Γ0 = Horn-SAT ;
– Γk ⊇ Γk−1, k = 1, 2, ... ;

– SAT=
∞
⋃

k=0

Γk.

Hiérarchie de Dalal et Etherington :

La hiérarchie de Gallo et Scutellà a elle-même été généralisée par Dalal et Etherington dans
[Dalal et Etherington, 1992] où deux hiérarchies entrelacées(∆i) et (Ωi) sont définies.

Définition 38 (les híerarchies de Dalal-Etherington)
SoitΣ une formule CNF. Nous avons :

– Σ ∈ ∆0 si et seulement siΣ+ contient :
– soit la clause vide ;
– soit uniquement des clauses positives ;
– soit uniquement des clauses négatives ;

– ∀ k, Σ ∈ Ωk si et seulement si
– Σ ∈ ∆k ;
– ou pour tout littéralp deΣ+ :

– soitΣ+
p ∈ ∆k etΣ+

∼p ∈ Ωk ;
– soitΣ+

p ⊂ Σ etΣ+
p ∈ Ωk ;

– ∀ k > 0,Σ ∈ ∆k si et seulement si il existe un littéralp deΣ+ tel que :
– soitΣ+

p ∈ Ωk−1 etΣ+
∼p ∈ ∆k ;

– soitΣ+
p ⊂ Σ etΣ+

p ∈ ∆k.
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1.3 Les classes polynomiales de SAT

Il est à noter que contrairement à la hiérarchie de Gallo et Scutellà, nous avons2-SAT⊂ Ω0.
Dalal et Etherington ont proposé un algorithme de reconnaissance et de résolution de com-

plexité, spatiale et temporelleO(|Σ|nk).

1.3.5 Les formules presque Horn

Introduite par Luquet dans sa thèse [Luquet, 2000], cette classe polynomiale est une extension
des classes des formules de Horn et des formules Horn-renommables. On pourrait dire que cette
classe contient les formules qui sont Horn-renommables« par morceaux». Pour savoir si une
formuleΣ est presque Horn, on décomposeΣ enΣ = BaseH(Σ)∪Reste(Σ) oùBaseH(Σ) est
la base de Horn de la formuleΣ, c’est-à-dire un sous-ensemble de clauses deΣ qui soient Horn-
renommables4, etReste(Σ) le sous-ensemble des clauses restantes deΣ (non Horn-renommable).
Les formules Horn-renommables correspondent aux formulespour lesquelles leReste est vide.

SiReste(Σ) n’est pas vide, on considère l’ensembleReste(Reste(Σ)) et ainsi de suite, que
l’on appellereste itéré de Σ. Une formuleΣ est dite presque Horn si son reste itéré est vide.
Luquet a proposé un algorithme de complexitéO(n|Σ|) pour la reconnaissance d’une formule
presque Horn etO(1) pour tester leur satisfaisabilité.

La classeF-Horn∗

Toujours dans sa thèse, Luquet a encore élargi cette classe à la classeF-Horn∗. SoitF une
classe polynomiale de SAT, une formuleΣ est diteF-Horn∗ si le reste itéré deΣ appartient à la
classeF et queΣ ne contient pas de clause unitaire. On voit donc que la classedes clauses q-Horn
coı̈ncide avec la classe (2-SAT)-Horn∗.

Soit F une classe polynomiale de SAT pour laquelle on peut tester l’appartenance d’une
formule Σ en tempsO(g(Σ)), alors le test d’appartenance de cette formule à la classeF-Horn∗

peut être réalisé en tempsO(n|Σ|+ g(Σ)). SoitF une classe polynomiale de SAT pour laquelle
on peut tester la satisfaisabilité d’une formuleΣ en tempsO(f(Σ)). Si une formuleΣ appartient
à la classeF-Horn∗, alors on peut tester la satisfaisabilité deΣ en tempsO(|Σ|+ f(Σ)).

1.3.6 Les formules ordonńees

La classe des formules ordonnées, introduite par Benoist et Hébrard [Benoist et Hébrard, 1999],
peut être vue naturellement comme une extension de la classe des formules de Horn. L’idée
derrière cette classe polynomiale est de considérer des clauses qui ressemblent à des clauses de
Horn mais qui contiennent plus d’un littéral positif, à condition que les littéraux positifs soient
tousli éssauf un.

Définition 39 (Litt éraux libres/liés)
Soientc ∈ Σ une clause etl ∈ c un littéral. On dit quel est lié dansc (par rapport àΣ) si
Occ(¬l) = ∅ ou s’il existet ∈ c (t 6= l) tel queOcc(¬l) ⊆ Occ(¬t). Si l n’est pas lié dansc, on
dit quel est libre dansc.

Les formules ordonnées sont définies ainsi :
4La définition exacte de la base de Horn est un peu plus compliquée et fait appel à la définition de Horn-

renommabilité d’un ensemble de clauses par rapport à un sous-ensemble de variables, mais la définition approximative
que nous donnons permet de comprendre l’intuition cachée derrière cette classe. Nous invitons le lecteur intéress´e par
plus de détails à consulter [Luquet, 2000].
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Définition 40 (Formules ordonńees)
Une formule CNFΣ est ordonnée si chaque clausec ∈ Σ contient au plus un littéral positif libre
dansc.

Exemple 5 (Une formule ordonńee) Soient la formule CNFΣ1 = {c1, c2, c3, c4} et les clauses
c1 = {x1, x2, x3, x4}, c2 = {¬x1, x2,¬x3}, c3 = {¬x1,¬x2,¬x4, x5} etc4 = {¬x1, x3, x4,¬x5}.
La formuleΣ1 est ordonńee carx1 est le seul litt́eral positif et libre dec1 etx3 est le seul litt́eral
positif et libre dec4.

Benoist et Hébrard ont proposé un algorithme de complexité en tempsO(n|Σ|) pour la recon-
naissance d’une formule ordonnée et une complexitéO(|Σ|) pour le test de satisfaisabilité d’une
telle formule.

Cette classe de formule a aussi été étendue en la classe des formules ordonné-renommables
suivant le même principe que pour la classe des formules Horn-renommables.

Définition 41 (Formule ordonné-renommable)
On dit qu’un ensemble de clausesΣ est ordonné-renommable si et seulement si il existe un
renommageρ des littéraux deΣ tel queρΣ(Σ) soit un ensemble de clauses ordonnées.

Exemple 6 (Une formule ordonńe-renommable) Soient la formule CNFΣ2 = {c′1, c
′
2, c

′
3, c

′
4},

les clausesc′1 = {¬x1, x2,¬x3, x4}, c
′
2 = {x1, x2, x3}, c

′
3 = {x1,¬x2,¬x4, x5} etc′4 = {x1,¬x3, x4,¬x5}

etρ le renommage suivant :
ρ(x1) = ¬x1

ρ(x2) = x2

ρ(x3) = ¬x3

ρ(x4) = x4

ρ(x5) = x5

La formuleΣ2 est ordonńe-renommable carρΣ2(Σ2) = Σ1 etΣ1 est ordonńee.

Benoist et Hébrard ont montré qu’il était possible de déterminer si une formule est ordonné-
renommable en tempsO(n|Σ|) et qu’il est possible de tester la satisfaisabilité d’une formule
ordonné-renommable enO(|Σ|).

Enfin, cette classe fut une dernière fois étendue en la classe des formules presque ordonnées
à la manière des formules presque Horn [Benoist et Hébrard, 1999]. La définition de la classe des
formules presque ordonnées est la même que celle des formules presque Horn, mais en remplaçant
la base de Hornpar labase ordonńee. Si le reste itéré d’une formuleΣ, calculé en fonction de
la base ordonnée au lieu de la base de Horn est vide, et queΣ ne contient pas de clause unitaire,
alors Σ est une formule presque ordonnée. Benoit et Hébrard ont montré qu’il est possible de
reconnaı̂tre une formule presque ordonnée en tempsO(n2|Σ|) et de tester sa satisfaisabilité en
temps constant (O(1)).

Remarque 4 Il existe d’autres ǵeńeralisations des clauses de Horn, comme celles s’appuyant sur
des ŕesultats de programmation linéaire0/1. Chandru et Hooker ont d́efini dans [Chandru et Hooker, 1991]
une extension des clauses de Horn pouvantêtre d́ecid́ee par ŕesolution unitaire. Ces travaux furent
étendus dans [Schlipf et al., 1995] où un algorithme pour un ensemble de formules incluant celle
de Chandru et Hooker et celles des formules bien imbriquées d́efinies dans [Conforti et Cornuéjols, 1992]
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fut propośe. Le probl̀eme est que nous ne disposons pas d’algorithme de reconnaissance polyno-
mial pour ces restrictions polynomiales, ce qui les rend inutilisables en pratique.

1.3.7 Restriction sur le nombre d’occurrences des variables

Une autre manière de forcer une instance SAT à être polynomiale est de restreindre le nombre
d’apparitions des variables dans la formule. En particulier, Tovey a montré dans [Tovey, 1984] que
la classe des instances où les variables apparaissent au plus deux fois est une classe polynomiale
de SAT.

Dans le même article, Tovey a prouvé que les instances de SAT où chaque variable apparaı̂t au
plusr fois (r étant la taille de la plus longue clause de l’instance) étaient satisfaisables. Elles sont
donc décidables en temps et en espace polynomial.

Ce résultat fut amélioré en premier lieu par Dubois dans [Dubois, 1990], puis par Kratochvil
et al.qui montrèrent que les instances de SAT telles que le nombred’occurrences des variables est
inférieur ou égal à une fonction exponentielle de la taille maximale des clauses appartiennent àP.

Ces restrictions de SAT sur le nombre d’occurrences des variables en fonction de la taille des
clauses appartiennent à un problème plus général, le problèmer, s-SAT.

1.3.8 Les formules bien imbriqúees

Reprenant les travaux de Lichtenstein [Lichtenstein, 1982] sur les formules dont le graphe
sous-jacent5 est planaire, Knuth, dans [Knuth, 1990], a défini la classe des formules bien im-
briquées :

Définition 42 (Formules bien imbriquées)
Soit≺ un ordre total sur les variables étendu en un pré-ordre surles littéraux de telle manière que
l et∼ l possèdent le même rang pour ce pré-ordre.
Une clausec1 chevauche une clausec2 si : ∃ l1 ∈ c1, ∃ l2 ∈ c1 et∃ l3 ∈ c2 tels que :l1 ≺ l3 ≺ l2.
Un ensemble de clauses estbien imbriqu é si et seulement si il ne contient pas deux clauses se
chevauchant.

Knuth n’ayant pas traité le problème de la reconnaissancede ce type de formules, Rossa dans
[Rossa, 1993], a fourni un algorithme linéaire qui reconnaı̂t une formule bien imbriquée, pour un
ordre fixé des variables.

Un algorithme de décision linéaire a été proposé par Knuth dans [Knuth, 1990]. Cet algo-
rithme est toutefois, comme pour l’algorithme de reconnaissance, linéaire pour un ordre fixé sur
les variables.

Nous ne disposons pas à l’heure actuelle d’algorithme« complet» (c’est-à-dire pour tout ordre
sur les variables) qui soit polynomial. L’intérêt de cette classe pour un bon nombre d’applications
en est par conséquent très amoindri.

5Le graphe sous-jacent d’une formule est le graphe biparti non orienté où les sommets symbolisent d’un coté les
clauses et de l’autre les littéraux de la formule, tandis que les arêtes représentent l’appartenance d’un littéralà une
clause.
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1.3.9 La classe Quad

Dalal dans [Dalal, 1996] a proposé une nouvelle classe polynomialeQuadpour SAT, qui peut
être vue comme une extension des hiérarchies de Dalal-Etherington.Étant donné un ordre total≺
sur les littéraux (≺ sera étendu aux clauses),Quadse définit récursivement de la façon suivante :

Définition 43 (Quad)
Une formuleΣ appartient à la classeQuad si et seulement si :

1. Σ∗, la formule obtenue à partir deΣ après la propagation des clauses unitaires, respecte une
des quatre conditions suivantes :

(a) contient la clause vide ;

(b) ne contient pas de clauses positives ;

(c) ne contient pas de clauses négatives ;

(d) ne contient que des clauses binaires ;

2. ou, pour la première sous-clause maximale6µ de la première clauseσ de Σ∗ pour lequel
Σ∗
¬µ satisfasse la condition 1., on ait :

(a) soitΣ∗
¬µ est satisfaisable ;

(b) soit la formuleΣ− {σ} ∪ {µ} appartient à Quad.

Afin de mieux se représenter la classeQuad, nous l’illustrons sur le petit exemple proposé par
Dalal dans [Dalal, 1996].

Exemple 7 (Une formule appartenantà la classe Quad)SoientΣ = {{p, q, r}, {p, q, ¬r}, {¬p, ¬q, ¬r}}
et l’ordre≺ induit parp ≺ q ≺ r ≺ ¬p ≺ ¬q ≺ ¬r.

Σ∗ = Σ ne satisfait pas la condition 1. Soitσ = {p, q, r} la premìere clause deΣ, il en
découle que la première sous-clause maximale estégaleà : µ = {p, q}.

Σ∗
¬µ contient la clause vide, par conséquentΣ∗

¬µ satisfait bien la condition 1 mais pas la
condition 2a. Il faut donc v́erifier si la formuleΣ−{σ}∪{µ} = {{p, q}, {p, q, ¬r}, {¬p, ¬q, ¬r}}
appartientà la classe Quad. Nous noterons cette nouvelle formuleΣ′.

Nous consid́erons maintenant la formuleΣ′ = {{p, q}, {p, q, ¬r}, {¬p, ¬q, ¬r}}. (Σ′)∗ =
Σ′, Σ′ ne satisfaisant toujours pas la première condition, il nous faut v́erifier la seconde. A cette
fin, la premìere clause devientσ′ = {p, q} et sa premìere sous-clause maximaleµ′ = {p}. Ainsi
Σ′∗

¬µ′ = {}, ce qui satisfait la condition 2a. Il en découle queΣ′ appartientà la classe Quad et
que par conśequentΣ appartientégalement̀a la classe Quad. �

Malgré une définition assez lourde, cette classe est reconnaissable en temps et en espace poly-
nomial. En effet, Dalal a fourni dans [Dalal, 1996] un même algorithme (QuadSat7) quadratique
pour la reconnaissance et la résolution de cette classe.

Cependant cette classe souffre de deux problèmes majeurs qui la rendent quasiment inexploi-
table. Comme pour la classe des formules bien imbriquées, le premier obstacle est la détermination
de l’ordre≺. En effet, une formule appartient à la classeQuad pour un certain ordre fixé à

6On appelle sous-clause maximale deσ une clauseµ telle queµ sous-sommeσ et que|σ| − |µ| = 1. L’ordre ≺
permet ainsi de définir la notion de première sous-clause maximale.

7QuadSatest en fait enO(n2k) oùn représente la taille de la formule etk la taille de la plus longue clause de cette
formule.
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l’avance. Le problème de l’existence d’un tel ordre n’est décidable, dans le pire cas, qu’après
l’essai desn!8 ordres possibles. Ce qui rend l’algorithme de reconnaissance de la classeQuad
pour un ordre non fixé exponentiel. Le second problème est que la classeQuadn’est pas stable par
adjonction de clauses unitaires, cela rend son utilisationimpossible dans de nombreuses applica-
tions (e.g.l’implication de clauses). Nous proposons un exemple pour illustrer cette non propriété
[Marquis, 1997].

Exemple 8 (Quad : une classe polynomiale non stable pour l’adjonction de clauses unitaires)
SoitΣ = {{¬x, α1, β1, γ1}, {¬x, α2, β2, γ2}, {¬α3, ¬β3, ¬γ3}, {¬α4, ¬β4, ¬γ4}, {x, y}}.
Nous avons :∀ ≺, Σ ∈ Quad. En effet, quel que soit l’ordre choisi, nous serons amenés à
consid́erer la sous-clause maximaleµ = {x} car pour tous les autresµ possibles,Σ∗

¬µ ne
satisfait pas la condition 1 (ńecessaireà la satisfaction de la condition 2). De plusΣ∗

¬{x} =

{{¬α3, ¬β3, ¬γ3}, {¬α4, ¬β4, ¬γ4}} qui satisfait les conditions 1 et 2a. Par conséquent
Σ ∈ Quad.

En revanche, qu’en est-il deΣ′ = Σ ∪ {x} ?
Nous avonsΣ′∗ = {{α1, β1, γ1}, {α2, β2, γ2}, {¬α3, ¬β3, ¬γ3}, {¬α4, ¬β4, ¬γ4}}. Très
rapidement, il est facile de voir que, quel que soit l’ordre choisi, il n’existe pas de clauseµ′ tel
queΣ′∗

¬µ′ satisfasse la condition 1 nécessairèa la satisfaction de la condition 2.
Par conśequent nous avonsΣ′ 6∈ Quad, ce qui implique que la classe Quad n’est pas stable

par adjonction de clauses unitaires. �

1.3.10 Ŕecapitulatif

Classe polynomiale Reconnaissance Satisfaisabilité
Horn O(|Σ|) O(|Σ|)
Horn renommable O(|Σ|) O(|Σ|)
Binaire O(|Σ|) O(|Σ|)
Γk (Gallo-Scutellà) O(nk|Σ|) O(nk|Σ|)
Quad O(|Σ|2) O(|Σ|2)
∆k etΩk(Dalal-Etherington) O(nk+1) O(nk+1)
Presque Horn9 O(n|Σ|) O(1)
F-Horn∗ O(n|Σ|+ g(Σ)) O(|Σ|+ f(Σ))
q-Horn O(|Σ|) O(|Σ|)
Ordonnée O(n|Σ|) O(n)
Ordonnée renommable O(n|Σ|) O(n)
Presque ordonnée9 O(n2|Σ|) O(1)

TAB . 1.2 – Tableau comparatif des complexités en temps pour la reconnaissance et le test de
satisfaisabilité de quelques classes polynomiales de SATconnues.g(Σ) et f(Σ) représentent res-
pectivement la complexité en temps de la reconnaissance etdu test de satisfaisabilité de la classe
F .

8n représente ici le nombre de littéraux de la formule.
9sans clause unitaire.
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Comme nous avons pu le constater, un certain nombre de classes polynomiales ont été étudiées,
le tableau 1.2 donne un récapitulatif des différentes complexités des algorithmes de reconnaissance
et de test de satisfaisabilité de ces classes polynomiales.

1.4 Les ensembles backdoor et strong backdoor

Les ensemblesbackdoor et strong backdoor ont été introduits par Williams, Gomes et Sel-
man [Williams et al., 2003a, Williams et al., 2003b]. Un ensembleB de variables est un ensemble
backdoor10 pour une formule CNFΣ s’il existe une interprétation des variables deB pour la-
quelle la formule simplifiée peut êtresatisfaite en temps polynomial. Cet ensemble est appelé
ensemblestrong backdoor si pour toute interprétation de ses variables, la formule simplifiée ap-
partient à une classe polynomiale de SAT. Plus formellement, ces ensembles sont caractérisés par
les définitions suivantes.

Définition 44 (Ensemble (weak) backdoor)
SoientΣ une formule CNF etB un sous-ensemble deV(Σ). On dit queB est un ensemble(weak)
backdoor de Σ si et seulement si il existe une interprétationIB deB telle queΣIB

peut être
satisfaiteen temps polynomial.

Définition 45 (Ensemble strong backdoor)
SoientΣ une formule CNF etB un sous-ensemble deV(Σ). On dit queB est un ensemblestrong
backdoor si et seulement si pour toute interprétationIB des variables deB, le test de satisfaisa-
bilit é de la formule simplifiéeΣIB

peut être réalisé en temps polynomial.

Dans ces deux définitions, la condition« en temps polynomial» peut être interprétée de deux
manières différentes :

– soit un algorithme de complexité polynomial –comme la propagation unitaire, la résolution
bornée, la propagation des littéraux purs, etc– permet dedécider de la satisfaisabilité de la
formule simplifiée,

– soit la formule simplifiée appartient à une classe polynomiale connue, comme les formules
de Horn, les formules 2-SAT etc. Dans ce cas, on parle d’ensemble (strong) F-backdoor.

Définition 46 (EnsembleF-backdoor)
SoientΣ une formule CNF,B un sous-ensemble deV(Σ) etF une classe polynomiale de SAT.
On dit queB est un ensembleF-backdoor si et seulement si il existe une interprétationIB des
variables deB pour laquelleΣIB

est satisfaisable etΣIB
∈ F .

Définition 47 (Ensemble strongF-backdoor)
SoientΣ une formule CNF,B un sous-ensemble deV(Σ) etF une classe polynomiale de SAT.
On dit queB est un ensemblestrong F-backdoor si et seulement si pour toute interprétationIB
des variables deB, ΣIB

∈ F .

Williams et al. [Williams et al., 2003a] ont proposé un algorithme de calcul d’ensembles ba-
ckdoor pour le cas où la satisfaisabilité de la formule simplifiée est prouvée par la propagation des
clauses unitaires. Le principe de cet algorithme est de calculer toutes les combinaisons possibles
de littéraux formées sur tous les sous-ensembles de variables de la formule ayant une cardinalité

10appelé parfois ensembleweak backdoor.
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croissante de 0 àn−1. Nous pouvons constater que le premier ensemble backdoor qui sera trouvé
par cet algorithme est le plus petit ensemble backdoor11 de la formule, mais la complexité d’un tel
algorithme est fortement exponentielle. En effet, en admettant que le plus petit ensemble backdoor
de la formule soit de taillek, alors l’algorithme devra tester

k−1
∑

i=0

Ci
n × 2i

combinaisons infructueuses. Bien que ces tests soient réalisés en temps polynomial, le temps de
calcul devient rapidement prohibitif. En constatant que lecalcul d’ensembles backdoor induit le
calcul de satisfaisabilité, ils ont ensuite proposé des raffinements formels de ce calcul d’ensembles
backdoor qui, en supposant que la taille du plus petit ensemble backdoor de la formule soit de
l’ordre deO(log(n)), devraient permettre de calculer un ensemble backdoor (et donc prouver la
satisfaisabilité) en tempspolynomial.

Nous avons constaté que l’existence d’un ensemble backdoor est lié à la satisfaisabilité de
l’instance, ce qui n’est pas le cas pour les ensembles strongbackdoor. Ceci explique les différentes
complexités des problèmes de calculs d’ensembles (strong) backdoor. En effet, Nishimura, Ragde
et Szeider [Nishimura et al., 2004] ont montré que la complexité du problème paramétré du cal-
cul d’un ensembleF-backdoor, pourF∈ {Horn-SAT , 2-SAT }, n’est pas polynomiale, alors
qu’elle l’est pour le calcul d’ensembles strongF-backdoor. En d’autres termes, ils ont montré que
déterminer s’il existe un ensemble strong Horn-backdoor de taillek pour une formuleΣ peut être
réalisé en tempsO(2k|Σ|) grâce à l’algorithme 1, et que déterminer s’il existe un ensemble strong
2-SAT -backdoor de taillek pour une formuleΣ peut être réalisé en tempsO(3k|Σ|) grâce à l’al-
gorithme 2. Alors que la complexité du problème paramétré du calcul d’un ensembleF-backdoor
estw[2]−difficile [Creignou et al., 2001], soit exponentielle si on considère queP 6= NP .

Ils ont également montré que les versions non paramétrées12 des problèmes de calculs d’en-
semblesF-backdoor et strongF-backdoor sont NP-complets dans le cas général.

Reprenant les travaux de [Williams et al., 2003a] sur les ensembles strong backdoor pour les-
quels la propagation unitaire suffit à tester la satisfaisabilité des formules simplifiées, Kilbyet al.
[Kilby et al., 2005] ont proposé l’algorithme 3 calculant tous les ensembles backdoor et strong
backdoor dont la taille est inférieure à un paramètre fix´e. Cet algorithme fait appel au solveursatz
v2.15qui est un solveur SAT de Chu Min Li [Li, 1999] des plus connus intégrant la propagation
unitaire.

Cependant, cette méthode de calcul d’ensembles strong backdoor est confrontée à une forte et
rapide explosion combinatoire. C’est pourquoi elle n’a pu ˆetre utilisée avec succès seulement sur
des instances de petites tailles ne dépassant pas 50 variables et présentant des ensembles strong
backdoor de taille 4 au maximum.

1.5 Méthodes de ŕesolution pratiques de SAT

Comme nous l’avons vu, SAT est un problème NP-complet. Tantque la preuve deP = NP
n’aura pas été apportée, il y a peu de chance d’arriver à trouver un algorithme qui soit capable de
traiter le problème de décision de SAT en temps polynomialdans le cas général. Pour une formule

11Plus petit en terme de cardinalité.
12C’est-à-dire sans fixer la valeur dek.
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Algorithme 1 Procédure de calcul d’ensembles strong Horn-backdoor paramétré.
Procédure sb-Horn
Entr ée : une formule CNFΣ et un entierk
Sortie : soit un ensemble strong Horn-backdoorB deΣ de taille au plusk, soit« non» si un tel

ensembleB n’existe pas.
1: si Σ ∈ Horn alors
2: retourner ∅
3: fin si
4: si k = 0 alors
5: retourner non
6: fin si
7: choisir une clause non Hornc ∈ Σ et deux littéraux positifsl1, l2 ∈ c
8: sb-Horn(Σ − l1, k − 1)13

9: si un ensembleB1 est retournéalors
10: retourner B1 ∪ {l1}
11: fin si
12: sb-Horn(Σ − l2, k − 1)13

13: si un ensembleB2 est retournéalors
14: retourner B2 ∪ {l2}
15: fin si
16: retourner non

CNF Σ comptantn variables, la majeure partie des solveurs doit donc en théorie et dans le pire
des cas parcourir les2n interprétations possibles des variables dans le but de trouver un modèle ou
de prouver qu’il n’en existe pas.

Nous distinguons deux classes de solveurs : les solveurs complets et les solveurs incomplets.
Les premiers sont les plus anciens, et répondent au problème donné que l’instance soit satisfai-
sable ou non, avec une complexité exponentielle dans le casgénéral. Les seconds ont l’avantage
d’avoir une complexité paramétrable mais ne peuvent fournir de réponse que dans le cas d’ins-
tances satisfaisables, leur incapacité à fournir une réponse ne signifiant malheureusement pas que
l’instance n’est pas satisfaisable.

1.5.1 Les ḿethodes compl̀etes

Un grand nombre de méthodes complètes ont été proposées. Voici une petite liste non exhaus-
tive de solveurs :

– la méthode« force brute» (table de vérité) ;
– la procédure DPLL [Davis et al., 1962] et ses dérivées (GRASP [Silva et Sakallah, 1996],

satz [Li, 1999], zChaff [Moskewicz et al., 2001], BERKMIN [Goldberg et Novikov, 2002],
2cls+eq [Bacchus, 2002], kcnfs [Dequen et Dubois, 2003]). C’est un algorithme de recherche
en profondeur qui énumère de façon implicite toutes les solutions.

– la résolution [Robinson, 1965], qui est similaire à la procédure classique DP.
– les Diagrammes de décision binaires [Bryant, 1987]
– la Méthode de comptage [Iwama, 1989]

13Σ − l représente la formuleΣ dans laquelle toutes les occurences del et¬l ont été retirées.
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1.5 Méthodes de résolution pratiques de SAT

Algorithme 2 Procédure de calcul d’ensembles strong2-SAT -backdoor paramétré.
Procédure sb-2-SAT
Entr ée : une formule CNFΣ et un entierk
Sortie : soit un ensemble strong2-SAT -backdoorB deΣ de taille au plusk, soit « non» si un

tel ensembleB n’existe pas.
1: si Σ ∈ 2-SAT alors
2: retourner ∅
3: fin si
4: si k = 0 alors
5: retourner non
6: fin si
7: choisir une clause non binairec ∈ Σ et trois littéraux positifsl1, l2, l3 ∈ c
8: sb-2-SAT(Σ − l1, k − 1)13

9: si un ensembleB1 est retournéalors
10: retourner B1 ∪ {l1}
11: fin si
12: sb-2-SAT(Σ − l2, k − 1)13

13: si un ensembleB2 est retournéalors
14: retourner B2 ∪ {l2}
15: fin si
16: sb-2-SAT(Σ − l3, k − 1)13

17: si un ensembleB3 est retournéalors
18: retourner B3 ∪ {l3}
19: fin si
20: retourner non

Algorithme 3 Procédure de calcul d’ensembles backdoor et strong backdoor.
Procédure StrongBackdoor
Entr ée : une formule CNFΣ et un entierMax-card
Sortie : un ensemble d’ensembles strong backdoorS et un ensemble d’ensembles (weak) back-

doorW deΣ dont les tailles n’excèdent pasMax-card
1: S ←W ← ∅
2: pour tout sous-ensembleX ⊂ V(Σ) de taille allant de0 àMax-card faire
3: pour tout ensemble distinctL de littéraux correspondant aux variables deX faire
4: satz(ΣL)
5: si aucun branchement n’est nécessaireet ΣL est satisfaisablealors
6: W ←W ∪ L
7: fin si
8: fin pour
9: si aucun des ensemblesL de littéraux n’a requis de branchementalors

10: S ← S ∪X
11: fin si
12: fin pour
13: retourner S,W
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Cependant, la plupart des algorithmes de résolution de SATsont basés sur la procédure DPLL
[Davis et al., 1962] et occasionnellement sur le principe derésolution [Robinson, 1965].

La procédure DPLL

Cet algorithme, proposé par Davis, Logeman et Loveland [Davis et al., 1962] est un algo-
rithme de recherche en profondeur d’abord. Il sert de base àla plupart des solveurs de la dernière
génération.

Étant donné une formule CNFΣ et l une variable (ou atome) deΣ, la procédure DPLL est
basée sur l’idée queΣ est consistante si et seulement siΣ ∧ l ou Σ ∧ ¬l est satisfaisable. Cette
procédure consiste donc à choisir une variable et à tester récursivement les deux sous-formules en
interprétant successivement cette variable àVRAIpuis àFAUXsi nécessaire. L’algorithme 4 décrit
la procédure DPLL.

Algorithme 4 DPLL
Entr ée : une CNFΣ.
Sortie : VRAIsi Σ est consistant,FAUXsinon

Σ∗ ← PropagationUnitaire(Σ)
si Σ contient une clause videalors

retourner FAUX
fin si
si Σ∗ == ∅ alors

retourner VRAI
fin si
l← choixDeVariable(Σ∗)
si DPLL(Σ∗∪{l=vrai})=VRAI alors

retourner VRAI
sinon

retourner DPLL( Σ∗∪{l=faux})
fin si

Cette procédure est connue pour être complète et cohérente pour SAT. L’utilisation de la pro-
pagation unitaire permet de faire l’économie d’un certainnombre de tests d’interprétations qui ne
seraient pas concluant, permettant d’accroı̂tre significativement les performances de la recherche
de modèle. Les solveurs récents basés sur cette procédure intègrent tous cette propagation, réalisée
de manière toujours plus efficace, ainsi que d’autres méthodes de simplification comme la propa-
gation des littéraux purs ou des procédés d’apprentissage.

La propagation unitaire : La propagation unitaire, aussi connue sous les noms de propagation
de contraintes booléennes ou résolution unitaire, est undes procédés clé de simplification de for-
mules CNF qui est sans conteste le plus utilisé. Son principe est de supprimer dans la formule
CNF toutes les clauses où apparaı̂t un littéral unitaire et de supprimer toutes les occurrences du
littéral opposé à ce littéral dans les clauses où il apparaı̂t. Ce processus est répété tant qu’il reste
un littéral unitaire où bien jusqu’à ce que la clause videsoit produite.

La propagation unitaire peut être réalisée en temps lin´eaire par rapport à la taille de la formule,
et peut également décider de la satisfaisabilité d’un ensemble de clauses de Horn.
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Le principe de résolution

Le principe de résolution, initié par Robinson [Robinson, 1965], consiste à produire des résolvantes
à partir des clauses de la formule qui sont conséquences logiques de la formule. Si la formule est
inconsistante, alors la clause vide sera produite. Dans le cas contraire, la formule est consistante.

Le principe de résolution, lorsque l’on procède par saturation, est adapté à la preuve de l’in-
consistance d’une formule, car on obtient une preuve de l’inconsistance dès la production de la
clause vide. Par contre, la preuve de la consistance est plusdifficile : il faut s’assurer de ne pas
pouvoir produire la clause vide c’est-à-dire de ne plus pouvoir produire de résolvante.

Le principal défaut de cette méthode est la taille de la formule qui devient assez vite prohibitif
et son implémentation demande de nombreuses ressources m´emoires.

1.5.2 Les ḿethodes incompl̀etes

Les algorithmes des méthodes complètes ont un temps d’ex´ecution fixé à l’avance, et ne four-
nissent en général que deux réponses possibles :« l’instance est consistante» ou bien« Impossible
de statuer sur la consistance de l’instance». Lorsque la seconde réponse est donnée, cela signifie
que l’instance est peut-être satisfaisable mais que l’algorithme n’a pu fournir une solution dans le
temps qui lui était imparti.

La plupart des méthodes incomplètes sont basées sur une méthode de recherche locale qui par-
court l’espace des interprétations, appelé aussi espacede recherche, de manière non systématique.
Ainsi, contrairement aux méthodes complètes, ces méthodes disposent d’une plus grande flexibi-
lité dans le choix des interprétations à visiter, car leur nombre est très réduit. Ces méthodes ont
fait preuve d’une certaine efficacité pour la recherche de modèle.

Parmi les plus connues de ces méthodes, GSAT [Selman et al.,1992a] est l’une des plus
représentatives et des plus anciennes. Son principe est simple et intuitif, il consiste à générer
aléatoirement une interprétation complète des variables de l’instance, puis à tenter de réparer cette
interprétation en changeant successivement les valeurs de vérité attribuées à un certain nombre
de variables14 fixé au préalable.̀A chaque étape, la variable qui doit être flippée est choisie en
fonction du nombre de clauses falsifiées qui deviennent satisfaites. Cette heuristique de choix
est appeléeMin Conflict. Le voisinage évalué lors de chaque mouvement est donc composé des
interprétations qui diffèrent de l’interprétation courante d’un littéral uniquement (le voisinage di-
rect). Si le nombre maximun de flip (Max Flips) est atteint sans qu’un modèle n’ait été trouvé,
alors GSAT relance ce processus en partant d’une autre interprétation générée aléatoirement. Le
nombre maximal derestarts(Max Tries) est lui aussi fixé au départ. Ces restarts successifs per-
mettent une certaine diversification dans la recherche. L’algorithme 1.5.2 décrit le solveur GSAT.

Une des améliorations les plus importantes pour ces méthodes consiste à intégrer la stratégie de
« marche aléatoire» pendant la résolution, produisant l’algorithme WalkSat et ses variantes : No-
velty, Novelty+, R-Novelty et R-Novelty+ [Selman et al., 1994, McAllester et al., 1997, Hoos, 1999,
Hoos et Stützle, 2000].

La marche aléatoire permet d’accélérer le processus de recherche tout en permettant de s’échapper
de certains minimum locaux. Avec cette stratégie, le choixde la variable à flipper est restreint aux
variables impliquées dans une seule clause falsifiée choisie au hasard. Ainsi, seulement un sous-
ensemble du voisinage direct est évalué, permettant d’augmenter significativement le nombre de

14Ces opérations sont généralement appelées desflips.
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Algorithme 5 GSAT
Entr ée : Σ un ensemble de clauses, deux entiers : MaxTries et MaxFlips ;
Sortie : V rai si un modèle deΣ est trouvé,Faux s’il est impossible de conclure ;

pour i allant de 1 à MaxTries faire
I=une interprétation complète générée aléatoirement
pour j allant de 1 à MaxFlips faire

si I est un modèlealors
retourner V rai ;

sinon
pour toute variablev deΣ faire

fals to sat[v]=le nombre de clauses falsifiées par I qui deviendraient satisfaites si v
était flippée ;
sat to fals[v]=le nombre de clauses satisfaites qui deviendraient falsifiées si v était
flippée ;
score[v]=falsto sat[v]-satto fals[v] ; {min-conflict}

fin pour
list of max diff=liste des variables ayant le meilleur score ;
x=une variable au hasard parmi listof max diff ;
I=(I avec la valeur d’affectation de x inversée)

fin si
fin pour

fin pour
retourner (I est modèle){retourne la valeur du test :« I est-il un modèle ?»}

flips possibles dans un temps fixé. D’autre part, cette stratégie permet aussi, selon une certaine
probabilité, de s’affranchir de l’évaluation d’un quelconque voisinage en choisissant aléatoirement
une variable impliquée dans une clause falsifiée comme variable à flipper. Ce dernier procédé per-
met d’introduire une phase de diversification supplémentaire.

Les méthodes de recherche locale sont aussi de plus en plus utilisées pour résoudre des problèmes
d’optimisation et notamment le problème Max-SAT, qui consiste non pas à déterminer si une ins-
tance est satisfaisable ou non, mais à trouver l’interprétation satisfaisant un maximum de clauses
dans une CNF. L’algorithme 6 synthétise la méthode WalkSat avec la marche aléatoire pour le
problème Max-SAT.
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1.5 Méthodes de résolution pratiques de SAT

Algorithme 6 WalkSat
Entr ée : Une formule CNFΣ, et deux entiers : MaxTries et MaxFlips ;
Sortie : Une interprétationsatisfaisant le maximum de clauses deΣ

1: Initialiser Imax avec toutes les variables deΣ à vrai
2: pour i = 1 àMAX TRIESfaire
3: I ← interprétation générée aléatoirement
4: pour j = 1 àMAX FLIPSfaire
5: si I est modèle deΣ alors
6: retourner I {Σ est satisfaisable}
7: fin si
8: {Random Walk Strategy}
9: Sélectionner aléatoirement une clause non satisfaitec

10: Avec une probabilitép faire
11: Sélectionner aléatoirement un littérall dec
12: I ← {I − {l}} ∪ {¬l}
13: fait
14: Avec une probabilité1− p faire
15: Soit l ∈ I tel que∀l′ ∈ I avecl 6= l′, score(l, I) > score(l′, I) {Heuristique min-

conflict}
16: I ← {I − {l}} ∪ {¬l}
17: fait
18: si nombre de clauses satisfaites parI > nombre de clauses satisfaites parImax alors
19: Imax ← I
20: fin si
21: fin pour
22: fin pour
23: retourner Imax
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Chapitre 2

Les problèmes de satisfaction de
contraintes
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Nous allons maintenant définir le formalisme des problèmes de satisfaction de contraintes,
communément appelé CSP pour Constraints Satisfaction Problems. Une fois les définitions in-
troduites, nous présentons une petite étude des différentes méthodes de filtrage par consistances
locales, processus central dans la résolution des CSP.

2.1 Définition du formalisme

Un problème de satisfaction de contrainte est défini par unensemble de variables, où chaque
variable est associée à un domaine fini discret de valeurs possibles. Certaines de ces variables sont
liées par des contraintes définissant les relations existantes entre elles. Ces relations définissent
l’ensemble des combinaisons de valeurs autorisées par lescontraintes. Nous donnons la définition
formelle proposée par Montanari en 1974 [Montanari, 1974]:
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2.1 Définition du formalisme

Définition 48 (Les problèmes de satisfaction de contraintes)
Un probl ème de satisfaction de contraintesest défini par un quadrupletP = (X ,D, C,R) où :

– X = {X1,X2, . . . ,Xn} est un ensemble den variables.
– D = {DX1 ,DX2 , . . . ,DXn} est un ensemble dedomainesfinis discrets, oùDXi

est le
domaine associé à la variableXi représentant l’ensemble des valeurs possibles deXi.

– C = {C1, C2, . . . , Cm} est un ensemble dem contraintes, où la contrainteCi est définie
par un ensemble de variables{Xi1 ,Xi2 , . . . , xini

} ⊂ X . L’arité deCi (i ∈ {i, . . . ,m})
vautni.

– R = {R1, R2, . . . , Rm} est un ensemble dem relations, oùRi est la relation associée à la
contrainteCi.Ri est l’ensemble des combinaisons de valeurs des variables impliquées dans
la contrainte qui satisfontCi. C’est un sous-ensemble du produit cartésien des domainesdes
variables deCi, Ri ⊂ DXi1

×DXi2
× . . .×DXini

.

Généralement, une distinction est faite entre lesCSP binaireset lesCSP n-aires(ou non
binaires). Un CSP binaire est un CSP qui contient uniquementdes contraintes binaires (d’arité
deux), c’est-à-dire uniquement des contraintes liant exactement deux variables. Dès lors qu’une
contrainte implique plus de deux variables, cette contrainte est dite n-aire et un CSP contenant au
moins une contrainte n-aire est un CSP n-aire. Comme nous allons le voir, ces deux classes de
CSP ont beaucoup de points communs mais aussi et surtout un certain nombre de différences, tant
du point de vue pratique que théorique.

Nous avons opté pour la définition des CSP en extension, c’est à dire que toutes les relations
sont décrites par des tables énumérant l’ensemble des combinaisons autorisées par les contraintes,
sous forme de n-uplets. Ce choix pourrait être discutable,mais étant donné que nous nous plaçons
dans le cadre de domaines finis discrets, il est toujours possible d’exprimer les relations en exten-
sion.

Définition 49
Une instanciationest une affectation des variables d’un sous-ensembleY ⊆ X à une des valeurs
de leur domaine de définition. On parle d’instanciation partielle lorsqueY 6= X (lorsque toutes
les variables deX ne sont pas affectées), et d’instanciation complète lorsqueY = X (toutes
les variables deX sont affectées). Un instanciation, complète ou partielle, est dite consistante
si aucune des contraintes impliquant des variables de l’instanciation n’est violée. Par la suite,
une instanciation, complète ou pas, pourra être représentée soit par une application qui associe à
chaque variable une valeur de son domaine, soit par un ensemble de couples (variable, valeur).

Définition 50
Une solution d’un CSP est une instanciationcomplèteet consistantedu CSP. Un CSP est dit
consistant ou soluble s’il admet au moins une solution. Dansle cas contraire, le CSP est dit inso-
luble ou inconsistant.

Le formalisme CSP peut être utilisé de multiple façons. Voici une liste non exhaustive de
tâches auxquelles nous pouvons être confrontés lorsquenous traitons un CSPP :

1. Déterminer siP possède une solution (P est-il soluble ?)

2. Trouver une solution deP

3. Rechercher l’ensemble des solutions deP

4. Rechercher le nombre de solutions

5. Rechercher la meilleure solution (en fonction d’un crit`ere donné)
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CHAPITRE 2 : LES PROBL̀EMES DE SATISFACTION DE CONTRAINTES

Comme pour le problème SAT, le problème de décision (existence de solution) associé au
CSP1 est NP-complet, le problème de recherche du nombre de solutions et de l’ensemble des
solutions est #P-complet et le problème de recherche de la meilleure solution est NP-difficile.

Dans cette thèse, nous nous intéresserons en particulierau problème de décision associé au
CSP.

2.1.1 Notations

Nous allons d’ores et déjà fixer un certain nombre de notations qui seront utilisées tout au long
de ce mémoire.

Généralit és : Lors de tout calcul de complexité, le nombre de variables dans un CSP sera
notén (À ne pas confondre avec le n de contraintes n-aires), la taille du plus grand domaine
associé à une variable sera notéd, le nombre de contraintes sera notém et l’arité maximum
des contraintesa.

Variables : Les variables d’un CSP, si elles ne sont pas explicitement nommées, seront notées
par des lettres majuscules de la fin de l’alphabet (X,Y,Z) éventuellement indexées (X1,Xi,Xj ).
Les indices, s’ils ne sont pas explicitement chiffrés, seront quant à eux notés par des lettres
minuscules du milieu de l’alphabet (i, j, k ou des nombres entiers).

Domaines et valeurs :Chaque domaine sera noté par la lettre majusculeD indexée par le
nom de la variable à laquelle il est associé. Ainsi le domaine associé à une variable appelée
X1 sera notéDX1 , celui associé à une variable appeléeCouleur sera notéDCouleur. Les
valeurs des domaines, quand elles ne sont pas nommées explicitement, seront notées par
des lettres minuscules de tout l’alphabet, éventuellement indexées avec les mêmes indices
que ceux des variables (x, y, v1, vi).

Contraintes et relations : Les contraintes seront notées par la lettre majusculeC indexée
par l’ensemble des variables impliquées dans la contrainte. Ainsi, une contrainte d’ariték
portant sur les variables{X1, . . . ,Xk} sera notéeCX1...Xk

ou seulementC1...k si aucune
ambiguı̈té n’est possible. Chaque relation sera notée par la lettre majusculeR indexée par
le même indice que la contrainte à laquelle elle est associée.

2.1.2 Repŕesentation des contraintes

Les tables

Les contraintes des problèmes que nous sommes susceptibles de traiter sont de nature aussi
diverses que les domaines où les CSP peuvent être employés. En effet, les problèmes d’ordonnan-
cement sont principalement composés de contraintes temporelles et les problèmes de coloriage de
graphes sont principalement composés de contraintes de différences. Nous pouvons aussi rencon-
trer des contraintes algébriques, sous forme de fonctionsarithmétiques.

Cependant, comme nous l’avons stipulé, nous nous plaçonsdans le cadre de contraintes dont
les relations sont exprimées en extension, c’est à dire sous la forme de tables énumérant les tuples
autorisés par chaque contrainte. Ainsi, quelque soit la nature de la contrainte traitée, il faudra
l’exprimer sous forme de liste de tuples autorisés.

1Qu’il s’agisse de CSP binaire ou n-aire.
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2.1 Définition du formalisme

Avant d’aller plus loin, voici un exemple qui illustre le formalisme des CSP et la représentation
des contraintes que nous avons adoptée.

Exemple 9 Consid́erons un probl̀eme simplifíe de production de voitures où l’on doit attribuer
des couleurs aux différentes parties des véhicules, en respectant les contraintes suivantes :

– La carrosserie doit̂etre plus fonćee que les pare-chocs, le toit ouvrant et les enjoliveurs.
– Les portìeres, la carrosserie et le capot doiventêtre de la m̂eme couleur.
Pour mod́eliser ce probl̀eme sous forme d’un CSP n-aire, nous commençons par définir l’en-

semble de variables. Ces variables correspondent dans ce cas aux diff́erentséléments de la car-
rosserie d’un voiture : lePare-chocs, le Toit ouvrant, les Enjoliveurs, le Capot, les Portièreset
enfin laCarrosserie(qui correspond̀a tout le reste du v́ehicule).

Il s’agit maintenant de d́efinir les domaines de définition de chacune de ces variables, qui
correspondent aux différentes couleurs que peuvent recevoir leséléments de la carrosserie. Nous
lesénuḿerons selon le sch́ema (variable : valeurs) comme suit :

– Pare-chocs: Blanc
– Toit ouvrant: Rouge
– Enjoliveurs: Rose ou Rouge
– Capotet Portières: Rose, Rouge ou Noir
– Carrosserie: Blanc, Rose, Rouge ou Noir
Pour mod́eliser les contraintes, il nous fauténuḿerer l’ensemble des combinaisons possibles

pour chacune d’elle :
– La carrosserie doit̂etre plus fonćee que les pare-chocs, le toit ouvrant et les enjoliveurs.

Cette contrainte donne lieùa la définition des 3 contraintes binaires suivantes :CPare−chocs Carrosserie,
CToit−ouvrant Carrosserie et CEnjoliveurs Carrosserie dont les relations associées sont d́ecrites
par les tables de la figure 2.1.

Pare-chocs Carrosserie
blanc rose
blanc rouge
blanc noir

(a) RPare−chocs Carrosserie

Toit ouvrant Carrosserie
rouge noir

(b) RToitouvrant Carrosserie

Enjoliveurs Carrosserie
rose rouge
rose noir

rouge noir
(c) REnjoliveurs Carrosserie

FIG. 2.1 – Relations associées aux 3 contraintes binaires.

– Les portìeres, la carrosserie et le capot doiventêtre de la m̂eme couleur.
Cette contrainte donne lieùa la définition de la contrainte ternaire2 CCarrosserie Portières Capot

dont la relation associée est donńee par le tableau 2.1.

Carrosserie Portières Capot
rose rose rose

rouge rouge rouge
noir noir noir

TAB . 2.1 – Relation associée à la contrainte ternaire (RCarrosserie Portières Capot).

2D’arité trois.
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CHAPITRE 2 : LES PROBL̀EMES DE SATISFACTION DE CONTRAINTES

Les (hyper-)graphes de contraintes

Un des intérêts majeurs de la formalisation CSP réside dans le fait que cette représentation est
très structurée. En effet, un autre moyen de représenterun CSP binaire consiste à l’associer à un
graphe appelé graphe de contraintes du CSP. Dans cette représentation, l’ensemble des sommets
du graphe coı̈ncide avec l’ensemble des variables du CSP, etdeux sommets sont reliés par une
arête s’il existe une contrainte qui lie les deux variablesassociées dans le CSP. De plus, chaque
arête est étiquetée par la liste des tuples autorisés par la relation de la contrainte correspondante.

Dans le cas de CSP n-aire, ce graphe est remplacé par un hyper-graphe, dans lequel les hyper-
arêtes correspondent aux contraintes n-aires du CSP. Pourillustrer cette construction, nous don-
nons l’hyper-graphe de contraintes associé au CSP de l’exemple 9 dans la figure 2.2.
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FIG. 2.2 – Le graphe de contraintes pour le problème de production de voitures.

2.2 Algorithmes de recherche complets

Tout comme pour le problème SAT, la majeure partie des solveurs de CSP complets est basée
sur un algorithme énumératif de type backtrack. Ces algorithmes parcourent l’espace de toutes les
instanciations possibles à la recherche d’une solution demanière systématique. Ils ont la garantie
de trouver une solution s’il en existe une, ou de prouver l’inconsistance dans le cas contraire. Il
existe également un certain nombre d’algorithmes incomplets utilisant les mêmes techniques que
ceux traitant le problème SAT, mais nous ne nous attarderons pas dessus, étant donné que dans
cette thèse nous ne nous intéressons qu’à la résolutioncomplète de CSP.
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2.3 Consistances locales et algorithmes de filtrage associ´es

Ici encore, pour palier le phénomène d’explosion combinatoire des méthodes de recherche
complètes, un grand nombre de techniques ont vue le jour. C’est le cas notamment des méthodes
de retour arrière non-chronologique :BackJumping[Gaschnig, 1979],Conflict-Directed Back-
Jumping[Prosser, 1993, Ginsberg, 1993, Gent et Underwood, 1997], de méthodes d’apprentissage
permettant de filtrer l’espace de recherche :BackMarking[Gaschnig, 1977],Learning[Dechter, 1990,
Frost et Dechter, 1994], ou un mélange des deux :BM-CBJ[Kondrak et van Beek, 1997]. De plus,
et c’est ce qui nous intéresse particulièrement dans cette thèse, un certain nombre de méthodes ef-
fectuent un filtrage des domaines des variables tout au long de la recherche, afin de rendre le
problème réduit partiellement (ou localement) consistant. C’est le cas notamment des algorithmes
commeForward Checking[Haralick et Elliott, 1980] ouMAC[Gaschnig, 1979], [Sabin et Freuder, 1997]
qui maintiennent à chaque noeud de l’arbre, une forme partielle ou complète deconstance d’arc.
Ces méthodes peuvent appliquer différents filtrages, en fonction du type de consistance considérée.
Nous allons décrire les principaux types de consistances partielles.

2.3 Consistances locales et algorithmes de filtrage associés

Plusieurs techniques de filtrage parconsistances localesont été proposées pour améliorer l’ef-
ficacité des algorithmes de recherches. Ces techniques retirent des valeurs inconsistantes des do-
maines des variables et/ou induisent certaines contraintes implicites, permettant de réduire l’espace
de recherche. Elles sont utilisées comme pré-traitements lorsque qu’elles détectent et retirent des
inconsistances locales avant que la recherche ne commence,ou pendant la recherche pour élaguer
l’arbre de recherche. Nous allons définir quelques consistances locales issues de la littérature CSP
et présenter certains algorithmes de filtrages par consistances locales.

2.3.1 La consistance d’arc pour les CSP binaires

La plus largement utilisée des consistances locales est appeléeconsistance d’arc(AC) [Mackworth, 1977].
Un CSP binaire est arc consistant si, pour tout couple contraint de variablesX,Y , pour toute va-
leura deDX il existe au moins une valeurb deDY telle que l’affectation(X,a) et (Y, b) satisfait
la contrainte entreX etY . Plus formellement, nous avons la définition suivante :

Définition 51
Un CSP binaire estarc consistantsi et seulement si∀X ∈ X ,DX 6= ∅ etDX est arc-consistant.
Un domaineDX est arc-consistant si et seulement si∀a ∈ DX ,∀Y ∈ X ,∃b ∈ DY telle queb est
un support poura surRXY .

Toutes les valeurs d’un domaineDX qui ne sont pas arc consistantes peuvent être retirées, car
elles ne peuvent faire partie d’une solution. Cette opération s’appelle lefiltrage par consistance
d’arc . Ce processus est devenu très important pour la résolution des CSP ces dernières années. Il
est au cœur de nombreux langages de programmation par contraintes.

Plusieurs algorithmes de filtrage par consistance d’arc ontété proposés dans la littérature car
ce filtrage peut être réalisé à moindre coût et peut considérablement simplifier certaines instances.
Mackworth a proposé les premiers algorithmes basics AC-1,AC-2 et AC-3 [Mackworth, 1977].
La complexité en temps de AC-3 dans le pire des cas, qui est lameilleure d’entre eux, est en
O(md3)3 [Mackworth et Freuder, 1985]. La complexité spatiale de AC-3 dans le pire des cas est

3Rappelons quem est le nombre de contraintes etd la taille du plus grand domaine.
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CHAPITRE 2 : LES PROBL̀EMES DE SATISFACTION DE CONTRAINTES

enO(md2). Mohr et Henderson ont introduit AC-4 [Mohr et Henderson, 1986], qui a une com-
plexité en temps dans le pire des cas enO(md2) mais qui a un comportement en moyenne moins
bon que AC-3. La complexité spatiale de AC-4 est aussi enO(md2). Deux algorithmes AC-5 ont
été proposés. Ils améliorent la complexité de AC-4 enO(md) sur des types de contraintes parti-
culières mais ils se réduisent à AC-3 ou AC-4 dans le cas g´enéral [Deville et Hentenryck, 1991,
Hentenryck et al., 1992, Perlin, 1992]. Bessière et Cordier on développé AC-6 qui améliore le
comportement en moyenne de AC-3 mais qui conserve la complexité dans le pire des cas de
AC-4 [Bessière et Cordier, 1993, Bessière, 1994]. Bessi`ere et Régin on proposé AC-6++ qui est
une amélioration de AC-6. Puis Bessière, Régin et Freuder ont introduit AC-Inference, un al-
gorithme qui utilise des métaconnaisances pour réduire le nombre de tests de compatibilité, et
AC-7, un algorithme d’arc consistance général implémentant cette idée [Bessière et al., 1995,
Bessière et al., 1999]. Une implémentation soignée de cet algorithme permet d’obtenir une com-
plexité spatiale dans le pire des cas enO(md). Enfin, Bessière et Régin ont introduit AC-2000
et AC-2001 qui sont tous deux des raffinements de AC-3 [Bessi`ere et Regin, 2001]. AC-2000
possède les même complexité en temps et en espace que AC-3, mais effectue moins de tests de
compatibilité en moyenne. AC-2001 a lui une complexité entemps optimale enO(md2) grâce
à une structure de donnée additionnelle qui ne modifie pas la borne de complexité en espace
(O(md)). Ce sont à l’heure actuelle les algorithmes les plus performants pour réaliser un filtrage
par consistance d’arc.

2.3.2 Consistance d’arc pour les CSP n-aires

La définition de consistance d’arc a été étendue au CSP n-aires. Cette consistance est com-
munément appeléeconsistance d’arc ǵenéralisée (GAC) [Mohr et Masini, 1988, Mohr, 1987].
Un CSP n-aire est arc consistant (généralisé) si pour toute variableX impliquée dans une contrainte
d’aritéa, toutes les valeurs du domaineDX ont au moins un tuple support dans la relation associée
à cette contrainte.

Quelques travaux ont été réalisés sur des algorithmes de filtrage par consistance d’arc généralisée.
Mackworth a proposé l’algorithme CN qui est une généralisation de AC-3 aux contraintes non bi-
naires [Mackworth, 1977]. Dans le pire des cas, sa complexité en temps est enO(ma2da+1).
Mohr et Massini [Mohr, 1987, Mohr et Masini, 1988] ont proposé l’algorithme GAC-4 qui est une
généralisation de AC-4 aux contraintes non binaires. Comme AC-4, il est basé sur l’idée de cal-
culer le nombre de supports de chaque valeur de chaque domaine et de retirer celles qui ont un
nombre de support nul. La complexité en temps dans le pire des cas est enO(mda), ce qui est
meilleur que CN, mais sa complexité en espace est mauvaise,à cause des listes de supports qui
doivent être maintenues. Ces deux algorithmes ne sont que très rarement utilisés du fait de leurs
mauvaises complexités.

Bessière et Régin ont proposé un algorithme général appeléGAC-schema[Bessière et Regin, 1997]
qui permet de traiter des contraintes d’arité quelconque exprimées de différentes manières : en ex-
tension, sous forme d’expressions arithmétiques ou encore sous forme de prédicats sans sémantique
particulière. Cet algorithme est basé sur l’algorithme AC-7, pour lequel un ordre sur les valeurs
doit être connu a priori, ce qui permet, à la différence deGAC-4, de ne stocker des informations
que sur le plus petit support valide pour une valeur au lieu detous les supports, permettant un gain
en espace considérable par rapport à GAC-4. Sa complexit´e en temps dans le pire des cas est en
O(mda), ce qui représente un gain dea2d par rapport à CN.
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2.3 Consistances locales et algorithmes de filtrage associ´es

Enfin, les mêmes auteurs ont conçu une version amélioréedeGAC-schema[Bessière et Régin, 1999].
Dans cette version, certaines petites contraintes sont groupées pour former des contraintes plus
larges. Ces contraintes sont ensuite considérées comme des sous-problèmes, sur lesquels il existe
des moyens d’effectuer un filtrage par consistance d’arc plus rapidement que sur les contraintes
initiales.

2.3.3 La consistance de chemin

La consistance de chemin fut introduite par Montanari [Montanari, 1974]. C’est une forme de
consistance partielle plus forte que la consistance d’arc.La consistance de chemin impose que
pour toute paire de valeursa et b de deux variablesX et Y telle que l’instanciation(X,a) et
(Y, b) vérifie la contrainteCXY , il existe une valeur pour chaque variable présente le longde tout
chemin entreX etY telle que toutes les contraintes impliquées dans ce cheminsoient satisfaites.
Montanary a montré qu’un CSP est chemin consistant si et seulement si tous les chemins de
longueur 2 sont chemins consistants. Plus formellement, laconsistance de chemin se définit ainsi :

Définition 52
On dit qu’une paire de variables{X,Y } est chemin consistante si et seulement si∀(a, b) ∈
RXY ,∀Z ∈ X ,∃c ∈ DZ telle que(a, c) ∈ RXZ et (b, c) ∈ RY Z . Un CSP est chemin consistant
si et seulement si∀X,Y ∈ X , la paire{X,Y } est chemin consistante.

Alors que les algorithmes de filtrage par consistance d’arc suppriment dans les domaines les
valeurs qui ne sont pas arc consistantes, les algorithmes defiltrage par consistance de chemin
ont pour effet de supprimer des couples de valeurs dans les relations associées aux contraintes,
et éventuellement de rajouter de nouvelles arêtes aux graphes de contraintes. Cette modification
du graphe de contraintes est un obstacle à l’utilisation dece filtrage dans la résolution pratique et
efficace de CSP excepté pour ceux ayant des propriétés particulières. On utilise par exemple ce
filtrage pour les CSP temporels, car ils sont par construction arc consistants, ce qui fait du filtrage
par consistance de chemin le filtrage ayant le coût le plus supportable.

Quelques algorithmes de filtrage par consistance de chemin ont été proposés. Mackworth a
conçu l’algorithme PC-2 [Mackworth, 1977], dont la complexité en temps dans le pire des cas
est enO(n3d5) et en espaceO(n3). Puis, se basant sur les principes de l’algorithme AC-4, et en
généralisant l’idée des supports pour la consistance dechemin, Han et Lee ont proposé l’algo-
rithme PC-4 [Han et Lee, 1988], dont la complexité en temps dans le pire des cas est enO(n3d3)
et en espaceO(n3d3). Singh a ensuite proposé l’algorithme PC-5 [Singh, 1995],dont les com-
plexité dans le pire des cas en temps et en espace sont respectivementO(n3d3) etO(n3d2). Enfin,
Chmeiss et Jégou ont proposé l’algorithme PC-8 [Chmeiss et Jégou, 1996] pour lequel la com-
plexité en espace est réduite àO(n2d) alors que la complexité en temps devientO(n3d4).

2.3.4 Consistances d’ordre suṕerieur

Dans le cas de CSP binaires, Freuder a généralisé la notion de consistance partielle de telle
sorte que les deux consistances définies jusque-là se trouvent être les deux premières consistances
partielles de la classification qu’il a proposé [Freuder, 1978]. La consistance d’arc est la consis-
tance de niveau deux, la consistance de chemin, celle de niveau trois. Plus généralement, on dit
qu’un CSP estk-consistant si toute instanciation consistante dek − 1 variables du CSP peut être
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étendue de manière consistante à toutekième variable. Plus formellement, lak-consistance est
définie comme suit :

Définition 53
Étant donné un CSPP , P estk-consistant si et seulement si∀{Xi1 ,Xi2 , . . . ,Xik−1

} = Y ⊂
X ,∀(di1 , di2 , . . . , dik−1

) ∈ DXi1
× DXi2

× . . . × DXik−1
, une instanciation consistante deY ,

∀Xik ∈ X − Y,∃dik ∈ DXik
telle que(di1 , di2 , . . . , dik−1

, dik) est une instanciation consistante
des variables deY ∪ {Xik}.

Remarquons tout de même que lan-consistance d’un CSP n’implique pas forcement sa consis-
tance globale. En effet, s’il n’existe aucune instanciation consistante den − 1 variables, alors le
CSP estn-consistant, or il n’existe pas de solution à un tel CSP pourautant. Ce n’est plus le cas
lorsque l’on parle dek-consistanceforte.

Définition 54
Un CSPP estfortement k-consistant si et seulement si∀i, 1 < i < k, P esti-consistant.

Nous constatons donc que si un CSP est fortementn-consistant, alors il est globalement consis-
tant. Cette constatation montre l’intérêt d’algorithmes de filtrage park-consistance. Cependant, la
complexité de tels algorithmes croı̂t exponentiellementen fonction de la taille dek, les rendant to-
talement inefficaces en pratique. C’est pourquoi les rares algorithmes de filtrage park-consistance
qui existent ne sont jamais utilisés. Rappelons que les algorithmes de chemin consistances ne le
sont que très rarement, alors qu’il ne s’agit que de la3-consistance.

Il existe une notion de consistance partielle encore plus g´enérale que lak-consistance. Elle
a été introduite par Freuder également [Freuder, 1985] et est notée(i, j)-consistance. Un CSP
est(i, j)-consistant si toute instanciation consistante dei variables peut être étendue de manière
consistante surj variables supplémentaires. Formellement cela donne :

Définition 55
Étant donné un CSPP , P est(i, j)-consistant si et seulement si∀{Xk1 ,Xk2 , . . . ,Xki

} = Y ⊂
X ,∀(dk1 , dk2 , . . . , dki

) ∈ DXk1
× DXk2

× . . . × DXki
, une instanciation consistante deY ,

∀Xl1 ,Xl2 , . . . ,Xlj = Y ′ ∈ X − Y,∃dl1 , dl2 , . . . , dlj ∈ DXl1
,DXl2

, . . . ,DXlj
telle que

(dk1 , dk2 , . . . , dki
, dl1 , dl2 , . . . , dlj ) est une instanciation consistante des variables deY ∪ Y ′.

La plupart des consistances peuvent s’exprimer avec des valeurs particulières pouri et j :
– k-consistance :i = k − 1 et j = 1, c’est la(k − 1, 1)-consistance.
– consistance de chemin :i = 2 et j = 1, c’est la(2, 1)-consistance.
– consistance d’arc :i = 1 et j = 1, c’est la(1, 1)-consistance.
Ces définitions n’ont pas d’autre intérêt que la formalisation d’un opérateur de filtrage générique,

car en pratique, seule la consistance d’arc ((1, 1)-consistance) est largement utilisée parmi toutes
ces consistances.

2.3.5 La consistance de chemin restreinte

Comme nous venons de le voir, le filtrage par consistance de chemin n’est pas applicable
en pratique en général, du fait de sa complexité. C’est pourquoi Berlandier a proposé une forme
restreinte de consistance de chemin [Berlandier, 1995], toujours pourles CSP binaires. Le filtrage
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associé à cette nouvelle consistance supprime plus de valeurs inconsistantes que la consistance
d’arc, mais en même temps, il ne souffre pas des inconvénients des filtrages d’ordre supérieur.
L’algorithme de filtrage supprime toutes les valeurs qui ne sont pas arc consistantes, et de plus, il
vérifie que chaque couple de valeursa etb pour des variablesX etY tel queb est l’unique support
de a dans la relationRXY est chemin consistant. Si un tel couple n’est pas chemin consistant,
alors la valeura est retirée du domaineDX de X, car la suppression du tuple(a, b) dans la
relationRXY entraı̂ne la perte de tous les supports dea dans cette contrainte. Ces suppressions
supplémentaires font du filtrage par consistance de cheminrestreinte un filtrage plus fort que le
filtrage par consistance d’arc, mais qui reste moins coûteux que le filtrage par consistance de
chemin. De plus, la structure du graphe de contrainte n’est en rien altérée par ce filtrage. La
définition formelle de la consistance de chemin restreinteest la suivante :

Définition 56
Un CSP vérifie la propriété de consistance de chemin restreinte si et seulement si∀X ∈ X ,DX 6=
∅, DX est arc consistant et∀X,Y ∈ X ,∀(a, b) ∈ RXY tel queb est l’unique support dea dans
DY (c’est-à-dire quea 6∈ RXY \ (a, b)), ∀Z ∈ X telle queCXZ , CY Z ∈ C,∃c ∈ DZ tel quec
est un support dea dansCXZ etc est un support deb dansCY Z (c’est-à-dire que(a, c) ∈ RXZ et
(b, c) ∈ RY Z ).

Debruyne et Bessière ont étendu cette notion de consistance de chemin restreinte à la notion
dek-consistance de chemin restreinte(k-RPC) [Debruyne et Bessière, 1997a]. L’algorithme de
filtrage park-consistance de chemin restreinte effectue le même filtrage que pour la consistance
de chemin restreinte, mais teste la consistance de chemin pour les couples de valeurs ayantk
supports dans une contrainte, au lieu d’un seul. Ainsi, la consistance de chemin restreinte devient
la 1-consistance de chemin restreinte dans cette généralisation, et la consistance d’arc devient la
0-consistance de chemin restreinte.

Dans ce même article, ils décrivent un algorithme permettant d’effectuer un filtrage par
(1-)consistance de chemin restreinte : RPC-2, dont la complexité dans le pire des cas en temps est
enO(mnd2) et celle en espace enO(mnd).

Toujours dans ce même article, Debruyne et Bessière ont introduit la notion de consistance de
chemin restreintemaximum(Max-RPC). Un graphe de contrainte vérifie la propriété de consis-
tance de chemin restreinte maximum si chaque valeur de chaque domaine possède au moins un
support pour la consistance de chemin par contrainte, quelle que soit le nombre de supports pour
la consistance de chemin qu’elle possède. D’après cette définition, un algorithme de filtrage par
consistance de chemin restreinte maximum doit supprimer toutes les valeurs qui ne vérifient pas
la k-consistance de chemin restreinte, pour toute valeur dek. Ils ont ainsi proposé un algorithme
effectuant ce traitement dont la complexité dans le pire des cas en temps est enO(mnd3) et celle
en espace enO(mnd).

Grandoni et Italiano [Grandoni et Italiano, 2003] ont proposé deux algorithmes de filtrage par
consistance de chemin restreinte maximum. Le premier, Max-RPC-2, a une complexité en espace
optimale enO(md) avec la même complexité en temps. Le second, Max-RPC-2’, aune meilleur
complexité en temps grâce à l’utilisation de multiplications de matrices rapides (O(mnd2.575)),
au détriment d’une complexité en espace accrueO(mnd2).
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2.3.6 Les consistances singletons

Debruyne et Bessière ont introduit d’autres notions de consistance partielle pour les CSP
binaires appelées consistances singleton [Debruyne et Bessière, 1997b]. Ces consistances sont
basées sur la constatation que si une valeura pour une variableX est consistante (c’est-à-dire
qu’elle appartient à une solution), alors le CSP obtenu en restreignant le domaineDX de la va-
riableX au singleton{a} est consistant. Notons ce CSPP |DX={a}. SiP |DX={a} n’est pas consis-
tant, alors la valeura peut être retirée du domaineDX . Évidemment, déterminer siP |DX={a} est
inconsistant est bien trop coûteux, c’est pourquoi ils se restreignent à déterminer si une consistance
locale est vérifiée. Ainsi, l’algorithme de filtrage par consistance singleton supprimera la valeura
du domaine d’une valeurX si P |DX={a} est localement inconsistant.

L’exemple de consistance singleton traité dans ces travaux est laconsistance d’arc singleton
(SAC), dont la définition formelle est la suivante :

Définition 57
Un CSPP vérifie la consistance d’arc singleton si et seulement si∀X ∈ X ,DX 6= ∅, DX est arc
consistant et∀a ∈ DX , P |DX={a} est arc consistant.

Pour tester si une valeura pour une variableX est singleton arc consistante, l’algorithme
qu’ils proposent instancieX àa et applique un algorithme de filtrage par consistance d’arc sur le
sous-problème obtenu. Si un domaine se vide entièrement,alors la valeura peut être retirée du
domaine deX. N’importe quel algorithme de filtrage par consistance d’arc peut être utilisé, tant
que sa complexité reste polynomiale, leur algorithme de filtrage par consistance d’arc singleton
garde une complexité polynomiale. Un premier algorithme aété proposé par Debruyne et Bessière
dans [Debruyne et Bessière, 1997b] : SAC-1 dont les complexités en temps et en espace sont res-
pectivement enO(mn2d4) et enO(md). Puis, l’algorithme SAC-2 a été proposé par Barták et
Erben [Barták et Erben, 2004], améliorant la complexitéen espace qui devientO(mn2d2). En-
fin, Debruyne et Bessière ont proposé deux algorithmes dans [Debruyne et Bessière, 2005] : le
premier, SAC-OPT, avec une complexité en temps optimale enO(mnd3) et une complexité en
espace enO(mnd2), et le second, SAC-SDS, qui admet un compromis sur la complexité en temps
(O(mnd4)) pour réduire la complexité en espace (O(mn2d2))) afin de permettre son utilisation
sur des instances de plus grandes tailles.

Tous ces différents algorithmes sont obtenus en changeantl’algorithme de filtrage par consis-
tance d’arc utilisé pour filtrer par consistance d’arc singleton (AC-4, AC-6, AC-2001...). Cepen-
dant, toute autre sorte de filtrage supprimant des valeurs dans les domaines des variables pourrait
être utilisée comme base de consistance singleton (SPC : chemin consistance singleton, SRPC :
chemin consistance restreinte singleton...).

2.3.7 Les consistances inverses

Les consistances inverses ont été introduites par Freuder et Elfe [Freuder et Elfe, 1996] pour
les CSP binaires. Un filtrage par consistance inverse supprime, dans les domaines des variables,
les valeurs qui ne sont compatibles avec aucune instanciation consistante d’un quelconque en-
semble de variables supplémentaires. Les consistances inverses peuvent être définies en terme de
(i,j)-consistances. Lorsquei vaut 1 et quej vautk − 1, cela donne lak consistance inverse. Les
consistances oùi > 1, comme la consistance de chemin, identifient et enregistrent des combi-
naisons de valeurs pour des variables pour lesquelles une valeur consistante pour des variables
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supplémentaires ne peut être trouvée. Ce qui rajoute descontraintes non unaires au problème,
résultant en un accroissement de l’espace mémoire qui devient rapidement prohibitif.̀A l’inverse,
les consistances inverses ne stockent que des contraintes unaires puisqu’elles filtrent les domaines.
La complexité spatiale reste donc linéaire.

La consistance inverse la plus simple est la consistance de chemin inverse (PIC), car l’arc
consistance ((1,1)-consistance) est équivalente à la consistance d’arc inverse. Cette consistance
est équivalente à la (1,2)-consistance. D’après sa définition [Freuder et Elfe, 1996], une valeura
d’une variableX d’un CSP est chemin consistante inverse si elle peut être étendue de manière
consistante à tout triplé de variables incluantX. Dans [Debruyne et Bessière, 1997b], Debruyne
et Bessière ont montré qu’il n’était pas nécessaire de tester cette condition pour toutes les valeurs
pour s’assurer la consistance de chemin inverse. Ils ont montré qu’un CSP vérifie la consistance
de chemin inverse si et seulement si il est arc consistant et si pour toute valeura d’une variableX,
pour toute clique de taille 3(X,Y,Z), l’affectation deX àa peut être étendue en une instanciation
consistante de cette 3-clique. Ainsi, sa définition formelle est la suivante :

Définition 58
Un CSP satisfait la propriété de consistance de chemin inverse si et seulement si∀X ∈ X ,∀a ∈
DX ,∀Y,Z ∈ X tel queY 6= X 6= Z 6= Y,∃b ∈ DY etc ∈ DZ tel queb est un support poura sur
CXY , c est un support poura surCXZ et c est un support pourb surCY Z .

Un premier algorithme de filtrage par consistance de chemin inverse fut proposé par Freuder et
Elfe dans [Freuder et Elfe, 1996] : PIC-1. Sa complexité en temps est enO(mn2d4) et en espace
O(n). Par la suite, Debruyne a proposé un algorithme ayant une complexité en temps optimale :
O(mnd3) et une complexité en espace accrue :O(md+ cd) [Debruyne, 2000]. Dans le calcul de
cette complexité,c représente le nombre de 3-cliques présentes dans le graphe de contraintes.

Freuder et Elfe ont également introduit le concept deconsistance de voisinage inverse(NIC)
[Freuder et Elfe, 1996]. Un CSP satisfait la propriété de consistance de voisinage inverse si pour
chaque valeura de chaque variableX, il est possible de trouver un solution au sous-problème
induit par le voisinage deX qui est compatible aveca.

Définition 59
SoitX ∈ X . On définit le voisinage deX parV(X) = {Y ∈ X|∃CXY ∈ C}. Un CSP satisfait la
propriété de consistance de voisinage inverse si et seulement si∀X ∈ X ,∀a ∈ DX , l’instanciation
(X,a) peut être étendue en une instanciation consistante deV(X).

L’idée sous-jacente de ce filtrage est d’adapter le niveau de lak-consistance inverse en fonction du
nombre de contraintes dans lesquelles les variables sont impliquées. Ils ont proposé un algorithme
de filtrage par consistance de voisinage inverse dont la complexité en temps est enO(g2(n +
md)dg+1) et en espaceO(n). Dans ce calcul de complexité,g représente le degré maximum d’une
variable (c’est-à-dire le nombre de contraintes maximum dans lesquelles elle est impliquée). Cette
complexité dépend donc fortement du degré de contraintedes variables, ce qui explique leur idée
de moduler le filtrage en fonction du degré de chaque variable dans le cas de CSP où les variables
ne sont pas uniformément contraintes.

Un certain nombre de consistances locales inverses ont ét´e introduites dans [Verfaillie et al., 1999].
Il s’agit précisément d’un cadre théorique génériquequi permet de capturer la plupart des consis-
tances inverses existantes, mais aussi de définir un nombrearbitraire de consistances inverses, ainsi
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que la généralisation de ces consistances aux contraintes n-aires.́Etant donné qu’aucun algorithme
de filtrage par ces consistances inverses générales n’a été implémenté, nous n’entrerons pas dans
les détails théoriques de ces dernières.

2.3.8 Les consistances relationnelles

Les dernières formes de consistances locales que nous allons décrire portent le nom deconsis-
tances relationnelles. Elles ont été introduites par van Beek et Dechter dans [van Beek et Dechter, 1995].
Il s’agit de nouvelles définitions plus fortes pour la consistance d’arc et de chemin pour les CSP
n-aires. La consistance d’arcrelationnelle peut être établie en temps polynomial en fonction de
l’arité des contraintes, alors qu’établir la consistance de cheminrelationnelle est un problème
NP-Complet. La définition formelle de la consistance d’arcrelationnelle est la suivante :

Définition 60
SoitRS une relation associée à une contrainteCS portant sur un ensembleS ⊂ X de variables
d’un CSP n-aire.RS est relationnellement arc consistance si et seulement si toute instanciation
consistante de toutes les variables deS sauf une peut être étendue à cette dernière de telle sorte
queCS soit satisfaite.

Un CSP satisfait est relationnellement arc consistant si toutes les relations associées à ses
contraintes sont relationnellement arc consistantes.

Celle de la consistance de chemin relationnelle est la suivante :

Définition 61
SoientRS1 etRS2 deux relations associées à deux contraintesCS1 etCS2 portant respectivement
sur deux ensemblesS1 ⊂ X etS2 ⊂ X de variables. Le couple de relations(RS1 , RS2) est rela-
tionnellement chemin consistant si et seulement si∀X ∈ S1 ∩ S2, toute instanciation consistante
des variables deS1 ∪ S2) − {X} peut être étendue pour inclureX de telle sorte queCS1 etCS2

soient simultanément satisfaites.
Un CSP est relationnellement chemin consistant si et seulement si tout couple de relations

(RSi
, RSj

) est relationnellement chemin consistant.

Par la suite, Bessière Hebrard et Walsh ont encore généralisé la notion de consistance d’arc
relationnelle, donnant lieu à lak-consistance d’arc relationnelle[Bessière et al., 2003]. Cette
consistance est la restriction de la consistance d’arc relationnelle à des ensembles de variables de
taille k.

Définition 62
SoitRS une relation associée à une contrainteCS portant sur un ensembleS ⊂ X de variables
d’un CSP n-aire.RS satisfait la propriété dek-consistante d’arc relationnelle si et seulement si
∀A ⊂ S tel que|A| = k, toute instanciation consistante des variables deA peut être étendue en
une instanciation consistante sur l’ensemble des variables deS.

Un CSP satisfait la propriété dek-consistance d’arc relationnelle si et seulement si toutes
les relations associées aux contraintes de ce CSP satisfont la propriété dek-consistance d’arc
relationnelle.

Du fait de sa NP-complétude, la consistance de chemin relationnelle n’est rarement, si ce n’est
jamais, utilisée.̀A notre connaissance, il en est de même pour la consistance d’arc relationnelle et
la k-consistance d’arc relationnelle pour lesquelles aucun algorithme de filtrage n’a été proposé.
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2.3.9 Algorithmes de filtrage sṕecifiques

Plusieurs algorithmes de filtrage spécifiques ont été proposés dans la littérature. Dans la plupart
des cas, ces algorithmes effectuent un filtrage par consistance d’arc généralisée sur des contraintes
n-aires présentant des propriétés particulières. L’intérêt étant que ces algorithmes dédiés ont une
complexité en temps bien meilleure que celle d’algorithmes génériques comme GAC-schema.

C’est le cas notamment d’un certain nombre de contraintes dites globales. Passer en re-
vue les algorithmes spécifiques pour toutes les contraintes globales dépasserait le cadre de cette
thèse, mais un lecteur intéressé par ce sujet pourra trouver les bases dans les articles suivants4 :
[Régin, 1994] : la contrainteall-different, [Beldiceanu et Contjean, 1994] les contraintescumula-
tives, [Régin, 1996] : les contraintes globales decardinalité, [Régin et Puget, 1997] : les contraintes
globales d’ordonnancement, [Régin, 1999] : les contraintesall-different syḿetriques, [Beldiceanu et Contjean, 1994] :
les contraintes decycle, [Bessière et al., 2006a] : les contraintesNvalúees, ou encore [Bessière et al., 2006b] :
la contrainteracine...

Il est à noter que l’algorithme AC-5 [Hentenryck et al., 1992] peut être paramétré pour obtenir
une complexité en temps enO(md) pour une classe importante de contraintes : les contraintes
fonctionnelles, anti-fonctionnellesetmonotones.

2.3.10 Ŕecapitulatif

Le filtrage par consistance locale est la clé de voûte de la plupart des solveurs de CSP actuels.
Le plus utilisé est le filtrage par consistance d’arc, pour lequel un nombre important d’algorithme
a été proposé, du fait de son faible coût. Mais la tendance actuelle s’oriente vers des filtrages
par consistances un peu plus fortes, toujours avec un coût raisonnable. Le tableau 2.2 propose
une comparaison entre les complexités en temps et en espacedes différents algorithmes pour les
différents filtrages par consistances locales que nous avons décrits.

4Liste non exhaustive.
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Nom de l’algorithme Complexité en temps Complexité en espace
AC-3 [Mackworth, 1977] O(md3) O(m+ nd)
AC-4 [Mohr et Henderson, 1986] O(md2) O(md2)
AC-5 [Hentenryck et al., 1992] O(md2) O(md)
AC-6 [Bessière et Cordier, 1993] O(md2) O(md)
AC-7 [Bessière et al., 1995] O(md2) O(md)
AC-2000 [Bessière et Regin, 2001] O(md3) O(md)
AC-2001 [Bessière et Regin, 2001] O(md2) O(md)
CN(GAC-3) [Mackworth, 1977] O(ma2da+1) O(ma+ nd)
GAC-4 [Mohr et Masini, 1988] O(mda) O(mda + nd)
GAC-schema [Bessière et Regin, 1997] O(mda) O(ma2d)

PC-2 [Mackworth, 1977] O(n3d5) O(n3)
PC-4 [Han et Lee, 1988] O(n3d3) O(n3d3)
PC-5 [Singh, 1995] O(n3d3) O(n3d3)
PC-8 [Chmeiss et Jégou, 1996] O(n3d4) O(n2d)

RPC-1 [Berlandier, 1995] O(mnd3) O(mnd)
RPC-2 [Debruyne et Bessière, 1997a] O(mnd2) O(mnd)

Max-RPC-1 [Debruyne et Bessière, 1997a] O(mnd3) O(mnd)
Max-RPC-2 [Grandoni et Italiano, 2003] O(mnd3) O(md)
Max-RPC-2’ [Grandoni et Italiano, 2003] O(mnd2.575) O(mnd2)

SAC-1 [Debruyne et Bessière, 1997b] O(mn2d4) O(md)
SAC-2 [Barták et Erben, 2004] O(mn2d4) O(n2d2)
SAC-OPT [Debruyne et Bessière, 2005] O(mnd3) O(mnd2)
SAC-SDS [Debruyne et Bessière, 2005] O(mnd4) O(n2d2)

PIC-1 [Freuder et Elfe, 1996] O(mn2d4) O(n)
PIC-2 [Debruyne, 2000] O(mnd3) O(md+ cd)

NIC [Freuder et Elfe, 1996] O(g2(n+md)dg+1) O(n)

TAB . 2.2 – Tableau comparatif des complexités en temps et en espace des différents algorithmes
de filtrage par consistances partielles pour les CSP.m représente le nombre de contraintes du CSP,
n le nombre de variables du CSP,d la taille du plus grand domaine,c est le nombre de 3-cliques
présentes dans le graphe de contraintes,g est le degré maximum d’une variable eta est la plus
grande arité des contraintes.
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2.3 Consistances locales et algorithmes de filtrage associ´es

46



Chapitre 3

Transformations entre formalismes
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Comme nous avons pu le constater, les deux formalismes que nous venons de décrire présentent
des similitudes. Les algorithmes de résolution parcourent pour SAT un arbre de recherche binaire,
pour les CSP un arbre de recherche quelconque. Dans les deux formalismes, l’accent est mis sur
les différentes méthodes de filtrage et de propagation : consistances locales et propagation de
contraintes pour les CSP, résolution bornée et propagation unitaire pour SAT. Mais des liens en-
core plus forts ont été mis en évidence. Plusieurs travaux ont montré qu’il est possible d’exprimer
n’importe quel problème SAT sous forme de CSP et vice-versa. Génisson et Jégou ont montré que,
pour un problème donné, les algorithmes Forward Checkinget Davis et Putam explorent des arbres
équivalents selon la représentation choisie pour le problème [Génisson et Jégou, 1996]. Nous al-
lons maintenant détailler les différentes transformations connues entre ces deux formalismes. Ces
travaux ont permis de comparer les filtrages par consistances locales des CSP avec la propagation
unitaire ou la résolution bornée de SAT.

3.1 SAT→ CSP

Il existe quatre transformations connues pour exprimer un problème SAT sous forme de CSP.
Les trois premières,le codage des litt́eraux, le codage dualet le codage avec variables cachées
transforme une instance SAT en un CSP binaire, alors quele codage non-binairetransforme une
instance SAT en un CSP n-aire [Bennaceur, 1996, Walsh, 2000a].

47



3.1 SAT→ CSP

3.1.1 Le codage des litt́eraux

Ce codage fut introduit par Bennaceur [Bennaceur, 1996, Bennaceur, 2004]. Considérons une
formule sous forme CNF ayantn variables etm clauses. Dans ce codage, on associe une variable
Xi à chaque clauseci de la CNF. Le domaineDXi

de la variableXi contient les littéraux de
la clauseci à laquelleXi est associée. Par exemple, si la formule CNF contient la clauseci =
l1 ∨ ¬l2 ∨ l3 ∨ ¬l4 alors le domaineDXi

de la variable associée estDXi
= {l1,¬l2, l3,¬l4}.

Une contrainte binaireCXiXj
impliquant deux variablesXi etXj associées à deux clausesci

et cj est créée si la clauseci contient un littéral et la clausecj contient son opposé. Par exemple,
si ci = l1 ∨ ¬l2 ∨ l3 et cj = ¬l1 ∨ l3 ∨ l4, alors la contrainteCXiXj

est créée carci contientl1 et
cj contient¬l1.

Pour chaque contrainteCXiXj
on associe la relationRXiXj

définie comme le produit cartésien
DXi

× DXj
auquel on retire l’ensemble des couples(li, lj) tels queli est le littéral opposé àlj

(li = ¬lj). Par exemple, la relationRXiXj
associée à la contrainte ci-dessus est définie par le

tableau suivant :

RXiXj

Xi Xj

l1 l3
l1 l4
¬l2 ¬l1
¬l2 l3
¬l2 l4
l3 ¬l1
l3 l3
l3 l4

Soit Σ une instancek-SAT etP le CSP résultant du codage deΣ. Le nombre de variables de
P est égal au nombre de clauses deΣ (nbCla(Σ) = m), la taille des domaines deP est bornée
par k, et la taille des relations est bornée park2 − 1. La complexité de la transformation est en
O(mk2). Ce codage présente quelques propriétés intéressantes. Pour commencer, si chaque clause
de la formuleΣ de départ contient au moins 2 littéraux, alors le CSP résultant de son codage est
arc-consistant. Ainsi, appliquer la propagation unitairesur la formule de départ est équivalent à
effectuer un filtrage par consistance d’arc sur son codage enCSP. De même, si toutes les clauses
deΣ contiennent au moins 3 littéraux, alors le CSP résultant de son codage est chemin consistant,
et même fortement chemin consistant.

Dans [Walsh, 2000a], Walsh montre qu’un algorithme DP appliqué à la formule de départ
visite strictement moins de nœuds qu’un MAC sur le CSP codé,à condition d’utiliser des heuris-
tiques de branchement équivalentes.

Dans [Dimopoulos et Stergiou, 2006], Dimopoulos et Stergiou se sont intéressés à une consis-
tance plus forte que la consistance d’arc : la consistance dechemin inverse (PIC). Ils ont montré
que l’application de la règle derésolution binairesur la formuleΣ est strictement plus forte que
l’application d’un filtrage par consistance de chemin inverse sur le CSPP.

Les trois codages qui suivent sont décris et étudiés de manière systématique par Walsh dans
[Walsh, 2000a].
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CHAPITRE 3 : TRANSFORMATIONS ENTRE FORMALISMES

3.1.2 Le codage dual

Dans ce codage, une variable dualeXi est associée à chaque clauseci. Le domaineDXi
as-

socié àXi est composé des tuples de valeurs de vérité qui satisfontla clauseci. Par exemple, la
variableXi associée à la clauseci = l1 ∨ l3 a pour domaineDXi

= {〈V, F 〉, 〈F, V 〉, 〈V, V 〉}.
Ce sont les interprétations del1 et l2 qui satisfont la clauseci. Une contrainte binaire est créée
entre deux variables dualesXi etXj qui sont associées à deux clauses partageant une ou plusieurs
variables propositionnelles. Par exemple, entre les variables dualesXi etXj associées aux clauses
ci = l1 ∨ l3 et cj = l2 ∨ ¬l3, la contrainteCXiXj

est ajoutée. Toute relationRXiXj
associée

à une contrainteCXiXj
assure que les variables propositionnelles partagées parles deux clauses

prennent les même valeurs dans les tuples des domaines des deux variables CSPXi etXj si les va-
riables propositionnelles apparaissent avec la même polarité dans les clausesci et cj , ou bien des
valeurs complémentaires si elles apparaissent avec des polarités opposées. Dans notre exemple,
nous avonsDXj

= {〈V, V 〉, 〈F,F 〉, 〈V, F 〉}. Étant donné que la variable propositionnellel3 ap-
paraı̂t avec des polarités opposées dansci etcj , la relationRXiXj

assure que les couples de valeurs
compatibles pourXi etXj ont les valeurs de vérité de leurs secondes composantes1 opposées, ce
qui donne :

RXiXj

Xi Xj

〈V, F 〉 〈V, V 〉
〈F, V 〉 〈F,F 〉
〈F, V 〉 〈F, V 〉
〈V, V 〉 〈F,F 〉
〈V, V 〉 〈F, V 〉

Soit Σ une instancek-SAT etP le CSP résultant du codage dual deΣ. Walsh a montré que
filtrer par consistance d’arc le CSPP est plus fort que réaliser la propagation unitaire surΣ. C’est
à dire que si la propagation unitaire produit une clause vide, le filtrage par consistance d’arc fera
apparaı̂tre un domaine vide, alors que l’inverse n’est pas toujours vrai. De plus, si la propagation
unitaire surΣ aboutit à l’interprétation de certaines variables, alors un filtrage par consistance
d’arc supprimera toutes les valeurs contradictoires avec cette interprétation.

Il montre aussi que, moyennant des heuristiques de branchement équivalentes, appliquer un
DP surΣ parcourt strictement moins de nœuds que FC appliqué surP.

Dans [Dimopoulos et Stergiou, 2006], Dimopoulos et Stergiou ont montré que les filtrages par
consistance d’arc (AC) et par consistance de chemin inverse(PIC) surP peuvent être retrouvés
dansΣ par des procédés derésolution d’ensembleet derésolution d’ensembléetenduerespecti-
vement.

3.1.3 Le codage avec variables cachées

Dans ce codage, les mêmes variables CSPdualessont associées à chaque clause de la formule
CNF, auxquelles sont associés les mêmes domaines compos´es des tuples de valeurs de vérité
satisfaisant la clause de départ. En plus de ces variables (duales), on rajoute autant de variables

1Celles correspondantes àl3.
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3.1 SAT→ CSP

CSP (propositionnelles) qu’il y a de variables booléennes, avec pour domaine les valeursvrai et
faux. Ainsi, pour chaque variable booléennelj , on associeXlj telle queDXlj

= {V, F}. Une
contrainte binaire est posée entre une variable CSP duale et une variable CSP propositionnelle si
la clause à laquelle est associée la variable duale contient une occurrence (positive ou négative)
de la variable booléenne à laquelle est associée la variable CSP propositionnelle. Dans le cas où
la variable booléenne apparaı̂t positivement dans la clause, la relation associée à cette contrainte
assure que la valeur de la composante des tuples des variables CSP duales correspondant à la
variable propositionnelle est identique à celle de la valeur de la variable CSP propositionnelle.
Dans le cas contraire, la relation assure que ces valeurs sont complémentaires. Par exemple, en
considérant la clauseci = l2∨¬l3, on pose les contraintesCXiXl2

etCXiXl3
et la relation associée

RXiXl2
etRXiXl3

suivante :

RXiXl2

Xi Xl2

〈V, V 〉 V
〈F,F 〉 F
〈V, F 〉 F

RXiXl3

Xi Xl3

〈V, V 〉 F
〈F,F 〉 V
〈V, F 〉 V

Il n’y a pas de contrainte entre deux variables duales. La complexité des codages dual et avec
variables cachées est plus importante que celle du codage des littéraux. SoientΣ une instance
k-SAT etPDual le CSP résultant du codage dual deΣ, PV ar le CSP résultant du codage avec
variables cachées deΣ etPLit le CSP résultant du codage des littéraux deΣ. Alors que la taille
des domaines dePLit est enO(k), la taille des domaines dePDual et dePV ar est enO(2k). De
même, la complexité en espace des relations pourPLit est enO(k2), alors que celle des relations
dePDual et dePV ar est enO(2k).

Walsh [Walsh, 2000a] a montré qu’un filtrage par consistance d’arc surPV ar est équivalent à
la propagation unitaire surΣ et qu’un DP appliqué surΣ visite les même nœuds que FC ou MAC
appliqué surPV ar.

3.1.4 Le codage non-binaire

Dans ce codage, on retrouve les variables CSP propositionnelles du codage précédent. C’est-
à-dire qu’une variable CSP est associée à chaque variable booléenne, et n’a que deux valeurs dans
son domaine :Vrai et Faux. Une contrainte non binaire est posée entre toutes les variables CSP
pour lesquelles les variables booléennes associées apparaissent en même temps dans une clause. La
relation associée à chaque contrainte est constituée detuplesinterdits, ces tuples représentent les
combinaisons de valeurs de vérité qui falsifient la clauseconcernée. Par exemple, en considérant la
clauseCi = l1∨l2∨¬l3, nous obtenons la contrainteCXl1

Xl2
Xl3

entre les variables CSP associées
aux variables booléennesl1, l2 et l3, dont la relation associéeRXl1

Xl2
Xl3

est donnée par :

RXl1
Xl2

Xl3

Xl1 Xl2 Xl3

F F V
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CHAPITRE 3 : TRANSFORMATIONS ENTRE FORMALISMES

Soit Σ une formulek-SAT etP le CSP résultant du codage non binaire deΣ. La complexité
de ce codage est identique à celle du problème de départ. Nous retrouvons le même nombre de
variables CSP que de variables booléennes, avec des domaines de taille deux. Nous avons autant
de contraintes que de clauses, et la taille des relations estégale àk.

Walsh [Walsh, 2000a] a montré qu’un filtrage par consistance d’arc surP est plus fort que la
propagation unitaire surΣ, et que moyennant des heuristiques de branchement équivalentes, DP
explore un arbre de recherche de même taille que nFC0 et plusgrand que tout autre algorithme
énumératif complet maintenant la consistance d’arc à chaque nœud de l’arbre (nFC1, ..., nFC5,
MAC).

3.2 CSP→ SAT

Il existe quatre codages permettant d’exprimer un CSP sous la forme d’une formule CNF.
Deux d’entre eux (le codage des supports[Kasif, 1990] etle codage logarithmique[Walsh, 2000b,
Gelder, 2007, Iwama et Miyazaki, 1994]) ne s’appliquent quesur des CSP binaires, et les deux
autres (le codage direct[Kleer, 1989] etle codagek-AC [Bessière et al., 2003]) peuvent s’appli-
quer sur les CSP n-aires.

3.2.1 Le codage direct

C’est le plus utilisé et le plus ancien des codages. Il fut introduit par De Kleer [Kleer, 1989].
Dans ce codage, on associe une variable propositionnelle àchaque valeur du domaine de chaque
variable du CSP. Par exemple, une variable CSPX avec pour domaineDX = {v1, v2, . . . , vk}
définit k variables booléennes :xv1 , xv2 , . . . , xvk

. Interpréterxvi
à vrai signifie que la variable

CSPX est affectée à la valeurvi. Ces variables propositionnelles apparaissent dans troistypes de
clauses :

Les clauses de typeau-moins-un : Il y a une clause de typeau-moins-un, par variable. Elles
codent les domaines du CSP, exprimant le fait que chaque variable doit recevoir une valeur
de son domaine. Considérons l’exemple d’une variable CSPX avec un domaineDX =
{v1, v2, v3}. La clausecX = xv1 ∨ xv2 ∨ xv3 est ajoutée pour coder le domaineDX . Ces
clauses seront notées clausesa.m.u.par la suite.

Les clauses de typeau-plus-un : Il y a une clause de typeau-plus-unpour chaque couple
de valeurs du domaine de chaque variable. Ce sont des clausesbinaires codant le fait que
chaque variable du CSP ne peut recevoir plus d’une valeur de son domaine. On les appelle
aussiclause d’exclusion mutuelle. Reprenons l’exemple précédent. Pour le domaineDX =
{v1, v2, v3}, il faut ajouter les 3 clauses binaires suivantes :¬xv1 ∨ ¬xv2 , ¬xv2 ∨ ¬xv3 et
¬xv1 ∨ ¬xv3 . Ces clauses seront notées clausesa.p.u.par la suite. Il est en général possible
de s’affranchir de cet ensemble de clauses. En effet, si un modèle affectant plusieurs valeurs
à une même variable CSP est trouvé, il est possible d’en choisir une seule aléatoirement et
d’ignorer les autres.

Les clauses de conflits : Il y a une clause de conflit pour chaquetuple interdit de chaque
contrainte du CSP. Elles expriment les contraintes en codant toutes les combinaisons inter-
dites par celles-ci. Par exemple, considérons une contrainte entre trois variables CSPX,Y
etZ et [u ∈ DX , v ∈ DY , w ∈ DZ ] un tuple interdit par la contrainteCXY Z (c’est-à-dire
que [u, v,w] 6∈ RXY Z ). La clause de conflitcXY Z = ¬xu ∨ ¬yv¬zw est ajoutée pour
interdire l’affectation simultanée deX àu,Y àv etZ àw.
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3.2 CSP→ SAT

Soit P un CSP etΣDir la formule CNF résultant du codage direct deP. Walsh a prouvé
qu’effectuer un filtrage par consistance d’arc surP est plus fort que d’effectuer la propaga-
tion unitaire surΣDir. Il a également démontré, comme cela l’avait été par G´enisson et Jégou
[Génisson et Jégou, 1996] que moyennant des heuristiquesde branchement équivalentes, FC ap-
pliqué àP et DP appliqué àΣDir étaient équivalents.

La complexité du codage direct d’un CSP est enO(mda), en rappelant quem représente
le nombre de contraintes du CSP,a la plus grande arité des contraintes du CSP etd la taille
du plus grand domaine du CSP. Plus précisément, dans le codage direct d’un CSP en CNF, on
retrouven clausesa.m.u.de tailled. Chaque variable CSP ajouted(d−1)

2 clausesa.p.u.de taille 2.
Enfin chaque contrainte peut contenir au plusda tuples interdits de longueura. Ce qui donne une
complexité totale de(nd+ 2nd(d−1)

2 +mada) ≡ O(mda).

3.2.2 Le codage des supports

Le codage des supports fut introduit par Kasif [Kasif, 1990]et spécialement conçu pour les
CSP binaires. Dans ce codage, on retrouve les même variables propositionnelles que pour le co-
dage direct. On y retrouve également les même clausesa.m.u.eta.p.u.. La seule différence réside
dans les clauses de conflits qui sont remplacées par des clauses appelées clauses de supports.

Les clauses de supports :Une clause de support est ajoutée pour chaque couple (valeur, liste
de supports) de chaque contrainte binaire. Elle code le fait que tant qu’une valeur reste
dans le domaine d’une des variables impliquées dans la contrainte, alors au moins un de
ces supports doit rester dans le domaine de la seconde variable impliquée. Par exemple,
considéronsX etY deux variables CSP et le couple (v ∈ DX , {s1, s2, . . . , sk} ∈ DY ) où
v est une valeur du domaine deX et {s1, s2, . . . , sk} sont les supports deX = v dans le
domaine deY pour la contrainteCXY . La clause¬xv ∨ ys1 ∨ ys2 ∨ . . . ∨ ysk

est rajoutée
pour exprimer le fait que tant quev n’est pas retiré (filtré) du domaine deX, au moins un
de ses supports dansDY ne doit pas être supprimé. Cette clause est équivalente `a xv →
(ys1 ∨ ys2 ∨ . . . ∨ ysk

). On voit donc que si tous les supports sont retirés (falsifi´es),¬xv est
impliqué, c’est-à-dire quev est retirée du domaine deX lors d’un filtrage par consistance
d’arc.

On voit donc l’intérêt de ce codage pour les CSP binaires par rapport au codage direct. Ce
codage permet de récupérer la consistance d’arc dans la CNF. SoitP un CSP etΣSup la formule
CNF résultant du codage des supports deP. Kasif a montré que la propagation unitaire appliquée
àΣSup est équivalente à un filtrage par consistance d’arc surP. Cela a permis à Gent [Gent, 2002]
de montrer que moyennant des heuristiques de branchement équivalentes, DP appliqué àΣSup est
équivalent à MAC appliqué àP.

La complexité du codage des supports d’un CSP est enO(nd2 + md2). Précisément, on re-
trouve les même clausesa.m.u.et a.p.u.(nd2), et pour chaque clause, il y a2d couples (valeur,
liste de supports) possibles, chaque liste pouvant contenir au plusd valeurs (2md2). La complexité
totale est donc de(nd2 + 2md2) ≡ O((n +m)d2).
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CHAPITRE 3 : TRANSFORMATIONS ENTRE FORMALISMES

3.2.3 Le codagek-AC

Ce codage a été proposé par Bessière, Hebrard et Walsh [Bessière et al., 2003] et se trouve
être la généralisation du codage des supports aux CSP n-aires. L’idée sous-jacente est de coder des
supports sur des ensembles de variables de taille quelconque pour des ensembles de variables de
taille quelconque au lieu de support sur une unique variablepour une unique variable.

Dans ce codage, on retrouve encore les même variables propositionnelles et les même clauses
a.m.u.et a.p.u., et l’ensemble des clauses de supports est remplacé par un ensemble de clauses
k-AC.

Les clausesk-AC : Pour chaque contrainte d’aritéa impliquant un ensembleS de variables,
une clausek-AC est ajoutée pour tout couple(I, L), oùI est une instanciation des variables
d’un sous-ensemble deS de taillek autorisée parRS etL est la liste des supports deI sur les
variables deS − S1. La clausek-AC associée à une instanciation code le fait que tant que
cette instanciation est possible, c’est-à-dire tant qu’une des variables n’a pas été affectée
à une autre valeur, l’instanciation d’au moins un des supports de cette instanciation doit
être possible sur les variables deS − S1. Par exemple, admettons que la relation associée
à une contrainte portant sur un ensembleS de variables autorise l’instanciation partielle
I = {(X1, v1), (X2, v2), . . . , (Xk, vk)}, et que cette instanciation possèdem supports sur
les variables deS−{X1,X2, . . . ,Xk}. Alors la clausek-AC ¬X1v1

∨¬X2v2
∨. . .∨¬Xkvk

∨

s1∨s2∨. . .∨sm est ajoutée.́Etant donné que dans ce codage, une instanciation coı̈ncide avec
une conjonction, l’instanciationI correspond à la conjonction(X1v1

∧X2v2
∧ . . .∧Xkvk

).
La clausek-AC est donc équivalente àI → (s1 ∨ s2 ∨ . . . ∨ sm). On voit donc que si
tous les supports sont falsifiés, alors la clausek-AC est réduite à une clause de longueurk
interdisant l’instanciationI.

Cependant, un supportsi pour une instanciationI des variables d’un sous-ensembleS1 ⊂ S
tel que|S| = a et |S1| = k n’est autre qu’une instanciation des variables deS − S1 compatible
avecI. Donc comme nous venons de le voir,si est équivalent à une conjonction de plusieurs
littéraux, excepté lorsquea − k = 1 ou a − k = 0. Dans le cas oùa − k = 1, si est une
conjonction réduite à un seul littéral. Dans le cas oùa − k = 0, si est réduit à la valeur de vérité
vrai ou faux. Les clausesk-AC ne sont donc pas des clauses à proprement parler. Pour conserver
la forme clausale, les auteurs ont introduit des variables additionnelles qu’ils appellent variables
de supports, pour chaque support équivalent à une conjonction d’au moins deux littéraux. Par
exemple, si le supportsi est l’instanciation{(X1, v1), (X2, v2), . . . , (Xp, vp)}, il faut rajouter la
formule si ↔ X1v1

∧ X2v2
∧ . . . ∧ Xpvp

, qui peut être écrite sous forme clausale par :(¬si ∨
X1v1

), (¬si ∨ X2v2
), . . . , (¬si ∨ Xpvp

) et si ∨ ¬X1v1
∨ ¬X2v2

∨ . . . ∨ ¬Xpvp
. Le tableau 3.1

montre les codagesk-AC possibles pour une contrainte d’arité 3 avec plusieursvaleurs dek.
SoientP un CSP etΣk−AC la formule CNF résultant du codagek-AC deP. Malgré l’ajout

des variables de support, les auteurs ont montré que la complexité de ce codage restait enO(mda),
quelque soit la valeur dek choisie, puisque lesnd2 clausesa.m.u.peuvent être négligées. De plus,
ils ont montré qu’effectuer la propagation unitaire surΣk−AC était équivalente à filtrerP par
k-consistance d’arc relationnelle. Il en découle donc que,moyennant des heuristiques de bran-
chement équivalentes, DP appliqué àΣk−AC est équivalent à un algorithme du style MAC qui
maintient lak-consistance d’arc relationnelle à chaque étape.

De plus, dans le cas de CSP binaires, les auteurs ont également montré qu’en rajoutant la
jointure de certaines contraintes avant d’appliquer le codagek-AC du CSP, l’application de la
propagation unitaire sur la formule obtenue est équivalente à un filtrage par(i, j)-consistance sur
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3.2 CSP→ SAT

RXY Z

X Y Z
a a b
a b b
b a a
b a b

=⇒Codage

Codage 0-AC Codage 3-AC
V → (s1 ∨ s2 ∨ s3 ∨ s4)∧ ((Xa ∧ Ya ∧ Za)→ F )∧
(Xa ∧ Ya ∧ Zb)↔ s1∧ ((Xa ∧ Yb ∧ Za)→ F )∧
(Xa ∧ Yb ∧ Za)↔ s2∧ ((Xb ∧ Yb ∧ Za)→ F )∧
(Xb ∧ Ya ∧ Za)↔ s3∧ ((Xb ∧ Yb ∧ Zb)→ F )
(Xb ∧ Ya ∧ Zb)↔ s4∧

Codage 2-AC Codage 1-AC
((Xa ∧ Ya)→ Zb)∧ (Xa → (s1 ∨ s2))∧
((Xa ∧ Yb)→ Zb)∧ (Xb → (s3 ∨ s1))∧
((Xb ∧ Ya)→ (Zb ∨ Za))∧ (Ya → (s4 ∨ s5 ∨ s6))∧
((Xb ∧ Yb)→ F )∧ (Yb → s4)∧
((Xa ∧ Za)→ F )∧ (Za → s7)∧
((Xa ∧ Zb)→ (Ya ∨ Yb))∧ (Zb → (s7 ∨ s8 ∨ s9))∧
((Xb ∧ Za)→ Ya)∧ ((Ya ∧ Zb)↔ s1)∧
((Xb ∧ Zb)→ Ya) ((Yb ∧ Zb)↔ s2)∧
((Ya ∧ Za)→ Xb) ((Ya ∧ Za)↔ s3)∧
((Ya ∧ Zb)→ (Xa ∨Wb))∧ ((Xa ∧ Zb)↔ s4)∧
((Yb ∧ Za)→ F )∧ ((Xb ∧ Za)↔ s5)∧
((Yb ∧ Zb)→ Xa) ((Xb ∧ Zb)↔ s6)∧

((Xb ∧ Ya)↔ s7)∧
((Xa ∧ Ya)↔ s8)∧
((Xa ∧ Yb)↔ s9)∧

TAB . 3.1 – Exemple de codagek-AC d’une contrainte ternaire impliquant les variablesX,Y etZ
pour 4 valeurs dek. (V = Vrai etF = Faux).

le CSP de départ. La complexité de la formule ainsi obtenueétant cette fois enO(ni+jdi+j) et
la propagation unitaire pouvant être effectuée en temps linéaire, on peut effectuer un filtrage par
(i, j)-consistance sur un CSP binaire en tempsO(ni+jdi+j) en passant par un codagek-AC. Cette
complexité est optimale pour un tel filtrage.

3.2.4 Le codage logarithmique

Ce codage pour CSP binaire fut tout d’abord introduit par Iwama et Miyazaki [Iwama et Miyazaki, 1994]
pour exprimer un problèmek-clique sous forme de problème SAT. Il fut repris par Walsh dans
[Walsh, 2000b] dans le cadre des CSP et par Gelder [Gelder, 2007] dans le cadre du problème de
coloration de graphe.

Dans ce codage, seulementn⌈log2(d)⌉
2 variables propositionnelles sont utilisées. Les valeurs

des domaines sont représentées sous la forme de bits, sachant quen⌈log2(d)⌉ représente le nombre
de bits nécessaires pour coder en base 2 un domaine de tailled. Ainsi, un domaineDXi

de tailled
donnera lieu aux variablesXi1 ,Xi2 , . . . ,Xi⌈log2(d)⌉

, où l’interprétationXij = vrai signifie que la
variable CSPXi est affectée à une valeur pour laquelle le bitj de son codage en base 2 vaut 1.

Les clausesa.m.u.et a.p.u.ne sont pas nécessaires. Seulement deux types de clauses sont
utilisées :les clauses de conflitset les clauses de valeurs prohibées.

2⌈log2(d)⌉ représente le premier nombre entier supérieur ou égal àlog2(d).
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Les clauses de conflits :Pour une contrainte binaireCXiXj
, une clause de conflit est ajoutée

pour tout couple de valeurs interdit par la relationRXiXj
. Ces clauses sont de longueur

2⌈log2(d)⌉. Si{(Xi, v), (Xj , w)} est interdit parRXiXj
, alors on rajoute la clause de conflit





⌈log2(d)⌉−1
∨

b=0

vb ⊕Xib



 ∨





⌈log2(d)⌉−1
∨

b=0

wb ⊕Xjb





où vb etwb sont lesbème bits des représentations binaires dev etw et⊕ est leou exclusif
logique. Intuitivement,vb ⊕ Xib correspond au littéralXib si le bit vb vaut 0 (vb estfaux),
ou¬Xib dans le cas contraire.
Par exemple, considérons deux variables CSPX1 etX2 ayant pour domaineDX1 = DX2 =
{0, 1, 2}, reliées par une contrainte imposantX1 ≤ X2. Il faut ⌈log2(3)⌉ = 2 bits pour coder
les domaines. La contrainte interdit 3 combinaisons :
– {(X1, 1), (X2, 0)} : ajout de la clause de conflit¬X10 ∨X11 ∨X20 ∨X21 ;
– {(X1, 2), (X2, 0)} : ajout de la clause de conflitX10 ∨ ¬X11 ∨X20 ∨X21 ;
– {(X1, 2), (X2, 1)} : ajout de la clause de conflitX10 ∨ ¬X11 ∨ ¬X20 ∨X21 .

Les clauses de valeurs prohib́ees : Dans le cas où la taille des domaines de CSP n’est pas
une puissance de deux, c’est-à-dire quelog2(d) n’est pas un entier, il faut exclure certaines
valeurs qui seraient hors domaine. Pour ce faire, on rajouteune clause de valeurs prohibées
pour chaque valeur excédante de chaque domaine. Cette clause est de longueur⌈log2(d)⌉.

Si une valeurv n’appartient pas à un domaineDXi
et s’écritv = Σ

⌈log2(d)⌉−1
b=0 2bvb, la clause

de valeurs prohibées rajoutée est :

¬





⌈log2(d)⌉−1
∧

b=0

¬(vb ⊕Xib)



 ≡





⌈log2(d)⌉−1
∨

b=0

vb ⊕Xib



 .

Dans notre exemple, la valeur 3 peut être codée avec 2 bits,mais elle est excédante. Il faut
donc rajouter deux clauses de valeurs prohibées :¬X10 ∨ ¬X11 et¬X20 ∨ ¬X21 .

SoientP un CSP etΣlog la formule CNF résultant du codage logarithmique deP. La com-
plexité de ce codage est enO(⌈log2(d)⌉md

2), bien que le nombre de variables propositionnelles
utilisées soit uniquement den⌈log2(d)⌉ au lieu dend dans les autres codages. Ce gain est malheu-
reusement compensé par la taille des clauses de conflits quirendent les solveurs SAT inefficaces
sur ce type de codage en comparaison avec les autres codages,bien que la taille totale des instances
soit plus petite.

Walsh [Walsh, 2000b] a montré que l’application d’un filtrage par consistance d’arc surP
était plus fort que l’application de la propagation unitaire surΣlog. Par conséquent, moyennant
des heuristiques de branchement équivalentes, FC appliqué àP est plus efficace3 que DP appliqué
àΣlog.

Ce codage a été amélioré par Gavanelli [Gavanelli, 2007] pour donner lieu au codagelog-
support. Dans ce codage, qui utilise les mêmen⌈log2(d)⌉ variables propositionnelles, on retrouve
la même idée que dans le codage des supports. Elle consisteà coder la liste des supports d’un
couple (variable, valeur) d’une variable sur la seconde variable dans un contrainte binaire. Cepen-
dant, les supports de l’affectation d’une variable CSP à une valeur dans ce codage sont représentés

3Visite moins de nœuds pendant la recherche.
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3.2 CSP→ SAT

par des conjonctions de littéraux de taille⌈log2(d)⌉. Une clause de support qui pourrait s’écrire
Xiv → Xjv1

∨Xjv2
∨ . . . ∨Xjvk

pour le codage des supports prendrait la forme :

(

∨

b

¬(vb ⊕Xib)

)

→

(

∨

b

¬(v1b
⊕Xjb

)

)

∨

(

∨

b

¬(v2b
⊕Xjb

)

)

∨ . . .∨

(

∨

b

¬(vkb
⊕Xjb

)

)

.

Exprimer cette formule sous forme clausale générerait unnombre exponentiel de clauses. C’est
pourquoi Gavanelli se restreint aux implications qui n’ontqu’un seul littéral en conclusion, et plus
précisément celles ayant un littéral associé à un bit de poids maximal ou minimal uniquement.

Sur l’exemple précédent, on remarque que l’affectation(X1, 2) n’admet que le support(X2, 2)
dans la contrainte. Il se trouve que le bit de poids fort estvrai pour 2. Cela permet d’écrire la
clause de support¬X10 ∧X11 → X21 . L’ajout de cette clause permet de supprimer deux clauses
de conflits du codage logarithmique. Ainsi, le codage log-support du CSP devient :

– clauses de valeurs prohibées :¬X10 ∨ ¬X11 et¬X20 ∨ ¬X21

– clauses de supports :X10 ∨ ¬X11 ∨X21

– clauses de conflits :¬X10 ∨X11 ∨X20 ∨X21

Ce procédé permet de remplacer plusieurs clauses de conflits de tailles2⌈log2(d)⌉ par des
clauses de taille⌈log2(d)⌉ + 1. Il peut être étendu aux autres bits (pas uniquement les plus signi-
ficatifs) et réduire encore la taille du codage. Ce codage est plus compétitif que le codage loga-
rithmique simple et requiert en pratique moins de mémoire pour coder les instances. Mais tous
les supports n’étant pas encodés, la propagation unitaire n’est toujours pas en mesure d’égaler le
filtrage par consistance d’arc.
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Conclusion

Le problème SAT, malgré sa nature très élémentaire, est un problème complexe à résoudre.
Étant le problème NP-complet de référence, les résultats théoriques, mais également pratiques,
obtenus quant à la résolution de ce problème permettent indubitablement une avancée dans la
résolution des nombreux problèmes qui s’y ramènent naturellement.

Nous avons constaté qu’un grand nombre de classes polynomiales de SAT existaient. Cepen-
dant la plupart des résultats obtenus sur ces classes polynomiales s’appuient très souvent sur une
restriction du langage. Cette perte d’expressivité est souvent trop contraignante pour permettre
une exploitation pratique effective de ces classes polynomiales. Les ensembles backdoor et strong
backdoor représentent a priori un moyen détourné de les exploiter en pratique. Reste qu’à l’heure
actuelle, le calcul de ces ensembles est trop coûteux pour ˆetre utilisé de manière générale.

Dans le chapitre 4 de ce manuscrit, nous proposons une méthode de recherche locale qui, étant
certaines classes polynomiales, calcule des ensembles strong backdoor de taille minimale. Cette
méthode est capable de traiter des instances contenant plusieurs milliers de variables et de clauses.
Nous proposons ensuite une méthode complète de résolution du problème SAT exploitant les en-
sembles strong backdoor calculés.

Parfois, lorsque la taille des instances est trop importante et qu’elle n’appartient à aucune
classe polynomiale, il n’est d’autre choix que d’utiliser une méthode de recherche locale. Nous
avons présenté brièvement le principe des méthodes de résolution du problème SAT, complètes
comme incomplètes, qui ont été suggérées et implémentées par le passé, chacune ayant ses avan-
tages et ses inconvénients.

Nous présentons dans le chapitre 5 notre contribution aux méthodes de recherche incomplètes
pour SAT. Nous proposons une méthode de recherche locale qui est inspirée des méthodes complètes
et qui a la particularité de n’explorer que des interprétations partielles consistantes.

Le formalisme des CSP, bien que plus expressif à la base, estfortement lié au formalisme SAT.
Nous avons vu que les problèmes exprimés sous forme de CSP pouvaient être codés de plusieurs
manières en instances SAT et vice-versa, et que certaines propriétés peuvent être conservées. En
particulier, nous avons pu constater que pour certains codages il y a une correspondance entre la
propagation unitaire dans une instance SAT et un un filtrage par consistance locale dans le CSP
correspondant.

Concernant les filtrages par consistances partielles, nousavons constaté que la tendance ac-
tuelle consiste à chercher le meilleur compromis entre effort de calcul (complexité de l’algorithme
de filtrage associé à la consistance locale choisie) et pouvoir filtrant (de l’algorithme de filtrage as-
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CONCLUSION

socié à la consistance locale choisie). On imagine de plusen plus de solveurs intégrant un filtrage
par consistance locale assez forte en guise de pré-traitement, puis un filtrage plus faible lors de la
recherche, mais généralement au moins aussi fort que le filtrage par consistance d’arc. Cependant
la question du meilleur compromis reste un problème ouvertqui semble à première vue dépendre
du type d’instance à résoudre.

Dans le chapitre 6, nous proposons un formalisme propositionnel qui est une généralisation de
la forme CNF dans lequel il est possible d’exprimer n’importe quel CSP défini en extension. Nous
mettons en évidence quelques règles d’inférences, dontcertaines se trouvent être équivalentes à
des consistances locales des CSP. De plus, dans le formalisme CSP, une grande partie des méthodes
de filtrage ou de résolution ont été conçues pour des CSP binaires, et lorsque nous voulons traiter
des CSP n-aires, nous devons faire face à des problèmes de représentations et certaines méthodes
deviennent inutilisables. Dans le formalisme que nous proposons, les règles d’inférence et de
résolution ne sont pas dépendantes de l’arité des contraintes du CSP codé.
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Deuxième partie

Ensembles strong backdoor et voisinage
consistant pour la résolution du

probl ème SAT
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Chapitre 4

Calcul et exploitation des ensembles
strong backdoor
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4.1 Introduction

4.1 Introduction

La résolution du problème SAT a connu un essor particulierces dernières années, s’accompa-
gnant d’un certains nombre de solveurs efficaces capables detraiter des instances de grande taille.
Un des facteurs important justifiant l’efficacité des solveurs SAT concerne l’exploitation de la
structure des problèmes. Sur plusieurs instances, particulièrement sur celles codant des problèmes
réels, l’efficacité d’un solveur SAT est fortement liée `a sa capacité à exploiter la structure cachée
de ces instances.

Récemment, une forme de structure intéressante, appelée ensembles (strong) backdoor, a été
proposée dans [Williams et al., 2003b]. Calculer un tel ensemble est un sujet de recherche très
étudié, à cause de sa connexion avec la complexité du problème [Kilby et al., 2005]. Nous rap-
pelons qu’un ensemble de variables forme un ensemble backdoor pour une formule donnée si
il existe une interprétation de ces variables telle que la formule simplifiée peut être satisfaite en
temps polynomial. Un tel ensemble est appelé ensemble strong backdoor si toute affectation de
ces variables mène à une sous-formule de classe polynomiale.

L’intérêt de calculer un ensemble strong backdoor est tr`es simple à appréhender lorsque l’on
connaı̂t le fonctionnement des algorithmes énumératifscomplets qui résolvent le problème SAT.
Pour une instance SAT contenantn variables, n’importe quel solveur complet de type DPLL a une
complexité théorique en temps deO(2n). Si on connaı̂t un ensemble strong backdoorB pour cette
instance, on peut réduire cette complexité àO(2|B|p(n)), oùp(n) est la complexité (polynomiale)
de résolution d’instances de la classe polynomiale considérée. En effet, il suffit de n’énumérer
que sur les variables de l’ensemble strong backdoor car le test de satisfaisabilité de toutes les
formules simplifiées par n’importe quelle interprétation des variables deB peut être réalisé en
temps polynomial.

Cependant, nous rappelons que calculer le plus petit ensemble strong backdoor est un problème
NP-difficile [Nishimura et al., 2004]. En pratique, approximer (en temps polynomial) un ensemble
strong backdoor de taille« raisonnable» est donc un challenge intéressant et important. Plusieurs
travaux précédents ont abordé cette question. L’approche proposée dans [Grégoire et al., 2005]
essaie tout d’abord d’identifier un ensemble de portes logiques (fonctions booléennes) à partir
d’une CNF donnée. Puis, elle applique des heuristiques pour déterminer un ensemble coupe-cycle
pour le graphe représentant la formule hybride. On obtientun ensemble strong backdoor com-
posé à la fois de l’ensemble des variables indépendanteset de celles de l’ensemble coupe-cycle.
Cependant, sur certaines instances où aucune porte logique n’est identifiée, l’ensemble strong ba-
ckdoor coı̈ncide avec l’ensemble des variables du problème. D’autres approches ont été proposées
qui utilisent différentes techniques, telles que les algorithmes de recherche systématique adaptée
[Williams et al., 2003a, Kilby et al., 2005]), mais la forte combinatoire de ces méthodes ne leur
permet pas d’être utilisé de manière générale.

Dans ce chapitre, nous proposons une approche polynomiale capable de fournir un ensemble
strongF-backdoor, de taille raisonnable pour des instances de grandes tailles, et ce pour plusieurs
classes polynomialesF . À cet effet, l’approche que nous avons conçu commence par considérer
une formule CNF donnée comme la conjonction de deux sous-formules différentes, où la première
appartient à une classe polynomiale et la seconde est composée du reste des clauses. Nous mon-
trons qu’un ensemble strong backdoor peut être obtenue à partir des variables de la seconde sous-
formule. Cependant, un tel ensemble strong backdoor peut être très grand dans certains cas (la
plupart des variables de la seconde sous-formule apparaissent dans la première). Pour pallier ce
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CHAPITRE 4 : CALCUL ET EXPLOITATION DES ENSEMBLES STRONG BACKDOOR

phénomène, notre approche tente de réduire le nombre de variables communes à ces deux sous-
formules.

Nous nous intéressons dans un premier temps à deux classespolynomiales particulières que
sont les clauses de Horn et les clauses ordonnées, ainsi queleurs extensions respectives : les clauses
Horn-renommables et clauses ordonné-renommables.

Pour réduire la taille de l’ensemble strong backdoor, nousdécomposons notre approche en
deux étapes :

1. trouver un renommage des variables qui maximise (resp. minimise) la taille de la partie
(resp. non) Horn/ordonnée de la formule en terme de nombre de clauses.

2. calculer, à partir de la sous-formule non polynomiale r´eduite (obtenue en 1.) un ensemble
strong backdoor dont la taille est la plus petite possible.

Malheureusement, ces deux problèmes s’avèrent NP-difficiles (trouver le meilleur renom-
mage et calculer le plus petit ensemble strong backdoor). Enfait, calculer la sous-formule Horn-
renommable maximale pour une CNF donnée est équivalent auproblème MAX2SAT [Hirsch, 2000,
Papadimitriou, 1994])i.e. pour un ensemble de clauses binaires donné, trouver un mod`ele qui sa-
tisfait le plus grand nombre de clauses. Le problème de décision du second problème est défini
dans [Nishimura et al., 2004] par Nishimuraet al.et il y est démontré qu’il est NP-complet. Tout
d’abord, il appartient à la classe NP car l’auteur montre que l’on peut vérifier en temps polyno-
mial qu’un ensembleB est un strong backdoor. Ensuite, la NP-complétude y est démontrée en
utilisant une réduction polynomiale du problème Vertex-Cover au problème du calcul d’un en-
semble strong backdoor. Par conséquent, trouver un ensemble strong backdoor de taille minimale
est aussi NP-difficile.

Pour contourner la difficulté de ces deux problèmes, notreapproche utilise une méthode de
recherche locale pour approximer le renommage qui maximisera la sous-formule polynomiale
(première étape). Puis nous décrivons une approche heuristique efficace pour calculer un ensemble
strong backdoor (seconde étape). Cette méthode heuristique ne prend en compte, pour le calcul
de l’ensemble strong backdoor, que les variables apparaissant dans les clauses de la partie non
polynomiale de la formule renommée.

Nous montrons par la suite pourquoi ce procédé n’a aucune chance d’être exploité efficacement
pour la classe polynomiale des formules bien imbriquées.

Ces travaux ont donné lieux aux publications suivantes : [Paris, 2006], [Paris et al., 2006b],
[Paris et al., 2007b], [Paris et al., 2006c] et [Paris et al.,2007c].

4.2 Calcul d’ensembles strong Horn-backdoor

4.2.1 Rappel des d́efinitions préliminaires et notations

Nous rappelons ici la définition des ensembles strongF-backdoor et donnons les notations qui
seront utilisées dans ce chapitre.

Définition 47 (Ensemble strongF-backdoor)
SoientΣ une formule CNF,B un sous-ensemble deV(Σ) etF une classe polynomiale de SAT.
On dit queB est un ensemblestrong F-backdoor si et seulement si pour toute interprétationIB
des variables deB, ΣIB

∈ F .
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Notations Nous rappelons que l’ensemble des littéraux d’une formuleΣ est notéL(Σ) et que
l’ensemble de ces variables est notéV(Σ). Nous notonsL−(Σ) l’ensemble des littéraux négatifs
présents dans la formuleΣ etL+(Σ) l’ensemble des littéraux positifs.

4.2.2 Calcul d’ensembles strong Horn-backdoor

Dans cette section, nous décrivons comment calculer un ensemble strong Horn-backdoor à
partir d’une formule CNFΣ.

Commençons par donner un exemple simple d’ensembleStrong Horn-backdoorsur une for-
mule de petite taille.

Exemple 10 Consid́erons l’ensemble de clauses{a ∨ b ∨ ¬c, a ∨ c ∨ ¬d, a ∨ e ∨ f ∨ ¬g} et
l’ensembleB={a, e}. Pour toute interpŕetation des variables deB, l’ensemble de clauses devient
vide, ou se transforme en un ensemble de clauses de Horn. L’ensembleB est donc un ensemble
strong Horn-backdoor pour cet ensemble de clauses.

SoitΣ une formule CNF. Nous montrons qu’un ensemble strong Horn-backdoor est forcément
composé de variables apparaissant positivement dans la partie non Horn deΣ.

Proposition 5 SoitΣ = φ ∧ ψ une formule CNF telle queφ (resp.ψ) soit (resp. ne soit pas) une
formule de Horn etB ⊂ L+(ψ). B est un ensemble strong Horn-backdoor deΣ si et seulement si
∀c ∈ Σ, |L+(c)\B| ≤ 1.

Preuve CommeB est un ensemble strong Horn-backdoor, pour toute interprétation I de B,
I(Σ) est de Horn. Supposons que∃c ∈ ψ telle que|L+(c)\B| > 1. Alors, il existe au moins
deux litt́eraux positifs dansc qui n’appartiennent pas̀aB. On peut construire une interprétation
I deB telle queI(c) contienne au moins deux littéraux positifs non affectés. Il ne reste plus
qu’à interpŕeter les autres litt́eraux deB apparaissant dansL+(c) à faux dansI (et les autres
litt éraux deB à une valeur quelconque), ainsi on en déduit qu’il existe une interprétationI telle
queI(Σ) contienne une clause qui n’est pas de Horn, ce qui contredit l’hypoth̀ese.

Pour la réciproque,étant donńe que pour chaque clausec ∈ ψ, |L+(c)\B| ≤ 1, au plus un
litt éral positif non affect́e dec n’appartient pasà B. Le reste des litt́eraux positifs dec est dans
B. Par conśequent, pour toute interprétationI deB, c est soit satisfaite parI, soit elle contient
au plus un litt́eral positif i.e.I(c) est une clause de Horn.I(ψ) est donc une formule de Horn. En
conśequence,B est un ensemble strong Horn-backdoor.

Le problème qui consiste à trouver le plus petit ensemble strong Horn-backdoor revient donc
à trouver un ensemble de variables apparaissant positivement telles qu’une fois retirées de la sous-
formule non polynomiale, elle devient une formule de Horn.

Pour calculer un ensemble strong Horn-backdoor, nous ne considérons donc que la sous-
formule non Horn deΣ. La méthode que nous proposons pour accomplir cette tâcheest décrite
comme suit :

Tout d’abords, nous considérons une formuleΣ′ telle que∀c′ ∈ Σ′, ∃c ∈ Σ, avecc′ ⊆ c et
∀l ∈ c′, l est un littéral positifi.e. Σ′ est la formule monotone composée de la partie positive non
Horn deΣ.

Nous transformons ensuite chaque clause de la formuleΣ′ en une formule de cardinalité où
chaque formule de cardinalité obtenue à partir d’une clausec′ de taillek est dotée de sémantique
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« au moinsk − 1 litt éraux sont vrais parmi l’ensemble des littéraux dec′ ». Pour conserver la
forme clausale, chacune de ces formules est remplacée par un ensemble de clauses binaires.

La formule ainsi obtenue est une formule monotone 2-SAT. Trouver un ensemble strong Horn-
backdoor de taille minimale deΣ se ramène au problème de trouver le modèle de taille minimale
de formules monotones 2-SAT, connu pour être NP-difficile.L’exemple 11 illustre cette méthode
sur la formule de l’exemple 10.

Exemple 11 Consid́eronsà nouveau l’ensemble de clauses de l’exemple 10 :Σ ={a∨ b∨¬c, a∨
c ∨ ¬d, a ∨ e ∨ f ∨ ¬g}.

La formuleΣ′ telle qu’elle vient d’̂etre d́efinie vaut :Σ′ ={a ∨ b, a ∨ c , a ∨ e ∨ f}.
Lors du passage aux formules de cardinalité expriḿe par des clauses binaires, seule la dernière

clause a besoin d’être remplaćee par 3 clauses binaires, ce qui nous donne la formule monotone
2-SAT suivante :{a ∨ b, a ∨ c, a ∨ e, a ∨ f, e ∨ f}.
{a,e} représente une interprétation minimale qui satisfait toutes les clauses. Il représente un

strong Horn-backdoor.

Évidemment, une telle méthode souffre des même maux que les méthodes proposées par le
passé par Nishimuraet al. [Nishimura et al., 2004] ou Kilbyet al. [Kilby et al., 2005] et n’est pas
utilisable en pratique du fait de sa forte combinatoire.

Pour circonscrire cette explosion combinatoire, nous proposons un algorithme glouton pour
calculer un sous-ensemble de variables (littéraux positifs) de taille raisonnable. Cet algorithme
consiste à choisir la variable qui apparaı̂t le plus dans lasous-formule et d’en retirer toutes ses
occurrences positives jusqu’à ce que la sous-formule devienne de Horn.

L’algorithme 7 montre comment calculer un ensemble strong Horn-backdoor en utilisant cette
méthode gloutonne.

Algorithme 7 Strong Horn-Backdoor
Fonction Strong backdoor
Entr ée : Σ : une formule CNF
Sortie : B : Un ensemble strong Horn-backdoor

1: init B = ∅
2: ψ = {c|c ∈ Σ, |L+(c)| > 1}
3: r épéter
4: choisir un littéral positifl deL+(ψ)
5: ψ = {c\{l}|c ∈ ψ, l ∈ L+(c)} ∪ {c|c ∈ Σ, l /∈ L+(c)}
6: B = B ∪ {v} {v est la variable associée au littérall}
7: jusqu’ à ce queψ soit de Horn
8: retourner B

4.2.3 Ensembles strong Horn-backdoor et hiérarchie de Gallo et Scutell̀a

Nous rappelons tout d’abords la définition de la hiérarchie de Gallo et Scutellà [Gallo et Scutellá, 1988] :

Définition 37 (La hiérarchie de Gallo-Scutell̀a)
– Γ0 = Horn-SAT ;
– Σ ∈ Γk si et seulement si il existe un littéral p tel queΣp ∈ Γk−1 etΣ∼p ∈ Γk.
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Avec cette définition, une formuleΣ appartenant à la classeΓk peut être caractérisée de la
façon suivante : il existe un ensemble dek variables deΣ tel qu’il existe une interprétationIk des
ces variables telle queΣIk

est une formule de Horn. Cette définition ressemble à de la définition
d’un ensemble Horn-backdoor, excepté qu’elle n’impose pas queΣ soit satisfaisable.

Elle se différencie également de la définition d’un ensemble strong Horn-backdoor par le fait
que pour un ensemble strong Horn-backdoor, toute interprétation des variables mène à une formule
de Horn. La définition des ensembles strong backdoor est donc plus forte en un sens, ce qui nous
permet d’avancer que si notre méthode de calcul d’ensembles strong Horn-backdoor retourne un
ensemble de taillek, alors nous pouvons affirmer que la formuleΣ appartient dans le pire des cas
dans la classeΓk.

Ceci nous permettrait d’utiliser l’algorithme proposé par Gallo et Scutellà de complexité
O(|Σ|nk) pour la résolution, ce qui serait mieux que la complexité des solveurs classiques en
O(2n). Cependant, comme il a été dit, en limitant l’énumération des solveurs sur lesk variables
de l’ensemble strong backdoor il est possible d’atteindre une complexité enO(2kp(n)) qui est
encore meilleure.

4.2.4 Exṕerimentations
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FIG. 4.1 – Tailles des ensembles strong Horn-backdoor pour des instances 3-SAT aléatoires

Les premières expérimentations ont été effectuées sur plusieurs classes d’instances 3-SAT
générées aléatoirement. Chaque classe est définie parle nombre de variables présentes dans les
problèmes. Ce nombre varie de 100 à 400 variables par pas de100. Pour chaque classe, nous
avons fait varier le rapportnbCla

nbV ar (la densité du problème) de 0.25 jusque 9. Pour chacun de ces
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ratio, nous avons générés 50 instances et calculé la moyenne du nombre de variables apparaissant
dans l’ensemble strong Horn-backdoor.

Les courbes de la figure 4.1 montrent le pourcentage de variables contenu dans les ensembles
strong Horn-backdoor pour chacune des classes décrites enfonction de la variation de la densité
du problème. Nous constatons que quelle que soit la taille de l’instance, la proportion de la taille
des ensembles strong backdoor est la même pour une densitédonnée.

Problèmes ŕeels et industriels

Instance nbV ar nbCla |SB| NB NH
9symmlgr rcs w5 1295 24309 791 6085
9symmlgr rcs w6 1554 29119 1010 7645
alu2 gr rcs w7 3570 73478 2425 17715
alu2 gr rcs w8 4080 83902 2842 22301
apex7gr rcs w5 1500 11695 831 3192
balancedhidden-k3-n918-pos5-neg5-01-as.sat03-910918 3046 601 1518
balancedhidden-k3-n918-pos5-neg5-02-as.sat03-911918 3049 594 1509
bf0432-007 1040 3668 540 920
bf1355-075 2180 6778 1137 1885
bf1355-638 2177 6768 1135 1873
bf2670-001 1393 3434 588 964
c499 gr rcs w5 1560 15777 934 4190
c880 gr rcs w5 3280 44291 1985 11334
c880 gr rcs w6 3936 53018 2509 13981
c880 gr rcs w7 4592 61745 3023 15598
ca032 558 1606 305 613
ca064 1132 3264 599 1263
ca128 2282 6586 1217 2571
clus-1200-4800-20-20-003-as.sat03-1087 1200 4800 738 2386
clus-1200-4919-10-10-001-as.sat03-1090 1200 4919 736 2432
clus-1200-4919-10-10-003-as.sat03-1092 1200 4919 737 2461
cnt07 1786 5856 1123 2570
cnt08 4089 13531 2590 5943
dp03s03 637 1468 218 478
dp03u02 478 1007 156 340
dp04s04 1271 3152 461 1090
dp04u03 1017 2411 363 826
dp05s05 1885 4818 710 1641
dp05u04 1571 3902 568 1336
dp06s06 2752 7202 1035 2436
dp06u05 2359 6053 890 2087
dp07s07 3649 9642 1416 3240
dp07u06 3193 8308 1232 2906
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Instance nbV ar nbCla |SB| NB NH
dp08s08 5374 14508 2098 4908
dp09s09 6661 18160 2636 6136
dp10s10 8372 23004 3261 7769
dp11s11 10033 27728 3979 9342
dp12s12 12065 33520 4779 11359
example2gr rcs w5 2220 23144 1256 6068
ezfact2561 49153 324873 32927 211014
f2clk 50 34678 101319 13161 32392
fifo8 100 64762 176313 25046 54994
glassyb-v648-s1381725490 648 3024 431 1519
hanoi4 718 4934 400 1860
hanoi5 1931 14468 1063 5364
hanoi6fast 7086 78492 3022 24187
hanoi6on 7080 78066 3047 23822
hgen2-v700-s504028057 700 2450 461 1239
hidden-k3-s2-r4-n700-03-S1945356584-as.sat03-1047700 2800 430 1395
ip38 49967 162142 20702 52611
ip50 66131 214786 27257 70293
k2fix gr 2pinvar w9 5028 307674 4607 294543
okgen-c1300-v650-s1167163901-1167163901 650 1300 312 666
okgen-c1400-v700-s211648331-211648331 700 1400 329 647
okgen-c1750-v500-s748188212-748188212 500 1750 295 904
okgen-c2100-v600-s1967026721-1967026721 600 2100 358 1112
okgen-c2100-v600-s536911537-536911537 600 2100 349 1019
rand net40-25-1 2000 5921 996 2024
rand net40-25-10 2000 5921 972 2002
rand net40-25-5 2000 5921 1002 2020
rand net40-30-1 2400 7121 1184 2398
rand net40-30-10 2400 7121 1186 2372
rand net40-30-5 2400 7121 1167 2379
rand net40-40-10 3200 9521 1562 3221
rand net40-40-5 3200 9521 1572 3241
rand net40-60-10 4800 14321 2364 4832
rand net50-25-1 2500 7401 1247 2462
rand net50-25-10 2500 7401 1241 2541
rand net50-25-5 2500 7401 1238 2506
rand net50-30-1 3000 8901 1497 3019
rand net50-30-5 3000 8901 1496 3071
rand net50-40-5 4000 11901 1973 3981
rand net50-60-1 6000 17901 2971 5984
rand net50-60-5 6000 17901 2982 6045
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Instance nbV ar nbCla |SB| NB NH
rand net60-25-1 3000 8881 1482 2972
rand net60-25-10 3000 8881 1480 3039
rand net60-30-1 3600 10681 1830 3614
rand net60-30-10 3600 10681 1762 3586
rand net60-30-5 3600 10681 1798 3622
rand net60-40-1 4800 14281 2408 4842
rand net60-40-5 4800 14281 2372 4788
rand net60-60-1 7200 21481 3530 7185
rand net70-25-1 3500 10361 1762 3565
rand net70-25-5 3500 10361 1753 3510
rand net70-30-1 4200 12461 2095 4189
rand net70-30-5 4200 12461 2073 4198
rand net70-40-1 5600 16661 2767 5651
rand net70-40-5 5600 16661 2767 5535
rand net70-60-1 8400 25061 4158 8293
rand net70-60-10 8400 25061 4145 8415
sha1 61377 255417 31494 121599
too large gr rcs w5 2595 36129 1635 8097
too large gr rcs w6 3114 43251 2032 11500
too large gr rcs w7 3633 50373 2452 12649
too large gr rcs w8 4152 57495 2877 15024
too large gr rcs w9 4671 64617 3310 16541
unif-c1000-v500-s1356655268 500 1000 248 522
unif-c1300-v650-s425854131 650 1300 307 638
unif-c1400-v700-s1822569467 700 1400 332 692
unif-c2450-v700-s1373176568 700 2450 429 1261
unif-c2450-v700-s1465124739 700 2450 410 1227
unif-c2600-v650-s2035184328 650 2600 394 1327
unif-r3-v700-c2100-02-S1776031682-as.sat03-1106 700 2100 377 1030
unif-r4-v700-c2800-03-S869054807-as.sat03-1152 700 2800 433 1417
vda gr rcs w7 5054 102047 3507 25078
vda gr rcs w8 5776 116522 4069 29453
vda gr rcs w9 6498 130997 4695 33705
w10 45 16931 51803 6908 16633
w10 60 26611 83538 10843 26909
w10 70 32745 103556 13305 33736
w10 75 36291 115273 14850 37421

TAB . 4.1 – Strong backdoor sur les instances industrielles

Nous avons ensuite calculé des ensembles strong Horn-backdoor pour un certain nombre d’ins-
tances réelles et industrielles issues des précédentescompétitions SAT. Le tableau 4.1 récapitule
les résultats obtenus. Pour chaque instance, les colonnesnbV ar et nbCla donnent le nombre de
variables et de clauses de l’instance, la colonne|SB| donne la taille de l’ensemble strong Horn-
backdoor et la colonneNB NH le nombre de clauses non Horn de l’instance.
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4.3 Calcul d’ensembles strongHorn-renommable-backdoor

Il arrive très fréquemment que l’ensemble des variables apparaissant dans la partie non Horn
d’une instance SAT coı̈ncide avec l’ensemble des variablesde l’instance. Ceci a pour conséquence
que la taille des ensembles strong Horn-backdoor calculésà partir de cet ensemble, est importante.

L’idée que nous avons mis en œuvre pour réduire la taille deces ensembles consiste à effectuer
un pré-traitement sur la formule de départ avant de lancerle calcul effectif de l’ensemble strong
Horn-backdoor. Ce pré-traitement consiste à tenter de renommer la formule de départ pour essayer
de se rapprocher au maximum d’une formule de Horn, puis de lancer le calcul de l’ensemble
strong Horn-backdoor sur la formule renommée. L’ensemblestrong Horn-backdoor de la formule
renommée constitue un ensemble strongHorn-renommable-backdoor de la formule de départ.

Cependant, comme il a été dit, calculer le meilleur Horn-renommage est un problème NP-
difficile, nous allons donc calculer un Horn renommage maximal de manière approchée.

4.3.1 Approximation du meilleur Horn-renommage

Notre méthode pour approximer le meilleur Horn-renommageest basée sur l’exploitation de
l’algorithme bien connuWalkSat(voir algorithme 6 section 1.5.2). Cet algorithme permet detrou-
ver une interprétation satisfaisant un maximum de clausespour une CNF donnée. Il commence
par générer aléatoirement une interprétation complète, puis à chaque étape une variable est choisie
et sa valeur de vérité est inversée (la variable est« flippée»). Différentes stratégies ont été pro-
posées pour choisir cette variable (e.g. Random Walk Strategy[Selman et Kautz, 1993]). Plusieurs
améliorations ont été proposées. Toutes ces stratégies essaient de choisir la« meilleure» va-
riable, c’est-à-dire celle dont le fait de changer sa valeur de vérité fera décroı̂tre au maximum le
nombre de clauses falsifiées du problème. Cette étape estrépétée jusqu’à ce que (i) un nombre
maximum (fixé à l’avance) de flips (MAX FLIPS) est atteint ou (ii) un modèle est trouvéi.e. la
formule est satisfaisable. Dans le premier cas, le processus est répété avec une autre interprétation
générée aléatoirement jusqu’à ce qu’un nombre maximum de tentatives (fixé à l’avance) est atteint
(MAX TRIES). Si aucun modèle n’est trouvé, l’algorithme répond qu’il est incapable de statuer sur
la satisfaisabilité de l’instance et fournit la meilleur interprétation qu’il ait trouvé.

Nous allons détailler quelque peu les spécificités de l’algorithme Walksat afin de faire le lien
entre le problème SAT qu’il traite et le problème qui nous intéresse, à savoir le calcul du meilleur
Horn renommage.

Fonction objectif de Walksat : min-conflict

La fonction objectif de WalkSat est basée sur deux compteurs qu’il maintient à jour en perma-
nence : le compteur deBreakqui comptabilise pour chaque variablex le nombre de clauses deΣ
qui sont satisfaites par une interprétationI et qui deviennent falsifiées si on change la valeur de
vérité dex dansI, et le compteur deMakequi comptabilise pour chaque variablex le nombre de
clauses deΣ qui sont falsifiées par une interprétationI et qui deviennent satisfaites si on change
la valeur de vérité dex dansI. Leur définition formelle est la suivante :

Définition 63 (BreakCount et MakeCount)
SoientΣ une formule CNF,x ∈ V(Σ), I une interprétation etI ′ l’interprétation obtenue à partir
de I en inversant la valeur de vérité dex. On définit breakCount(x, I) = |{c ∈ Σ|I[c] =
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vrai, I ′[c] = faux}| etmakeCount(x, I) = |{c ∈ Σ|I[c] = faux, I ′[c] = vrai}|. On définit
score(x, I) = makeCount(x, I)− breakCount(x, I) comme le score dex pourI

À chaque étape, Walksat choisit la variable à flipper dans une clause falsifiée. Il s’agit de celle
qui possède le meilleurscore ou n’importe laquelle choisie au hasard en fonction d’une certaine
probabilité. Après que la variable ait été flippée, lescompteursMakeCount etBreakCount sont
mis à jour.

Considérer un renommage comme une interpŕetation

La définition d’un renommage d’un ensemble de variables comme elle a été énoncée1, per-
met de l’identifier à une interprétation de ce même ensemble de variables. On peut donc voir un
renommage ainsi :

Définition 64 (Renommage bis)
À la manière des interprétations, on peut définir un renommageρ d’un ensemble de variables
V comme une application deV dans{vrai, faux} ou bien de l’ensemble les littéraux issus de
V dans ce même ensemble comme dans la définition initiale. Soit l le littéral positif issu d’une
variablev ∈ V , alorsρ(l) = ¬l si ρ[v] = vrai et ρ(l) = l si ρ[v] = faux. Par convention, les
variables qui sont renommées (c’est-à-dire dont la polarité est inversée) par un renommage sont
les variablesv qui ont la valeurvrai dansρ (ρ[v] = vrai).

Par extension, nous pouvons redéfinir de même les formulesrenommées :

Définition 65 (Formule renommée)
SoientΣ une formule CNF,ρ un renommage deV(Σ). On définit la formule renomméeρΣ(Σ)
comme la formule obtenue en substituant, pour toutes les variablesx telles queρ[x] = vrai, toutes
les occurrences dex (resp.¬x) par¬x (resp.x). x est alors renommée dansΣ. QuandρΣ(Σ) est
une formule de Horn,ρ est appelé unHorn-renommagedeΣ.

Notre méthode s’appuie sur le concept de littérauxrenomḿe-positifset renomḿe-ńegatifssui-
vant :

Définition 66 (Litt éraux renommé-positifs et renomḿe-négatifs)
On dit qu’un littérall est positif dansc pourρ si l ∈ c et¬l ∈ ρ, ou bien si¬l ∈ c et l ∈ ρ. On
note ceciestPos(l, c, ρ). Ce même littéral est renommé-négatif dansc pourρ si l ∈ c et l ∈ ρ, ou
bien¬l ∈ c et¬l ∈ ρ. On note ceciestNeg(l, c, ρ).

1Rappel :

Définition 34 (Renommages)
On appellerenommage d’un ensemble de litt́eraux SL, une applicationρ telle que :

ρ : SL −→ SL ;

l 7−→ ρ(l) =

8

>

<

>

:

¬l

ou

l

et ∀ l ∈ SL : ρ(¬l) = ¬ρ(l).

Par extension, nous définissons unrenommageρc d’une clausec comme l’application deρ à tous les littéraux de cette
clause :ρc(c) =

W

l∈c

ρ(l).

De même, unrenommageρΣ d’un ensemble de clausesΣ se définit comme :ρΣ(Σ) =
V

c∈Σ

ρc(c).
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On note le nombre de littéraux renommé-positifs (resp. renommé-négatif) dansc pour ρ par
nbPos(c, ρ) (resp.nbNeg(c, ρ)).

On notenbPosTot(Σ, ρ) le nombre total de littéraux renommé-positifs présentsdans la partie
non Horn deΣ pour le renommageρ.

Ce qui permet de définir la notion deHorn-renommabilit́e :

Définition 67 (Clause Horn-renomḿee)
SoientΣ une formule CNF etρ un renommage. Une clausec ∈ Σ est diteHorn-renomḿeeparρ
(notéeh ren(c, ρ)) si nbPos(c, ρ) ≤ 1 i.e. c contient au plus un littéral positif pourρ ; sinon elle
est diteHorn-falsifiéeparρ (notéeh fal(c, ρ)).

On notenbHorn(Σ, ρ) le nombre de clauses deΣ Horn-renommées parρ.

L’exemple 12 illustre ces définitions.

Exemple 12 (Illustration des notations) Consid́erons la formule CNF

Σ = {c1 = (¬a ∨ b ∨ c), c2 = (a ∨ b), c3 = (a ∨ c), c4 = (¬b ∨ ¬c)}

et le renommageρ telle que :

ρ[a] = vrai, ρ[b] = vrai et ρ[c] = vrai

qui sera not́e par la suiteρ = {a, b, c}.
La formule renomḿee assocíeeà ce renommage est :

ρΣ(Σ) = {ρΣ(c1) = (a∨¬b∨¬c), ρΣ(c2) = (¬a∨¬b), ρΣ(c3) = (¬a∨¬c), ρΣ(c4) = (b∨c)}

Les diff́erents compteurs valent :
nbPos(c1, ρ) = 1, nbPos(c2, ρ) = 0, nbPos(c3, ρ) = 0, nbPos(c4, ρ) = 2
nbHorn(Σ, ρ) = 3

L’adaptation de l’algorithme WalkSat au calcul du meilleurHorn-renommage se fait en sub-
stituant une interprétation pour le problème SAT par un renommage et en substituant la notion de
clause satisfaite par clause Horn-renommée. Nous obtenons ainsi l’algorithme WalkHorn décrit
par l’algorithme 8.

Il est à noter que les conditions d’arrêt de notre algorithme sont légèrement différentes de
celles de l’algorithme original WalkSat.WalkHorntermine dans trois cas différents :

1. le nombre maximum de tentatives (MAX TRIES) est atteint. Dans ce cas, le meilleur renom-
mage trouvé est retourné (ligne 26) ou,

2. un Horn-renommage est trouvé (ligne 6). La formuleΣ est Horn-renommable ou,

3. un renommageρ tel que pour toute clausec deΣ, nbNeg(c, ρ) > 0, ou tel que pour toute
clausec deΣ, nbPos(c, ρ) > 0. En conséquence, toutes les clauses deρΣ(Σ) contiennent
au moins un littéral renommé-positif, ou toutes les clauses deρΣ(Σ) contiennent au moins
un littéral renommé-négatif (ligne 9).
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Algorithme 8 Algorithme WalkHorn
Fonction WalkHorn
Entr ée : Une formule CNFΣ et deux entiersMAX FLIPSetMAX TRIES
Sortie : Un renommagedeΣ

1: Initialiser ρmax avec toutes les variables deΣ à vrai
2: pour i = 1 àMAX TRIESfaire
3: ρ = renommage généré aléatoirement
4: pour j = 1 àMAX FLIPSfaire
5: si nbHorn(Σ, ρ) = nbCla(Σ) alors
6: retourner ρ {Σ est Horn renommable}
7: fin si
8: si (∀c ∈ Σ, nbPos(c, ρ) > 0) ou (∀c ∈ Σ, nbNeg(c, ρ) > 0) alors
9: retourner ρ {Σ est trivialement satisfaisable}

10: fin si
11: {Horn Random Walk Strategy}
12: Sélectionner aléatoirement une clause non Hornc
13: Avec une probabilitép faire{p est un paramètre fixé arbitrairement}
14: Sélectionner aléatoirement un littérall dec
15: ρ = ρ− {l} ∪ {¬l}
16: fait
17: Avec une probabilité1− p faire
18: Soit l ∈ c tel que∀l′ ∈ c avecl 6= l′, score(l, ρ) > score(l′, ρ)
19: ρ = ρ− {l} ∪ {¬l}
20: fait
21: si nbHorn(Σ, ρ) > nbHorn(Σ, ρmax) alors
22: ρmax = ρ
23: fin si
24: fin pour
25: fin pour
26: retourner ρmax

Dans le troisième cas, la formule n’est pas forcément Horn-renommable, mais un modèle
trivial existe pourΣ. Si toute les clauses deρΣ(Σ) contiennent au moins un littéral positif, alors
ρΣ(Σ) est satisfaisable.́Etant donné queΣ etρΣ(Σ) sont équivalents pour le problème SAT,Σ est
aussi satisfaisable. Dans ce cas, l’ensemblestrong backdoordeΣ est vide. L’exemple 13 illustre
un déroulement possible de cet algorithme sur l’exemple précédent.

Exemple 13 Consid́eronsà nouveau la formule CNF

Σ = {c1 = (¬a ∨ b ∨ c), c2 = (a ∨ b), c3 = (a ∨ c), c4 = (¬b ∨ ¬c)}

Consid́erons les renommages successifs suivants :

1. ρ = {a, b, c} :

ρΣ(Σ) = {ρΣ(c1) = (a∨¬b∨¬c), ρΣ(c2) = (¬a∨¬b), ρΣ(c3) = (¬a∨¬c), ρΣ(c4) = (b∨c)}
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nous avonsnbPos(c1, ρ) = 1, nbPos(c2, ρ) = 0, nbPos(c3, ρ) = 0, nbPos(c4, ρ) = 2,
etnbHorn(Σ, ρ) = 3 (les clausesc1, c2 et c3 sont Horn-renomḿees parρ).

2. Si on inverse la valeur de la variablea, on obtient :ρ′ = {¬a, b, c} :

ρ′Σ(Σ) = {ρ′Σ(c1) = (¬a∨¬b∨¬c), ρ′Σ(c2) = (a∨¬b), ρ′Σ(c3) = (a∨¬c), ρ′Σ(c4) = (b∨c)}

nous avonsnbPos(c1, ρ′) = 0, nbPos(c2, ρ
′) = 1, nbPos(c3, ρ

′) = 1, nbPos(c4, ρ
′) =

2, et les clausesc1, c2 et c3 sont toujours Horn-renomḿees parρ′ (nbHorn(Σ, ρ′) = 3).

3. Si on inverse la valeur de la variableb on obtient :ρ′′ = {¬a,¬b, c} :

ρ′′Σ(Σ) = {ρ′′Σ(c1) = (¬a∨b∨¬c), ρ′′Σ(c2) = (a∨b), ρ′′Σ(c3) = (a∨¬c), ρ′′Σ(c4) = (¬b∨c)}

nous avonsnbPos(c1, ρ′′) = 1, nbPos(c2, ρ
′′) = 2, nbPos(c3, ρ

′′) = 1, nbPos(c4, ρ
′′) =

1, cette fois-ci, les clausesc1, c3 et c4 sont Horn-renomḿees parρ′′ (nbHorn(Σ, ρ′) = 3).
De plus, chaque clause deρ′′Σ(Σ) contient au moins un littéral renomḿe-positif, doncρ′′Σ(Σ)
est trivialement satisfaisable, il suffit de mettre tous leslitt éraux à vrai. En appliquant le
renommagèa ce mod̀ele, on obtient l’interpŕetation{a, b,¬c} qui est mod̀ele deΣ. Dans ce
cas, nous consid́erons que l’ensemble strong backdoor est vide.

Il ne reste plus qu’à définir le critère de sélection de lavariable à flipper, la fonction objectif
(score).

4.3.2 Le renommage Hornmin clauses : fonction objectif min-conflict

Les définitions précédentes nous permettent de définir des compteurs deHorn-Breaket de
Horn-Makepour le problème de Horn-renommage analogues à ceux du problème de satisfaisabi-
lité :

Définition 68 (Horn-BreakCount et Horn-MakeCount)
SoientΣ une formule CNF,x ∈ V(Σ), ρ un renommage etρx le renommage obtenu à partir deρ en
inversant la valeur de vérité dex. On définith breakCount(x, ρ) = |{c|h ren(c, ρ), h fal(c, ρx)|
eth makeCount(x, ρ) = |{c|h fal(c, ρ), h ren(c, ρx)}|.

On définith score(x, ρ) = h makeCount(x, ρ)− h breakCount(x, ρ).

Exemple 14 (Horn-BreakCount et Horn-MakeCount) Reprenons la formule CNF de l’exemple
12 :

Σ = {c1 = (¬a ∨ b ∨ c), c2 = (a ∨ b), c3 = (a ∨ c), c4 = (¬b ∨ ¬c)}

et le renommageρ = {¬a,¬b,¬c} (aucune variable renomḿee).
Les diff́erents compteurs valent :
h BreakCount(a, ρ) = 0, h MakeCount(a, ρ) = 2 eth score(a, ρ) = 2
h BreakCount(b, ρ) = 0, h MakeCount(b, ρ) = 2 eth score(b, ρ) = 2
h BreakCount(c, ρ) = 0, h MakeCount(c, ρ) = 2 eth score(c, ρ) = 2

Ainsi, en considérant la fonctionh score dans l’algorithme WalkHorn (algorithme 8) au lieu
descore, nous obtenons un algorithme calculant le meilleur Horn renommage en terme de nombre
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de clauses qui sont Horn-renommées. Ce renommage sera appelé renommageHorn Min Clause
(HMC).

Le fait d’utiliser les même concepts que pour le problème SAT dans la version Horn de l’algo-
rithme WalkSat nous permet également d’obtenir de manière simple des variantes de techniques de
recherche (e.g.tabu, novelty, rnovelty [McAllester et al., 1997], rnovelty+ [Hoos, 1999] . . .) pour
le calcul de la sous-formule de Horn maximale.

4.3.3 Le renommage Hornmin litt éraux : fonction objectif min-size

Nous présentons maintenant une autre fonction objectif pour le calcul du meilleur Horn renom-
mage. Contrairement à la fonction objectif min-conflict, cette nouvelle fonction objectif prend en
compte la taille de la sous-formule non Horn, et plus précisément le nombre de littéraux positifs
apparaissant dans la partie non Horn de la formule. Cette fonction objectif va tenter de trouver
un renommage qui minimise cette taille. En effet, il semble raisonnable de penser que si nous
arrivons à diminuer le nombre total de littéraux présents dans la partie non Horn (quitte à avoir
plus de clauses non Horn), nous devrions aussi diminuer le nombre de variables présentes dans
l’ensemble strong Horn-backdoor qui sera calculé à partir de cette partie non Horn.

La seule chose que nous ayons à faire pour mettre la nouvellefonction objectif en œuvre, est
de redéfinir les compteurs deHorn-Breaket deHorn-Make, permettant à la fonctionh score de
l’algorithme 8 d’être en adéquation avec cette fonction objectif.

Définition 69 (Horn-Min-BreakCount et Horn-Min-MakeCount)
SoientΣ une formule CNF,x ∈ V(Σ), ρ un renommage etρx le renommage obtenu à partir deρ
en inversant la valeur de vérité dex.
Soienth Break1(x, ρ) = {c ∈ Σ|nbPos(c, ρ) = 1 etestNeg(x, c, ρ)},
h Break2(x, ρ) = {c ∈ Σ|nbPos(c, ρ) > 1 et estNeg(x, c, ρ)},
h Make1(x, ρ) = {c ∈ Σ|nbPos(c, ρ) = 2 et estPos(x, c, ρ)}
eth Make2(x, ρ) = {c ∈ Σ|nbPos(c, ρ) > 2 etestPos(x, c, ρ)}.
Les compteurs sont définis comme suit :
hM breakCount(x, ρ) = 2× |h Break1(x, ρ)|+ |h Break2(x, ρ)| et
hM makeCount(x, ρ) = 2× |h Make1(x, ρ)|+ |h Make2(x, ρ)|.
Enfin on définit :hM score(x, ρ) = hM makeCount(x, ρ)− hM breakCount(x, ρ)

L’ensembleh Break1 correspond à l’ensemble des clauses qui sont Horn-renomm´ees par
ρ et qui ne le sont pas parρx. Cela signifie que chacune de ces clauses contientdeux littéraux
renommé-positifs pourρx, et qu’il faut rajouterdeuxlittéraux pour chaque clause deBreak1 à
nbPosTot(Σ, ρ) si l’on passe deρ à ρx (i.e. nbPosTot(Σ, ρx) = 2 + nbPosTot(Σ, ρ) pour
chacune de ces clauses). L’ensembleh Break2 correspond à l’ensemble des clauses qui ne sont
pas Horn-renommées parρ et dans lesquellesx est renommé-négatif pourρ. Ces clauses ne sont
pas Horn-renommées parρx non plus et contiennent toutes un littéral renommé-positif de plus par
rapport àρx (x en l’occurrence). Il faut donc rajouterun littéral ànbPosTot(Σ, ρ) pour chacune
de ces clauses dans l’hypothèse où l’on passe deρ àρx.

D’un autre côté, l’ensembleh Make1 correspond à l’ensemble des clauses qui ne sont pas
Horn-renommées parρ et qui le sont pourρx. Ce qui signifie que chacune de ces clauses contient
deuxlittéraux renommé-positifs pourρ qu’il faut soustraire ànbPosTot(Σ, ρ) pour chacune de
ces clauses lors du passage deρ àρx. Et enfin, l’ensembleh Make2 correspond à l’ensemble des
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clauses qui ne sont Horn-renommées ni parρ, ni parρx et dans lesquellesx est renommé-positif
pourρ. Il faut donc retirerun littéral ànbPosTot(Σ, ρ) pour chacune des clauses de cet ensemble.

Exemple 15 (Horn-BreakCount et Horn-MakeCount) Reprenons la formule CNF :

Σ = {c1 = (¬a ∨ b ∨ c), c2 = (a ∨ b), c3 = (a ∨ c), c4 = (¬b ∨ ¬c)}

et le renommageρ = {¬a,¬b,¬c} (aucune variable renomḿee).
Les diff́erents compteurs valent :
– h Break1(a, ρ) = 0, h Break2(a, ρ) = 1, hM BreakCount(a, ρ) = 1
h Make1(a, ρ) = 2, h Make2(a, ρ) = 0, hM MakeCount(a, ρ) = 4
hM score(a, ρ) = 3

– h Break1(b, ρ) = 0, h Break2(b, ρ) = 0, hM BreakCount(b, ρ) = 0
h Make1(b, ρ) = 2, hMake2(b, ρ) = 0, hM MakeCount(b, ρ) = 4
hM score(b, ρ) = 4

– h Break1(c, ρ) = 0, h Break2(c, ρ) = 0, hM BreakCount(c, ρ) = 0
h Make1(c, ρ) = 2, h Make2(c, ρ) = 0, hM MakeCount(c, ρ) = 4
hM score(c, ρ) = 4

Il ne reste plus qu’à remplacer l’appel à la fonctionscore de l’algorithme 8 par la fonction
hM score, et nous pouvons calculer le meilleur renommage minimisantle nombre de littéraux po-
sitifs des clauses qui ne sont pas de Horn. Ce renommage sera appelé renommageHorn Min Littéraux
(HML).

4.3.4 Exṕerimentations

Dans toutes les expérimentations qui ont été menées pour tout le chapitre, les paramètres
passés à l’algorithme walkHorn avaient pour valeur : MAXTRIES = 20 et MAXFLIPS = 50000
ou bien un temps limite de 200 secondes qui n’est atteint qu’exceptionnellement pour les très
grosses instances. Le temps moyens passé à calculer le renommage est de l’ordre de quelques
secondes seulement.

Problèmes aĺeatoires

Nous avons testé cette méthode de calcul d’ensemble strong backdoor dans un premier temps
sur les instances générées aléatoirement. Comme précédemment, les instances testées comprennent
100, 200, 300 et 400 variables. Pour chaque classe nous avonsfait varier le rapportnbCla

nbV ar de 0.25
jusque 9. Pour chaque ratio, nous avons générés 50 instances et calculé la moyenne du nombre de
variables apparaissant dans l’ensemble strong Horn-backdoor suivant trois approches :

1. nous avons considéré la formule originale (sans renommage) et calculé un strong backdoor
à l’aide de l’algorithme 7.

2. nous avons considéré la formule renommée par le meilleur renommage fourni par l’algo-
rithme 8 selon le critère du nombre de clauses Horn-renomm´ees et calculé un ensemble
strong backdoor à l’aide de l’algorithme 7 (Le renommage utilisé est le renommageHorn Min Clause
(HMC)).
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FIG. 4.2 – Tailles des ensembles strong Horn-renommable-backdoor pour des instances 3-SAT
aléatoires à 100 et 200 variables.

3. nous avons considéré la formule renommée par le meilleur renommage fourni par l’algo-
rithme 8 selon le critère du nombre de littéraux positifs figurant dans la partie non Horn de
la formule renommée et calculé un strong backdoor à l’aide de l’algorithme 7 (Le renom-
mage utilisé est le renommageHorn Min Littéraux(HML)).

77



4.3 Calcul d’ensembles strongHorn-renommable-backdoor

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9P
ou

rc
et

ag
e 

de
 v

ar
ia

bl
es

 d
an

s 
l’e

ns
em

bl
e 

st
ro

ng
 H

or
n-

re
no

m
m

ab
le

-b
ac

kd
oo

r

Densite des problemes (300 variables)

Sans renommage
Avec le renommage Min-Clauses
Avec le renommage Min-Litteraux

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9P
ou

rc
et

ag
e 

de
 v

ar
ia

bl
es

 d
an

s 
l’e

ns
em

bl
e 

st
ro

ng
 H

or
n-

re
no

m
m

ab
le

-b
ac

kd
oo

r

Densite des problemes (400 variables)

Sans renommage
Avec le renommage Min-Clauses
Avec le renommage Min-Litteraux

FIG. 4.3 – Tailles des ensembles strong Horn-renommable-backdoor pour des instances 3-SAT
aléatoires à 300 et 400 variables.

Les figures 4.2 et 4.3 récapitulent les résultats pour chaque classe d’instances. Nous remar-
quons que comparativement à la formule originale, nous obtenons de meilleurs résultats en terme
de taille des ensembles strong Horn-backdoor quelque soit le renommage choisi. De plus la
nouvelle heuristique du renommage minimisant le nombre de littéraux (HML) se trouve être
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légèrement meilleure que celle minimisant le nombre de clauses (HMC) proposée en terme de
taille des ensembles strong Horn-backdoor.
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FIG. 4.4 – Tailles« optimales» des ensembles strong Horn-renommable-backdoor pour des ins-
tances 3-SAT aléatoires à 100 et 200 variables.
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FIG. 4.5 – Tailles« optimales» des ensembles strong Horn-renommable-backdoor pour des ins-
tances 3-SAT aléatoires à 300 et 400 variables.

Méthode de calcul« optimal » Afin d’essayer d’évaluer la pertinence de la fonction objectif
minimisant le nombre de clause pour le renommageHMC, nous avons expérimenté une autre
méthode de calcul d’ensembles strong Horn-renommable-backdoor en utilisant un renommage que
nous appellerons renommageoptimum. Le principe de cette méthode est de calculer un ensemble
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strong Horn-backdoorpour chaque renommageexploré par l’algorithme walkHorn et de retenir
naturellement celui ayant donné le plus petit ensemble strong backdoor.

Les courbes des figures 4.4 et 4.5 établissent une comparaison entre cette méthode et la
méthode utilisant le renommageHMC sur les même instances aléatoires que précédemment. Pour
compléter encore cette comparaison, la taille des ensembles strong Horn-backdoor est également
fournie. Cette méthode ayant un coût beaucoup plus important que les autres, nous lui avons laissé
4 fois plus de temps que les autres. Ces résultats montrent qu’un gain est réalisé mais que ce
dernier tend à s’annuler lorsque la taille des instances augmente.

Nous avons réalisé la même expérience pour le renommageHML et les même constatations
ont été faites. Nous n’avons donc pas poursuivi les expérimentations avec cette méthode du fait de
son trop fort coût et nous considérons que les méthodes decalcul utilisant les renommagesHMC
etHML sont les meilleurs compromis.

Problèmes ŕeels et industriels

Le tableau 4.2 montre les résultats obtenu en calculant desensembles strong backdoor sur
les mêmes instances que dans le tableau 4.1 (issues des précédentes compétitions SAT). Pour
chaque instance, nous comparons la taille des ensembles strong Horn-backdoor calculés sans re-
nommage, en utilisant le renommageHMC et en utilisant le renommageHML (colonnes|SB|).
Pour chaque calcul, nous donnons également le nombre de clauses non Horn contenues soit dans
la formule originale, soit dans la formule renommée ayant servi au calcul de l’ensemble strong
backdoor (colonnesNB NH).

Les résultats expérimentaux montrent clairement que minimiser le nombre de variables ap-
paraissant dans la partie non Horn (renommageHML) permet de calculer des ensembles strong
backdoor de taille inférieure en générale par rapport aurenommage minimisant le nombre de
clauses non Horn (HMC). D’un autre côté, le renommageHML produit une formule contenant
plus de clauses non Horn que le renommageHMC.

Instance
Sans Renommage Rennomage

Renommage HMC HML
|SB| NB NH |SB| NB NH |SB| NB NH

9symml gr rcs w5 791 6085 780 244 716 230
9symml gr rcs w6 1010 7645 1003 243 897 244
alu2 gr rcs w7 2425 17715 2495 517 2220 491
alu2 gr rcs w8 2842 22301 2978 516 2602 495
apex7gr rcs w5 831 3192 721 233 630 199
balancedhidden-...-01 601 1518 583 1268 564 1264
balancedhidden-...-02 594 1509 591 1264 563 1269
bf0432-007 540 920 360 431 348 416
bf1355-075 1137 1885 805 1152 729 1085
bf1355-638 1135 1873 786 1155 730 1084
bf2670-001 588 964 377 402 337 368
c499 gr rcs w5 934 4190 885 279 795 247
c880 gr rcs w5 1985 11334 1950 628 1765 586
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Instance
Sans Renommage Rennomage

Renommage HMC HML
|SB| NB NH |SB| NB NH |SB| NB NH

c880 gr rcs w6 2509 13981 2549 651 2221 593
c880 gr rcs w7 3023 15598 3061 658 2676 604
ca032 305 613 242 381 227 368
ca064 599 1263 516 801 483 763
ca128 1217 2571 1035 1671 970 1587
clus-1200-4800-20-20-003 738 2386 649 1523 631 1484
clus-1200-4919-10-10-001 736 2432 643 1573 623 1527
clus-1200-4919-10-10-003 737 2461 648 1614 642 1569
cnt07 1123 2570 1062 1705 1046 1655
cnt08 2590 5943 2484 4030 2388 3918
dp03s03 218 478 206 328 171 313
dp03u02 156 340 137 219 114 211
dp04s04 461 1090 387 674 356 638
dp04u03 363 826 292 507 265 485
dp05s05 710 1641 592 1053 538 982
dp05u04 568 1336 478 847 435 793
dp06s06 1035 2436 882 1599 841 1509
dp06u05 890 2087 750 1344 684 1263
dp07s07 1416 3240 1179 2178 1102 2046
dp07u06 1232 2906 1038 1872 938 1769
dp08u07 2098 4908 1459 2623 1315 2498
dp09s09 2636 6136 2061 3811 1928 3586
dp10s10 3261 7769 2632 4889 2438 4638
dp11s11 3979 9342 3149 5870 2944 5518
dp12s12 4779 11359 3944 7248 3578 6788
example2gr rcs w5 1256 6068 1179 382 1022 338
ezfact2561 32927 211014 32929 188731 32918 182989
f2clk 50 13161 32392 13879 19503 13065 18957
fifo8 100 25046 54994 22841 33799 21012 32925
glassyb-v648-s1381725490 431 1519 398 987 383 980
hanoi4 400 1860 431 854 409 849
hanoi5 1063 5364 1115 2585 1066 2626
hanoi6fast 3022 24187 2303 9453 2207 9509
hanoi6on 3047 23822 2319 9474 2209 9529
hgen2-v700-s504028057 461 1239 449 999 431 995
hidden-k3-s2-r4-n700-03 430 1395 378 892 365 878
ip38 20702 52611 22972 29067 21888 26303
ip50 27257 70293 30219 41619 29396 37263
k2fix gr 2pinvar w9 4607 294543 4569 251956 4567 259258
okgen-c1300-v650-1167163901 312 666 213 299 190 280
okgen-c1400-v700-211648331 329 647 226 328 207 307
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Instance
Sans Renommage Rennomage

Renommage HMC HML
|SB| NB NH |SB| NB NH |SB| NB NH

okgen-c1750-v500-748188212 295 904 247 509 239 500
okgen-c2100-v600-1967026721 358 1112 305 637 297 619
okgen-c2100-v600-536911537 349 1019 323 670 313 653
rand net40-25-1 996 2024 813 1228 754 1156
rand net40-25-10 972 2002 814 1231 725 1154
rand net40-25-5 1002 2020 810 1234 723 1136
rand net40-30-1 1184 2398 963 1435 881 1332
rand net40-30-10 1186 2372 934 1431 863 1318
rand net40-30-5 1167 2379 926 1395 867 1315
rand net40-40-10 1562 3221 1276 1969 1176 1836
rand net40-40-5 1572 3241 1250 1954 1156 1822
rand net40-60-10 2364 4832 1857 2945 1697 2705
rand net50-25-1 1247 2462 973 1504 914 1400
rand net50-25-10 1241 2541 1007 1544 920 1423
rand net50-25-5 1238 2506 1013 1552 935 1457
rand net50-30-1 1497 3019 1194 1813 1085 1655
rand net50-30-5 1496 3071 1149 1814 1058 1702
rand net50-40-5 1973 3981 1579 2471 1439 2265
rand net50-60-1 2971 5984 2344 3668 2141 3347
rand net50-60-5 2982 6045 2364 3669 2176 3362
rand net60-25-1 1482 2972 1200 1816 1103 1682
rand net60-25-10 1480 3039 1184 1812 1089 1686
rand net60-30-1 1830 3614 1445 2219 1292 2046
rand net60-30-10 1762 3586 1420 2205 1309 2043
rand net60-30-5 1798 3622 1413 2230 1331 2065
rand net60-40-1 2408 4842 1917 2972 1744 2712
rand net60-40-5 2372 4788 1828 2897 1709 2654
rand net60-60-1 3530 7185 2880 4512 2640 4164
rand net70-25-1 1762 3565 1414 2148 1312 1994
rand net70-25-5 1753 3510 1420 2199 1310 2025
rand net70-30-1 2095 4189 1701 2610 1536 2378
rand net70-30-5 2073 4198 1661 2606 1520 2373
rand net70-40-1 2767 5651 2193 3472 2020 3123
rand net70-40-5 2767 5535 2197 3471 1983 3147
rand net70-60-1 4158 8293 3415 5385 3179 4966
rand net70-60-10 4145 8415 3412 5452 3138 5109
sha1 31494 121599 33956 101021 33317 99769
too large gr rcs w5 1635 8097 1620 519 1480 502
too large gr rcs w6 2032 11500 2127 538 1876 492
too large gr rcs w7 2452 12649 2561 534 2244 507
too large gr rcs w8 2877 15024 3000 532 2616 518
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Instance
Sans Renommage Rennomage

Renommage HMC HML
|SB| NB NH |SB| NB NH |SB| NB NH

too large gr rcs w9 3310 16541 3395 535 2987 521
unif-c1000-v500-s1356655268 248 522 169 224 157 216
unif-c1300-v650-s425854131 307 638 212 304 204 280
unif-c1400-v700-s1822569467 332 692 232 314 212 297
unif-c2450-v700-s1373176568 429 1261 356 746 345 729
unif-c2450-v700-s1465124739 410 1227 356 731 348 728
unif-c2600-v650-s2035184328 394 1327 345 789 334 765
unif-r3-v700-c2100-02 377 1030 319 591 297 567
unif-r4-v700-c2800-03 433 1417 378 877 353 861
vda gr rcs w7 3507 25078 3629 755 3264 742
vda gr rcs w8 4069 29453 4243 756 3834 719
vda gr rcs w9 4695 33705 4853 753 4356 734
w10 45 6908 16633 7002 9127 6797 8751
w10 60 10843 26909 11307 14725 10998 14211
w10 70 13305 33736 14019 18404 13698 17895
w10 75 14850 37421 15676 20542 15345 20053

TAB . 4.2 – Tailles des ensembles Horn strong backdoor pour des instances réelles.

4.4 Calcul d’ensembles strong ordonńe-backdoor

Dans cette section, nous montrons comment il est possible decalculer des ensembles strong
backdoor pour une autre classe polynomiale du problème SAT: la classe des formules ordonnées
introduite par Benoist et Hébrard en 1999 [Benoist et Hébrard, 1999].

4.4.1 Rappels sur les formules ordonńees

La classe des formules ordonnées peut être vue naturellement comme une extension de la
classe des formules de Horn. Elles est basée sur la notion delittéraux libres et de littéraux liés
[Benoist et Hébrard, 1999].

Définition 39 (Litt éraux libres/liés)
Soientc ∈ Σ une clause etl ∈ c un littéral. On dit quel est lié dansc (par rapport àΣ) si
Occ(¬l) = ∅ ; ou s’il existet ∈ c (t 6= l) tel queOcc(¬l) ⊆ Occ(¬t). Si l n’est pas lié dansc, on
dit quel est libre dansc.

Les formules ordonnées sont définies ainsi :

Définition 40 (Formules Ordonnées)
Une formule CNFΣ est ordonnée si chaque clausec ∈ Σ contient au plus un littéral positif libre
dansc.

En rappelant qu’une formule CNF est une formule de Horn si chacune de ses clauses ne
contient pas plus d’un littéral positif, on voit bien que toute formule de Horn est forcément or-
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donnée, ce qui étaye l’idée que la classe des formules ordonnées est une extension de la classe des
formules de Horn.

On sait que siΣ est une formule de Horn et ne contient aucune clause unitairepositive, alorsΣ
est satisfaisable. Cette propriété reste vraie siΣ est ordonnée. Pour les formules ordonnées, nous
avons également la proposition suivante (prouvée dans [Benoist et Hébrard, 1999]) :

Proposition 6 Si Σ est ordonńee et ne contient aucune clause unitaire positivec = {x} telle que
x est libre dansc, alorsΣ est satisfaisable.

De plus, il est montré dans [Benoist et Hébrard, 1999] qu’une formule ordonnée est stable par
propagation unitairei.e.une formule ordonnée reste ordonnée quelque soient les propagations uni-
taire que l’on y réalise. De ce fait, avec la proposition 6, on voit que le problème de satisfaisabilité
d’une formule ordonnée peut être résolu en temps linéaire.

Enfin, comme pour les formules de Horn, la classe des formulesordonnées peut être étendue
par la classe des formules ordonnées renommables. Il existe un algorithme polynomial pour la re-
connaissance de ces formules et un autre, polynomial également, pour décider de la satisfaisabilité
d’une formule ordonnée renommable [Benoist et Hébrard, 1999].

Ainsi, nous pouvons envisager de calculer des ensembles strong ordonné-backdoor en utilisant
la même approche que pour les ensembles strong Horn-backdoor i.e.pour une formule CNF origi-
nale, trouver un renommage maximisant la sous-formule ordonnée et extraire un ensemble strong
ordonné-backdoor de la sous-formule non ordonnée de la formule renommée.

4.4.2 Calcul d’ensembles strong ordonńe-backdoor

Cette fois encore, le problème du calcul d’un ensemble strong ordonné-backdoor de taille
minimale est NP-difficile. Nous allons donc utiliser le même procédé que pour les ensembles
strong Horn-backdoori.e. pour une formule CNF, calculer un sous-ensemble dont la taille est la
plus petite possible, contenant des littérauxlibres positifs apparaissant dans la sous-formule non
ordonnée tels qu’une fois retirés les littéraux de cet ensemble, le reste de la formule est ordonné.
Cependant, ceci n’est valable que si le retrait de ces littéraux, par leur affectation àvrai ou àfaux,
ne rend pas libres d’autres littéraux de la formule qui étaient liés. La proposition suivante nous
assure que c’est le cas :

Proposition 7 SoitΣ une formule CNF. SoitU un ensemble de clauses unitaires surV(Σ). SoitI
une interpŕetation telle queI = V(U). Soitc ∈ Σ, l ∈ c tel quel est líe dansc par rapport à Σ,
alors l est aussi líe dansc′ par rapport à Σ′ = Σ∗

I (c′ = c∗I ), ou bienc est retiŕee (satisfaite) de
Σ′.

Preuve Du fait quel est líe, deux cas sont possibles :
– OccΣ(¬l) = ∅ : dans ce cas, il est trivial queOccΣ′(¬l) = ∅, et l est toujours líe dansΣ′

dans toutes les clauses où il apparâıt.
– OccΣ(¬l) 6= ∅ : ∃t ∈ c tel queOccΣ(¬l) ⊆ OccΣ(¬t). Ici trois cas sont possibles :

– t ∈ U : dans ce cas, la clausec est satisfaite dansΣ′.
– ¬t ∈ U : dans ce cas, chaque clause contenant¬t sont satisfaites (retiŕees) inΣ′. Du fait

queOccΣ(¬l) ⊆ OccΣ(¬t), toutes les clauses contenant¬l sont aussi satisfaites dans
Σ′. AinsiOccΣ′(¬l) = ∅ et l est toujours líee dansc′ par rapport à Σ′.
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– t /∈ U et ¬t /∈ U : soit S l’ensemble des clauses deΣ satisfaites (retiŕees) dansΣ′.
On aOccΣ′(¬t) = OccΣ\S(¬t) etOccΣ′(¬l) = OccΣ\S(¬l). Du fait queOccΣ(¬l) ⊆
OccΣ(¬t), on aOccΣ\S(¬l) ⊆ OccΣ\S(¬t). DoncOccΣ′(¬l) ⊆ OccΣ′(¬t), et l est
toujours líe dansc′ par rapport à Σ′.

Avec cette proposition, nous sommes assurés de la stabilité de la liaison pour l’affectioni.e.
dans une formule CNF, toute variable liée dans une clause reste liée dans une clause de la for-
mule simplifiée par n’importe quelle affectation. Ainsi, nous pouvons calculer un ensemble strong
ordonné-backdoorS de taille la plus petite possible comme suit : pour une formule CNFΣ quel-
conque, nous ne considèrons que la partie non ordonnéeψ deΣ. Nous construisonsS en y ajou-
tant des variables dont les occurrences positives libres figurent dansL+(ψ) que nous retirons de
ψ itérativement jusqu’à l’obtention d’une sous-formule deψ qui soit ordonnée.̀A chaque étape, la
variable apparaissant le plus souvent sous forme positive et libre dansψ est choisie. Nous utilisons
l’algorithme 7 en rajoutant simplement la condition que leslittéraux choisis soient libres.

Nous voyons donc que par rapport à la classe des formules de Horn, les ensembles strong
backdoor calculés pour les formules ordonnées sont de taille au pire égale. En effet, dans le cas
où aucun littéral n’est lié, les ensembles strong ordonné-backdoor et strong Horn-backdoor seront
identiques. Mais dès lors qu’il y a des littéraux liés, ils peuvent être ignorés et donc réduire la taille
des ensembles strong backdoor.

4.5 Calcul d’ensembles strongordonńe-renommable-backdoor

Comme dans le cas des formules de Horn, la taille des ensembles strong ordonné-backdoor que
nous calculons avec cette méthode heuristique est souventtrop importante pour être intéressante.
Nous proposons donc de calculer des ensembles strongordonńe-renommable-backdoor en suivant
le même schéma que pour les formules de Horn, en calculant le meilleur ordonné-renommage
possible.

4.5.1 Approximation de la sous-formule ordonńe-renommable maximale

Comme dans le cas des formules de Horn, il existe un algorithme de complexité polynomial
pour savoir si une formule est ordonné-renommable ([Benoist et Hébrard, 1999]), et comme pour
les formule de Horn, si la formule n’est pas ordonné-renommable, calculer la sous-formule or-
donné-renommable maximale est un problème NP-difficile.En effet, dans le pire des cas, si aucun
littéral n’est lié, la classe des formules ordonnées estéquivalente à la classe des formules de Horn.

La proposition suivante nous permet d’exploiter l’algorithme 8 pour approximer la sous-
formule ordonné-renommable maximale :

Proposition 8 SoientΣ une formule CNF etc ∈ Σ une clause deΣ. Soientl et t deux litt́eraux de
c. Soitρ un renommage des variables deΣ (V(Σ)). Si l est líe à t dansc par rapport à Σ, alors
ρ(l) est toujours líe à ρ(t) dansρc(c) par rapport à ρΣ(Σ).

Preuve Il suffit de constater que si une variablev ∈ V(Σ) est renomḿee dansρ, alors, pour
les littéraux qui lui sont associésv et¬v, on aOccΣ(v) = OccρΣ(Σ)(ρ(v)) = OccρΣ(Σ)(¬v) et
OccΣ(¬v) = OccρΣ(Σ)(¬ρ(v)) = OccρΣ(Σ)(v).
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Cette proposition nous assure que la liaison entre deux littéraux est stable par renommage.
Ainsi, pour une formule CNF donnée, il suffit de calculer uneseule fois au préalable une table des
liaisons pour chaque littéral de la formule, et à tout moment, il suffira de regarder dans cette table
si un littéral est lié ou non (en fonction du renommage).

Ici encore, deux critères pour calculer le meilleur renommage sont possibles : minimiser le
nombre de clauses non ordonnées, ou bien minimiser le nombre de littéraux positifs libres dans
l’ensemble des clauses non ordonnées.

Nous avons besoin des définitions suivantes avant de pouvoir décrire les deux fonctions objec-
tifs que nous proposons.

Définition 70 (Litt éral renommé libre)
SoientΣ une formule CNF,ρ un renommage deV(Σ). On dit qu’un littérall est positif et libre
dansc pour ρ si estPos(l, c, ρ) et que l n’est pas lié dansc par rapport àΣ. On note cela
estPos&Libre(l, c, ρ). Ce même littéral est négatif et libre dansc pour ρ si estNeg(l, c, ρ) et
quel n’est pas lié dansc par rapport àΣ. On note celaestNeg&Libre(l, c, ρ).

On note le nombre de littéraux positifs (resp. négatif) etlibres dansc pourρ parnbPos&Libre(c, ρ)
(resp.nbNeg&Libre(c, ρ)).

On notenbPos&LibreTot(Σ, ρ) le nombre total de littéraux positifs et libres présents dans la
partie non ordonnée deΣ pour le renommageρ.

Cette définition nous permet de définir la notion d’ordonńe-renommabilit́e :

Définition 71 (Clause ordonńe-renommée)
SoientΣ une formule CNF etρ un renommage. Une clausec ∈ Σ est diteordonńe-renomḿeepar
ρ (notéeo ren(c, ρ)) sinbPos&Libre(c, ρ) ≤ 1 i.e.c contient au plus un littéral positif libre pour
ρ ; sinon elle est diteordonńe-falsifíeeparρ (notéeo fal(c, ρ)).

On notenbOrd(Σ, ρ) le nombre de clauses deΣ ordonné-renommées parρ.

Il ne nous reste plus qu’à définir les compteurs de gain (MakeCount) et de perte (BreakCount),
ainsi que les fonctionsscore associées pour chacune des deux fonctions objectifs.

4.5.2 Le renommage ordonńe min clauses : fonction objectif min-conflict

Les compteurs de gain et de perte permettant de définir la fonction objectif calculant le meilleur
ordonné-renommage sont définis comme suit :

Définition 72 (Ordonné-BreakCount et ordonńe-MakeCount)
SoientΣ une formule CNF,x ∈ V(Σ), ρ un renommage etρx le renommage obtenu à partir deρ
en inversant la valeur de vérité dex.
On définito BreakCount(x, ρ) = |{c|o ren(c, ρ), o fal(c, ρx)| et

o MakeCount(x, ρ) = |{c|o fal(c, ρ), o ren(c, ρx)}|.
On définito score(x, ρ) = o makeCount(x, ρ)− o breakCount(x, ρ)

Exemple 16 (Ordonńe-BreakCount et ordonńe-MakeCount) Reprenons la formule CNF :

Σ = {c1 = (¬a ∨ b ∨ c), c2 = (a ∨ b), c3 = (a ∨ c), c4 = (¬b ∨ ¬c)}

et le renommageρ = {¬a,¬b,¬c} (aucune variable renomḿee).
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Les seuls litt́eraux líes sont dans la clausesc1, où le littéral b est líe au litt́eral c et le littéral c
est líe au litt́eral b. Ceci fait que la clausec1 est ordonńee.

Les diff́erents compteurs valent :
o BreakCount(a, ρ) = 0, o MakeCount(a, ρ) = 2 eto score(a, ρ) = 2
o BreakCount(b, ρ) = 0, o MakeCount(b, ρ) = 1 eto score(b, ρ) = 1
o BreakCount(c, ρ) = 0, o MakeCount(c, ρ) = 1 et o score(c, ρ) = 1

Pour une formule CNF donnée, en remplaçantnbHorn(Σ) parnbOrd(Σ) etscore paro score
dans l’algorithme 8, on obtient un algorithme pour calculerun renommage deΣ maximisant le
nombre de clauses ordonné-renommées. Ce renommage sera appelé renommageOrdonńe Min Clause
(OMC).

4.5.3 Le renommage ordonńe min litt éraux : fonction objectif min-size

Pour la minimisation du nombre de littéraux positifs libres dans les clauses non ordonnées, la
fonction objectif est définie par :

Définition 73 (Ordonné-Min-breakCount et ordonné-Min-makeCount)
SoientΣ une formule CNF,x ∈ V(Σ), ρ un renommage etρx le renommage obtenu à partir deρ
en inversant la valeur de vérité dex.
Soiento Break1(x, ρ) = {c ∈ Σ|nbPos&Libre(c, ρ) = 1 etestNeg&Libre(x, c, ρ)},
o Break2(x, ρ) = {c ∈ Σ|nbPos&Libre(c, ρ) > 1 etestNeg&Libre(x, c, ρ)},
o Make1(x, ρ) = {c ∈ Σ|nbPos&Libre(c, ρ) = 2 etestPos&Libre(x, c, ρ)}
eto Make2(x, ρ) = {c ∈ Σ|nbPos&Libre(c, ρ) > 2 et estPos&Libre(x, c, ρ)}.
Les compteurs sont définis comme suit :
oM breakCount(x, ρ) = 2× |o Break1(x, ρ)| + |o Break2(x, ρ)| et
oM makeCount(x, ρ) = 2× |o Make1(x, ρ)| + |o Make2(x, ρ)|.
Enfin on définit :oM score(x, ρ) = oM makeCount(x, ρ)− oM breakCount(x, ρ)

Les ensembleso Break eto make sont analogues aux ensemblesh Break eth make (définition
69) respectivement, pour la classe des formules ordonnéesavec la contrainte supplémentaire que
x doit être libre à chaque fois, car tous les littéraux liés sont ignorés.

Exemple 17 (Ordonńe-BreakCount et ordonńe-MakeCount) Reprenons la formule CNF :

Σ = {c1 = (¬a ∨ b ∨ c), c2 = (a ∨ b), c3 = (a ∨ c), c4 = (¬b ∨ ¬c)}

et le renommageρ = {¬a,¬b,¬c} (aucune variable renomḿee).
Les diff́erents compteurs valent :
Les seuls litt́eraux líes sont dans la clausesc1, où le littéral b est líe au litt́eral c et le littéral c

est líe au litt́eral b. Ceci fait que la clausec1 est ordonńee.
Les diff́erents compteurs valent :
– o Break1(a, ρ) = 0, o Break2(a, ρ) = 0, oM BreakCount(a, ρ) = 0
o Make1(a, ρ) = 2, o Make2(a, ρ) = 0, oM MakeCount(a, ρ) = 4
oM score(a, ρ) = 4

– o Break1(b, ρ) = 0, o Break2(b, ρ) = 0, oM BreakCount(b, ρ) = 0
o Make1(b, ρ) = 1, oMake2(b, ρ) = 0, oM MakeCount(b, ρ) = 2
oM score(b, ρ) = 2
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– o Break1(c, ρ) = 0, o Break2(c, ρ) = 0, oM BreakCount(c, ρ) = 0
o Make1(c, ρ) = 1, o Make2(c, ρ) = 0, oM MakeCount(c, ρ) = 2
oM score(c, ρ) = 2

En remplaçantscore par oM score dans l’algorithme 8, on obtient un algorithme pour cal-
culer un renommage minimisant le nombre de littéraux positifs et libres dans les clauses non
ordonné-renommées. Ce renommage sera appelé renommageOrdonńe Min Littéraux(OML).

4.5.4 Exṕerimentations

Problèmes aĺeatoires

Tout comme dans le cas des formules de Horn, nous avons testécette approche sur les instances
aléatoires pour un nombre de variables allant de 100 à 400 et avons fait varier le rapportnbCla

nbV ar .
Nous obtenons exactement les même courbes que dans la figure4.2 excepté lorsque le ratio est
inférieur à 2 où la taille des ensembles strong ordonné-backdoor est très légèrement inférieure à
celle des ensembles strong Horn-backdoor (environ 1% de différence). En effet, dès lors que le
ratio dépasse 2, le nombre de littéraux liés devient quasi-nul et tend très rapidement vers 0 lorsque
le ratio augmente. Dans ce cas, les formules ordonnées deviennent strictement équivalentes au
formules de Horn et il est donc normal que l’on obtienne les mˆeme résultats que pour les formules
de Horn en terme de taille des ensembles strong backdoor.

Problèmes ŕeels et industriels

Instance
Horn Ordonné

|SB| NB NH |SB| NB NO |SB| NB NO
9symmlgr rcs w5 716 230 796 244 725 231
9symmlgr rcs w6 897 244 1016 249 900 245
alu2 gr rcs w7 2220 491 2495 517 2220 491
alu2 gr rcs w8 2602 495 2978 516 2602 495
apex7gr rcs w5 630 199 721 233 630 199
balancedhidden-...-01 564 1264 583 1268 564 1264
balancedhidden-...-02 563 1269 591 1264 563 1269
bf0432-007 348 416 378 432 343 415
bf1355-075 729 1085 784 1133 724 1096
bf1355-638 730 1084 794 1137 722 1091
bf2670-001 337 368 359 395 319 357
c499gr rcs w5 795 247 885 279 795 247
c880gr rcs w5 1765 586 1980 637 1758 596
c880gr rcs w6 2221 593 2504 649 2225 603
c880gr rcs w7 2676 604 3143 657 2644 605
ca032 227 368 234 363 218 345
ca064 483 763 479 762 438 729
ca128 970 1587 982 1578 920 1505
clus-1200-4800-20-20-003 631 1484 650 1511 634 1483
clus-1200-4919-10-10-001 623 1527 643 1570 642 1536
clus-1200-4919-10-10-003 642 1569 659 1604 642 1581
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Instance
Horn Ordonné

|SB| NB NH |SB| NB NO |SB| NB NO
cnt07 1046 1655 1062 1705 1046 1655
cnt08 2388 3918 2484 4030 2388 3918
dp03s03 171 313 195 314 173 297
dp03u02 114 211 122 206 112 201
dp04s04 356 638 378 667 354 633
dp04u03 265 485 291 496 262 476
dp05s05 538 982 598 1040 552 981
dp05u04 435 793 469 825 432 788
dp06s06 841 1509 864 1590 827 1517
dp06u05 684 1263 745 1330 673 1261
dp07s07 1102 2046 1173 2159 1110 2042
dp07u06 938 1769 1002 1834 949 1751
dp08u07 1315 2498 1478 2618 1340 2467
dp09s09 1928 3586 2067 3827 1933 3567
dp10s10 2438 4638 2645 4881 2399 4625
dp11s11 2944 5518 3155 5866 2930 5528
dp12s12 3578 6788 3865 7179 3596 6776
example2gr rcs w5 1022 338 1163 384 1004 334
ezfact2561 32918 182989 32929 188731 32918 182989
f2clk 50 13065 18957 13439 19115 12621 18567
fifo8 100 21012 32925 21372 32654 19558 31678
glassyb-v648-s1381725490 383 980 398 987 383 980
hanoi4 409 849 419 851 392 866
hanoi5 1066 2626 1124 2584 1040 2633
hanoi6fast 2207 9509 2329 9401 2232 9436
hanoi6on 2209 9529 2312 9366 2209 9406
hgen2-v700-s504028057 431 995 449 999 431 995
hidden-k3-s2-r4-n700-03 365 878 374 890 374 874
ip38 21888 26303 22488 28579 21535 25955
ip50 29396 37263 29835 41294 29038 36826
k2fix gr 2pinvarw9 4567 259258 4563 251799 4547 259307
okgen-c1300-v650-1167163901 190 280 204 294 196 272
okgen-c1400-v700-211648331 207 307 235 324 211 301
okgen-c1750-v500-748188212 239 500 250 511 240 506
okgen-c2100-v600-1967026721 297 619 304 634 292 628
okgen-c2100-v600-536911537 313 653 316 673 305 650
rand net40-25-1 754 1156 813 1228 754 1156
rand net40-25-10 725 1154 814 1231 725 1154
rand net40-25-5 723 1136 810 1234 723 1136
rand net40-30-1 881 1332 963 1435 881 1332
rand net40-30-10 863 1318 934 1431 863 1318
rand net40-30-5 867 1315 926 1395 867 1315
rand net40-40-10 1176 1836 1276 1969 1176 1836
rand net40-40-5 1156 1822 1250 1954 1156 1822
rand net40-60-10 1697 2705 1857 2945 1697 2705
rand net50-25-1 914 1400 973 1504 914 1400
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CHAPITRE 4 : CALCUL ET EXPLOITATION DES ENSEMBLES STRONG BACKDOOR

Instance
Horn Ordonné

|SB| NB NH |SB| NB NO |SB| NB NO
rand net50-25-10 920 1423 1007 1544 920 1423
rand net50-25-5 935 1457 1013 1552 935 1457
rand net50-30-1 1085 1655 1194 1813 1085 1655
rand net50-30-5 1058 1702 1149 1814 1058 1702
rand net50-40-5 1439 2265 1579 2471 1439 2265
rand net50-60-1 2141 3347 2344 3668 2141 3347
rand net50-60-5 2176 3362 2364 3669 2176 3362
rand net60-25-1 1103 1682 1200 1816 1103 1682
rand net60-25-10 1089 1686 1184 1812 1089 1686
rand net60-30-1 1292 2046 1445 2219 1292 2046
rand net60-30-10 1309 2043 1420 2205 1309 2043
rand net60-30-5 1331 2065 1413 2230 1331 2065
rand net60-40-1 1744 2712 1917 2972 1744 2712
rand net60-40-5 1709 2654 1828 2897 1709 2654
rand net60-60-1 2640 4164 2880 4512 2640 4164
rand net70-25-1 1312 1994 1414 2148 1312 1994
rand net70-25-5 1310 2025 1420 2199 1310 2025
rand net70-30-1 1536 2378 1701 2610 1536 2378
rand net70-30-5 1520 2373 1661 2606 1520 2373
rand net70-40-1 2020 3123 2193 3472 2020 3123
rand net70-40-5 1983 3147 2197 3471 1983 3147
rand net70-60-1 3179 4966 3415 5385 3179 4966
rand net70-60-10 3138 5109 3412 5452 3138 5109
sha1 33317 99769 33918 101089 33364 99856
too largegr rcs w5 1480 502 1611 521 1485 490
too largegr rcs w6 1876 492 2078 530 1863 505
too largegr rcs w7 2244 507 2509 531 2240 500
too largegr rcs w8 2616 518 3005 535 2630 503
too largegr rcs w9 2987 521 3376 530 3002 521
unif-c1000-v500-s1356655268 157 216 169 221 155 209
unif-c1300-v650-s425854131 204 280 213 298 202 285
unif-c1400-v700-s1822569467 212 297 230 312 217 302
unif-c2450-v700-s1373176568 345 729 358 749 346 724
unif-c2450-v700-s1465124739 348 728 351 739 349 726
unif-c2600-v650-s2035184328 334 765 333 789 332 782
unif-r3-v700-c2100-02 297 567 317 590 292 568
unif-r4-v700-c2800-03 353 861 378 877 353 861
vda gr rcs w7 3264 742 3636 758 3272 731
vda gr rcs w8 3834 719 4210 756 3820 735
vda gr rcs w9 4356 734 4822 756 4356 729
w10 45 6797 8751 6864 9023 6596 8633
w10 60 10998 14211 11175 14619 10901 14108
w10 70 13698 17895 13777 18293 13619 17686
w10 75 15345 20053 15479 20428 15279 19789

TAB . 4.3 – Tailles des ensembles strong backdoor pour des instances réelles.

En ce qui concerne des problèmes réels issus des précédentes compétitions SAT, le tableau 4.3
montre que la généralisation du calcul d’un ensemble strong backdoor, en considérant cette fois ci
la classe des formules ordonnées, nous permet d’obtenir demeilleurs résultats sur de nombreuses
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4.6 Exploitation des ensembles strong backdoor pour la résolution pratique

#V #C
Zchaff Zchaff+SBMC Zchaff+SBML

Temps(s) Nœuds MxD Temps(s) Nœuds MxD Temps(s) Nœuds MxD
200 850 5,15 55610,76 28,26 4,18 47071,1 25,52 4,07 46215,26 25,88
250 1062 192,18 388970,5 34,18 133,21 328879,58 30,46 138,4 332056,52 30,62
300 1275 4499,91 2287975,5 39 3601,22 2016263,68 34,9 3302,74 1978685,62 34,7
350 1487 29509,85 7088901,68 45,16 27057,2 6850739,48 40,41 26752,72 6801607,05 40,32

TAB . 4.4 – ZChaff sur les instances aléatoires

instances. Tout comme le tableau 4.2, nous donnons pour chaque instance, la taille des ensembles
strong backdoor calculés en utilisant le renommageHML, celle des ensembles strong backdoor
calculés en utilisant le renommageOMC et celle utilisantOML (colonnes|SB|) ainsi que le
nombre de clauses non Horn (colonneNB NH) ou non ordonnées (colonnesNB NO) de la formule
renommée qui a permis le calcul de l’ensemble strong backdoor. Comparativement à l’approche
utilisantHML, nous remarquons que sur de nombreux problèmes, la généralisation aux formules
ordonnés permet d’obtenir de meilleurs ensembles strong backdoor.

Ceci met en évidence le phénomène surprenant suivant : bien que l’on ne trouve jamais d’ins-
tances ordonnées (renommables) en pratique, un certain nombre d’instances codant des applica-
tions réelles contiennent un nombre plutôt important de littéraux liés, comme en atteste la taille
des ensembles strong ordonné-backdoor par rapport à celle des ensembles strong Horn-backdoor.

4.6 Exploitation des ensembles strong backdoor pour la résolution
pratique

Dans cette section, nous présentons les résultats expérimentaux que nous avons obtenus en
exploitant les ensembles strong backdoor calculés préc´edemment lors de la résolution d’instances
SAT. Nous avons utilisé le solveurZchaff2 [Moskewicz et al., 2001] que nous avons modifié pour
exploiter les ensembles strong backdoor. Les modificationsapportées au solveur consiste à res-
treindre les choix de l’heuristique de choix de variables aux variables présentes dans les ensembles
strong backdoor. Une fois que toutes les variables contenues ces ensembles sont instanciées, étant
donné queZchaffintègre la propagation unitaire suffisante pour décider de la satisfaisabilité d’un
ensemble de clauses de Horn ou de clauses ordonnées, nous pouvons stopper l’exploration et
décider de la satisfaisabilité s’il n’y a pas de clause falsifiée. Si une clause est falsifiée,Zchaff
déclenche de lui-même un retour-arrière.

Ainsi, la complexité dans le pire des cas de notre approchesse trouve être enO(2|B|) ouB est
l’ensemble strong backdoor que nous avons calculé.

Zchaffest écrit en C++, compilé sous linux et testé sur un ordinateurPIV cadencé à3.0 Ghz
avec 1 Go de RAM.

4.6.1 Instances aĺeatoires

Les premières expérimentations ont été réalisées sur des instances aléatoires toutes non sa-
tisfaisables, avec un ratio#C

#V = 4.25. Nous avons choisi des instances non satisfaisables afin
d’être sûrs que le temps de réponse du solveur n’est pas laconséquence du choix chanceux de
l’heuristique qui aurait mené directement à une solution.

2Version 2003.
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CHAPITRE 4 : CALCUL ET EXPLOITATION DES ENSEMBLES STRONG BACKDOOR

Comme nous l’avons signalé dans la section précédente, ´etant donné que le ratio est supérieur
à 2, les ensembles strong backdoor pour les deux classes desformules de Horn et des formules
ordonnées sont identiques. C’est pourquoi dans le tableau4.4, nous ne précisons pas pour quelle
classe l’ensemble strong backdoor a été calculé, mais seulement le renommage utilisé3 : MC
pour minimisation du nombre de clauses etML pour minimisation du nombre de littéraux.

Dans ce tableau, chaque ligne fournit des données moyennessur 50 instances. On peut y
trouver le temps nécessaire en seconde pour la résolution(Temps), le nombre de nœuds explorés
pendant la recherche (Nœuds), ainsi que la profondeur maximum de l’arbre de recherche atteint
par le solveur pendant la recherche (MxD), et ceci pour les trois méthodes expérimentées. Nous
pouvons constater qu’à tout point de vue, l’exploitation des ensembles strong backdoor améliore
significativement les performances de Zchaff, et il semblerait que plus la taille des problèmes
augmente, plus l’approcheML se différencie en mieux de l’approcheMC.

Nous voyons que les ensembles strong backdoor contiennent en moyenne 50% des variables
des instances aléatoires, ce qui nous permet d’avancer unecomplexité de2n/2 dans le pire des cas.
Or, comme il a été remarqué dans [Audemard et al., 2000], la profondeur de l’arbre de recherche
développé par un solveur sur une instance 3-SAT aléatoire au seuil est bien inférieure àn/2, ce
qui pourrait laisser imaginer qu’il existe des ensembles strong backdoor bien inférieur en taille.
Cependant, du fait des heuristiques de choix dynamiques, ilse peut que100% des variables de
l’instance soient instanciées au moins une fois pendant larecherche. Notre approche nous permet
de décider de la satisfaisabilité en ne s’intéressant qu’à 50% des variables.

4.6.2 Instances ŕeelles et industrielles

3En sachant que les deux classes ont produit les même résultats
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Instance S/U
zchaff zchaff+SBHMC zchaff+SBHML zchaff+SBOMC zchaff+SBOML

tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds
9symml gr rcs w5 U 0,06 1418 0,1 1405 0,1 1371 0,09 1176 0,09 1093
9symml gr rcs w6 S 0,07 1303 0,1 1132 0,1 1092 0,11 1244 0,1 1218
alu2 gr rcs w7 U 11,54 70064 9,1 49411 15,89 62096 12,75 55957 16,97 67533
alu2 gr rcs w8 S 0,19 684 0,23 643 0,22 492 0,22 591 0,22 516
apex7gr rcs w5 S 0,03 701 0,04 499 0,04 426 0,04 509 0,04 548
balancedhidden-...-01 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
balancedhidden-...-02 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
bf0432-007 U 0,02 841 0,09 1594 0,07 1331 0,08 1567 0,1 1785
bf1355-075 U 0,02 239 0,03 204 0,02 125 0,03 204 0,02 160
bf1355-638 U 0,02 206 0,02 167 0,02 102 0,03 300 0,03 274
bf2670-001 U 0,01 88 0,01 95 0,01 90 0,01 108 0,01 69
c499 gr rcs w5 U 0,06 1738 0,12 1883 0,1 1722 0,1 1590 0,08 1124
c880 gr rcs w5 U 0,13 1256 0,21 1203 0,2 1232 0,22 1361 0,18 1076
c880 gr rcs w6 U 2,02 30562 55,41 128987 77,55 145810 65,46 133296 69,5 143863
c880 gr rcs w7 S 0,21 3121 0,26 1113 0,24 950 0,3 1484 0,24 964
ca032 U 0,02 4628 0,12 6694 0,11 6350 0,11 5756 0,14 7119
ca064 U 0,09 20611 0,81 26568 0,79 26953 0,73 24779 0,71 25130
ca128 U 0,42 91141 7,41 144840 5,77 111993 5,81 113453 7,4 138236
clus-1200-4800-. . .-003 S 380,17 601197 392,59 603506 532,56 763287 - - - - 386,9 633071
clus-1200-4919-. . .-001 S 13 127945 34,52 231548 40,04 244409 530,93 787796 88,96 349893
clus-1200-4919-. . .-003 S 209,75 504095 26,75 209017 251,86 566146 170,62 441430 204,44 470170
cnt07 S 0,3 25103 1,43 34590 1,35 32123 1,5 32551 1,76 34032
cnt08 S 9,69 139736 28,98 215696 21,88 191570 24,42 203024 18,55 185133
dp03s03 S 0 59 0 87 0 44 0 41 0 35
dp03u02 U 0 25 0 24 0 18 0 20 0 13
dp04s04 S 0,01 198 0,02 189 0,01 127 0,01 118 0,01 133
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Instance S/U
zchaff zchaff+SBHMC zchaff+SBHML zchaff+SBOMC zchaff+SBOML

tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds
dp04u03 U 0,01 126 0,01 121 0,01 123 0,01 123 0,01 154
dp05s05 S 0,02 238 0,03 216 0,02 229 0,04 348 0,02 187
dp05u04 U 0,04 407 0,05 369 0,05 472 0,05 457 0,05 414
dp06s06 S 0,05 715 0,25 1870 0,18 1237 0,11 883 0,49 3081
dp06u05 U 0,19 1751 0,25 1655 0,29 1763 0,25 1562 0,21 1213
dp07s07 S 0,13 1052 0,19 1129 5,41 16571 0,14 930 0,84 4549
dp07u06 U 1,11 6990 1,6 6636 1,38 5532 1,29 5481 1,44 6113
dp08u07 U 33,16 80134 30,32 62577 46,53 79428 28,52 58346 25,91 57366
dp09s09 S 0,64 4670 2,21 5427 19,59 40603 72,41 113819 0,71 3024
dp10s10 S 377,69 449994 175,49 211362 206 225368 171,37 190503 32,92 58738
dp11s11 S 0,46 3943 243,42 215193 313,36 262402 39,13 52065 570,3 467945
dp12s12 S - - - - - - - - - - - - 333,46 274302 2416,93 1291718
example2gr rcs w5 U 0,09 1866 0,3 2918 0,28 2546 0,13 1520 0,14 1507
ezfact2561 - 476,99 4769049 - - - - - - - - - - - - - - - -
f2clk 50 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
fifo8 100 U 74,12 151084 264,06 105492 258,47 108329 355,34 141962 344,99 136466
hanoi4 S 1,35 15708 3,36 26585 5,54 37972 5,99 37772 1,06 11486
hanoi5 S - - - - 913,19 859670 784,78 769299 626,06 757422 2915,62 1755395
hanoi6fast S 181,4 248892 1020,28 766762 110,5 182502 1462,21 825750 184,21 248646
hanoi6on S 360,95 456578 - - - - 1589,42 969210 - - - - - - - -
hgen2-v700-s504028057 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
hidden-k3-s2-r4-n700-03 S - - - - - - - - - - - - - - - - 1615,69 1383956
ip38 U 3010,57 1082808 2233,59 650405 3077,5 808930 - - - - - - - -
ip50 U - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
k2fix gr 2pinvar w9 U - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
okgen-c1300-v650-11. . . S 0 431 0 194 0 166 0 178 0 165
okgen-c1400-v700-21. . . S 0 442 0 206 0 202 0 208 0,01 187
okgen-c1750-v500-74. . . S 0 299 0,14 2544 0,01 231 0,01 297 0,01 345
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Instance S/U
zchaff zchaff+SBHMC zchaff+SBHML zchaff+SBOMC zchaff+SBOML

tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds
okgen-c2100-v600-19. . . S 0,01 333 0 127 0,01 379 0,01 293 0,01 177
okgen-c2100-v600-53. . . S 0 209 0,01 291 0,06 1220 0,02 412 0,02 328
rand net40-25-1 U 0,25 2533 0,3 2720 0,38 2704 0,28 1985 0,26 2122
rand net40-25-10 U 234,93 442508 389,84 617079 198,15 420511 349,92 539019 277,88 456810
rand net40-25-5 U 198,08 344425 200,5 329849 40,99 132043 164,02 296932 62 169776
rand net40-30-1 U 1,06 8973 1,7 8716 1,95 10464 1,68 8281 1,85 9821
rand net40-30-10 U 58,9 177671 86,72 216328 104,62 267689 85,79 230904 87,27 222487
rand net40-30-5 U 29,86 111978 41,26 119423 41,95 121841 60,97 152623 50,25 133206
rand net40-40-10 U 137,57 311358 152,01 314143 151,21 297820 167,47 320576 137,8 285891
rand net40-40-5 U 53,46 133375 93,78 175079 56,07 127578 78,85 158466 82,52 156776
rand net40-60-10 U - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
rand net50-25-1 U 1,83 16206 2,25 11957 2,56 14847 2,09 13840 2,54 13945
rand net50-25-10 U 949,39 1114736 - - - - 1190,92 1473959 1337,55 1685493 1585,44 1616574
rand net50-25-5 U 1023,63 1003649 1217,02 1144136 1380,47 1135874 1832,24 1401118 1140,09 1123426
rand net50-30-1 U 2,02 11297 3,1 13513 2,45 11336 2,44 9620 3,06 12775
rand net50-30-5 U - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
rand net50-40-5 U 925,42 971865 904,65 873508 1757,23 1262020 1931,45 1361625 1622,49 1165377
rand net50-60-1 U 0,91 4306 0,85 2508 1,71 4865 1,33 3727 0,78 2451
rand net50-60-5 U 3232,64 1561844 - - - - - - - - - - - - 3099,29 1349859
rand net60-25-1 U 9,37 53590 17,84 63317 27,44 81105 13,47 49608 12,54 49883
rand net60-25-10 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
rand net60-30-1 U 0,75 6194 0,87 4790 1,15 6219 1,24 6501 0,84 4196
rand net60-30-10 U - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
rand net60-30-5 U 1295,94 1249286 727,51 833383 1034,97 1085851 633,2 749447 1173,38 1124490
rand net60-40-1 U 14,12 45403 7,54 23076 9,2 28213 8,31 24433 7,02 21481
rand net60-40-5 U - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
rand net60-60-1 U 10,72 38310 8,42 21223 5,36 13569 11,58 25282 12,82 27438
rand net70-25-1 U 113,36 228410 77,98 163133 49,6 126285 72,73 151790 164,66 267168
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Instance S/U
zchaff zchaff+SBHMC zchaff+SBHML zchaff+SBOMC zchaff+SBOML

tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds tps(s) nœuds
rand net70-25-5 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
rand net70-30-1 U 4,34 22635 11,06 31227 8,01 25793 8,01 24073 13,55 35279
rand net70-30-5 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
rand net70-40-1 U 21,17 59838 32,91 62125 31,47 61951 24,97 51430 15,11 38029
rand net70-40-5 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
rand net70-60-1 U 6,32 18136 10,48 19723 12,93 23860 16,38 29544 9,85 19539
rand net70-60-10 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
too large gr rcs w5 U 0,15 2467 0,23 2308 0,19 1596 0,2 1735 0,23 1937
too large gr rcs w6 U 0,18 3641 0,61 5821 0,62 6267 2,87 21577 0,92 9703
too large gr rcs w7 S 0,15 2019 0,25 1765 0,24 1478 0,24 1603 0,22 1371
too large gr rcs w8 S 0,14 790 0,18 640 0,22 1016 0,23 1222 0,21 894
too large gr rcs w9 S 0,15 994 0,23 919 0,24 883 0,22 854 0,22 782
unif-c1000-v500-s13. . . S 0 328 0 151 0 142 0 154 0 144
unif-c1300-v650-s42. . . S 0 431 0 204 0 177 0 190 0 179
unif-c1400-v700-s18. . . S 0 459 0 208 0 195 0 203 0,01 196
unif-c2450-v700-s13. . . S 0,02 755 0,01 302 0,03 649 0,05 895 0,05 995
unif-c2450-v700-s14. . . S 0,01 219 0,1 2101 0,03 634 1,01 12742 0,05 1243
unif-c2600-v650-s20. . . S 10,76 83141 274,48 468181 0,43 7053 250,03 450142 11,48 76866
unif-r3-v700-c2100-02 S 0 343 0,01 181 0,01 183 0,01 185 0,01 191
unif-r4-v700-c2800-03 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
vda gr rcs w7 U 24,04 101515 71,94 143310 50,62 120371 60,7 115218 49,14 111084
vda gr rcs w8 S 204,18 384921 684,72 703527 745,87 764,88 753326 681,23
vda gr rcs w9 S 0,35 3316 0,8 3142 0,72 2755 0,78 3170 0,65 2235
w10 45 U 5,47 18765 17,13 21489 15,19 18780 17,37 21417 15,95 19408
w10 60 U 27,46 51535 122,52 82879 129,99 85195 135,06 86095 124,31 73015
w10 70 U 178,49 137310 282,19 145002 427,46 167610 277 126026 511,79 201524
w10 75 S 90,55 126213 323,09 174081 154,88 101746 324,86 181654 214,23 137091

TAB . 4.5 – ZChaff sur les instances issues des compétitions SATprécédentes97



4.7 Ensembles strong backdoor pour les formules bien imbriquées

Nous avons ensuite expérimenté la résolution d’instances issues des précédentes compétitions
SAT en exploitant les ensembles strong backdoor. Le tableau4.5 indique les résultats que nous
avons obtenus sur une partie de ces instances, en utilisant les ensembles strong backdoor calculés
pour les deux classes de formules de Horn et de formules ordonnées à l’aide des deux méthodes uti-
lisant les renommages orientés nombre de clauses (∗MC) et nombres de littéraux (∗ML). Enfin,
la colonneS/U nous renseigne sur la satisfaisabilité éventuelle de l’instance (S pour satisfaisable
etU pour non satisfaisable).

Ce que l’on peut en conclure, c’est que l’exploitation des ensembles strong backdoor en
général semble améliorer soit le temps de résolution, soit la taille de l’espace de recherche (nombre
de nœuds). Il semble néanmoins difficile de conclure que lesensembles d’une classe sont plus per-
tinents que ceux d’une autre. Nous constatons que cela dépend beaucoup de l’instance considérée,
comme le montre les instancesrand net.

4.7 Ensembles strong backdoor pour les formules bien imbriquées

Nous montrons dans cette section pourquoi la taille des ensembles strong backdoor pour
les formules bien imbriquées, notés ensembles strongimbriqué-backdoor par la suite, pour des
problèmes 3-SAT générés aléatoirement au seuil de difficulté 4.25 sera au minimum égale à 60%
de l’ensemble des variables du problème.

Il est précisé dans [Knuth, 1990] que le nombre maximum d’´eléments (littéraux) présents dans
un ensemble de formules bien imbriquées ne peut dépasser2m+n, avecn le nombre de variables
booléennes etm le nombre de clauses. Ce qui signifie que dans un problèmek-SAT, pour qu’un
ensemble de formules soient potentiellement bien imbriqu´ees selon un ordre donné, il faut s’assu-
rer que :km < 2m+ n, soit :m < n

k−2 .
Pour un problème3-SAT, cela signifie quem < n. Dans le cas de problèmes générés aléatoirement

ceux-ci représentent des problèmes triviaux en général car les problèmes3-SAT aléatoires diffi-
ciles ont un rapport entrem et n de l’ordre de4.25. En d’autres termes, un problème3-SAT
aléatoire au seuil ne peut en aucun cas être un ensemble de clauses bien imbriquées.

Quel serait la taille d’un ensemble strong backdoor pour de tels problèmes ?
Le nombre total de littéraux d’une instance3-SAT au seuil de difficulté4.25 est de l’ordre

de4.25 × 3 × n, soit 12.75n. En admettant qu’elles soient équitablement répartis, il y aurait en-
viron 6.35 occurrences positives et autant de négatives de chaque variable. En interprétant une
variable (quelle que soit la valeur choisie), nous diminuerions de6.35 le nombre de clauses.
Ainsi, en supposant que cette quantité ne change pas au cours d’interprétations successives (nous
considérons que nous supprimons toujours6.35 clauses à chaque interprétation), nous pouvons
dire qu’aprèsx interprétations, il resten − x variables à instancier etm − 6.35x clauses (avec
m = 4.25n). L’ensemble des clauses ne pourront être bien imbriquées que lorsque nous aurons :
4.25n − 6.35x < n − x, soitx > 3.25

5.36 ≡ x > 0.6n. Il faudra donc au minimum interpréter 60%
des variables pour que la formule simplifiée ait une chance d’être une formule bien imbriquée, ce
qui signifie qu’un ensemble strongimbriqué-backdoor contiendra au minimum 60% des variables
du problème, d’autant que rien ne dit qu’une fois qu’il restera moins de clauses que de variables,
la formule soit bien imbriquée pour un quelconque ordre.

Nous en déduisons donc que la classe des formules bien imbriquées n’est pas une bonne can-
didate pour le calcul d’ensemble strong backdoor sur des instances aléatoires. De plus, étant donné
qu’il n’existe aucun moyen de trouver un ordre pour lequel une formule soit bien imbriquée, cette
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classe n’est malheureusement pas exploitable en pratique.

4.8 Conclusions et perspectives

4.8.1 Conclusions

L’identification et l’exploitation des structures cachées dans un problème SAT sont des clés
permettant de contrecarrer l’explosion combinatoire de sarésolution. Il arrive néanmoins que cette
identification soit elle même difficile à réaliser de manière exacte. C’est le cas des ensembles
strong backdoor, pour lesquels les méthodes exactes peinent à traiter des instances contenant plus
de 50 variables.

Nous avons proposé dans ce chapitre une méthode pour calculer des ensembles strongF-
backdoor pourF dans{ Horn, Horn-renommable, ordonnée et ordonné-renommable} basé sur
une méthode de recherche locale permettant de traiter des instances contenant plusieurs milliers de
variables. Cette méthode se décompose en deux étapes : lecalcul d’un renommage permettant de
minimiser soit le nombre de clauses non Horn (resp. non ordonnées) ou bien le nombre de littéraux
positifs présents dans la partie non Horn (resp. non ordonnée), suivi du calcul de l’ensemble strong
backdoor à partir de la formule renommée.

Nous avons constaté que le calcul du renommage en pré-traitement permettait de réduire si-
gnificativement la taille des ensembles strong backdoor. Demême, la minimisation du nombre de
littéraux dans la partie non Horn de la formule renommée a permis également de réduire encore
la taille des ensembles strong backdoor par rapport à la minimisation du nombre de clauses de
la partie non Horn. Enfin, le passage aux formules ordonnées, extension naturelle des formules
de Horn, nous a permis de réduire encore la taille des ensembles strong backdoor sur certaines
instances réelles ou industrielles, tout en garantissantque dans le pire des cas, cette taille ne serait
pas augmentée.

L’exploitation des ensembles strong backdoor que nous avons réalisé pour la résolution pra-
tique des instances SAT nous a mené aux constatations suivantes. Tout d’abords d’un point de vue
général, il paraı̂t difficile de dire quel renommage, entre celui minimisant le nombre de clauses et
celui minimisant le nombre de littéraux, mène à de meilleurs résultats. En effet, sur les instances
réelles comme aléatoires, les performances des solveursexploitant les ensembles strong backdoor
sont équivalentes, bien que les ensembles strong backdoorsoient plus petite avec le renommage
minimisant le nombre de littéraux. Peut-être est-ce due au nombre de clauses non Horn (ou non
ordonnées) qui est plus important pour ce renommage.

Les performances pour la résolution d’instances réellesou industrielles sont assez mitigées.
Nous avons constaté que sur certaines classes les gains en temps pouvaient être importants alors
que sur d’autres classes on note même des pertes. Néanmoins de manière générale, le nombre de
nœuds parcourus est inférieur lorsque les ensembles strong backdoor sont utilisés.

Concernant les instances aléatoires, la taille moyenne des ensembles strong backdoor est
légèrement inférieure à 50% de l’ensemble des variables des instances. Les performances en terme
de temps, aussi bien en temps qu’en nombre de nœuds, sont nettement meilleures sur ces instances.
En effet, nous avons pu constater un gain de plus de 20% pour larésolution des instances à 300
variables.

La méthode de calcul d’ensembles strong backdoor que nous avons proposé s’avère donc
efficace et capable de traiter des instances de grandes tailles. L’exploitation que nous avons fait
des ensembles strong backdoor lors de la résolution s’avère quant à elle intéressante surtout sur
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les instances aléatoires où des gains substantiels ont été réalisés.

4.8.2 Perspectives

À l’heure actuelle, nous envisageons deux suites possiblesà donner à ces travaux.

Extensionà d’autres classes polynomiales

Le problème de calcul d’ensembles strong backdoor de taille minimale est un problème dif-
ficile. L’utilisation de méthodes de recherche locale pource calcul nous a permis de le rendre
praticable pour un certain nombre de classes polynomiales.

Le première perspective que nous envisageons pour ces travaux concerne le calcul d’en-
sembles strong backdoor pour d’autres classes polynomiales. Nous pensons en particulier aux
formules presque Horn ou presque ordonnées. L’idée consiste à calculer le meilleur Horn renom-
mage d’une formule à l’aide de WalkHorn, puis de relancer leprocessus sur la partie non Horn et
ainsi de suite jusqu’à l’obtention d’un point fixe. Ceci revient à calculer le reste itéré de la formule
[Luquet, 2000]. Il resterait ensuite à calculer un ensemble strong backdoor sur ce reste itéré et à
trouver un moyen d’obtenir un ensemble strong backdoor de laformule d’origine en partant de
celui-ci.

Les ensembles strong backdoor et le problème Max-SAT

La seconde perspectives que nous envisageons consiste à étendre le concept d’ensembles
strong backdoor au problème d’optimisation Max-SAT. Cependant, elle se heurte à un problème de
taille : il n’existe pas de classe polynomiale connue pour leproblème Max-SAT à l’heure actuelle.

En effet, toutes les classes polynomiales connues pour le problème de décision de SAT ne le
sont plus lorsque l’on s’intéresse au problème d’optimisation Max-SAT. C’est le cas notamment
pour les clauses binaires et les clauses de Horn qui sont la base de la quasi-totalité des classes
référencées [Creignou et al., 2001]. Cependant, bien que non polynomiale dans le pire des cas, le
problème Max-SAT pour un ensemble de clauses de Horn devrait pouvoir être traité en exploitant
les propriétés de ces formules, en l’occurrence la constatation qu’un ensemble de clauses de Horn
qui ne contient pas de clause unitaire positive est satisfaisable.

Voici comment exploiter cette propriété : comme pour le problème SAT où nous utilisons un
algorithme de type DPLL en le forçant à choisir ses variables de branchements dans un ensemble
strong Horn-backdoorB, nous utiliserions un algorithme classique de typeBranch & Boundque
nous forcerions à brancher sur les variables de l’ensemblestrong backdoor. Une fois toutes les va-
riables deB interprétées, si il n’y a pas de clause unitaire positive,alors la borne supérieure comp-
tant le nombre minimum de clauses falsifiées peut être abaisser à la valeur courante du nombre de
clauses falsifiées car le reste de la formule peut être satisfaite. Cela éviterait d’énumérer sur les
variables restantes. Dans le cas où il y aurait des clauses unitaires positives, le choix des variables
de branchements seraient orienté vers les variables apparaissant dans ces clauses unitaires posi-
tives jusqu’à ce qu’il n’y en ai plus. Quand il n’y aura plus de clauses unitaires positives, le même
traitement sera appliqué sur le borne supérieure.

Force est de constater que dans le pire des cas, il y aura des clauses unitaires positives jusqu’au
bout de l’énumération, ce qui nous empêche d’avancer unecomplexité enO(2|B|) pour cette
méthode qui reste enO(2n). L’intégration de ce traitement particulier dans un solveur Max-SAT
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performant devrait permettre de déclencher des retour-arrières plus tôt et à moindre coût. Un tel
solveur est en cours de développement, il est basé sur le solveur maxsatz[Li et al., ].

Cette méthode pourrait également exploiter les ensembles strong ordonné-backdoor.
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Chapitre 5

Voisinage consistent pour le probl̀eme
SAT
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5.2 Préliminaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.3 Composants deCN -SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.3.1 Interprétation partielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 106
5.3.2 Voisinage consistant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .106
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5.1 Introduction

La recherche locale est un des paradigmes fondamentaux pourla résolution de problème à forte
combinatoire comme le problème SAT. Elle constitue la basede certaines méthodes de résolution
les plus efficaces pour des problèmes de grande taille et difficile rencontrés dans beaucoup d’ap-
plications réelles. En dépit des avancées considérables des méthodes complètes, les méthodes de
recherche locales représentent la seule issue praticablepour résoudre ces instances de taille im-
portante et complexes.

La plupart des méthodes de recherche locale sont basées sur une exploration partielle de l’es-
pace de recherche [Selman et al., 1992b, Hoos et Stützle, 2004]. Plus précisément, elles partent
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d’une interprétation complète (de toutes les variables du problème) inconsistante générée aléatoi-
rement ou à l’aide d’une heuristique, et tentent de la réparer en effectuant des changements mi-
neurs sur cette interprétation candidate. Typiquement, ces changements sont opérés en inversant
la valeur de vérité de certaines variables jusqu’à ce quel’interprétation devienne un modèle de la
formule CNF. Le choix de la variable dont la valeur de vérit´e est changée peut être réalisé selon
plusieurs heuristiques, généralement dépendantes du nombre de clauses satisfaites.

Une des améliorations les plus importantes pour ces méthodes consiste à intégrer une stratégie
de« marche aléatoire» pendant la résolution, produisant l’algorithmeWalkSatet ses variantes :
Novelty, Novelty+, R-Novelty and R-Novelty+ [Selman et al., 1994] [McAllester et al., 1997]

[Hoos, 1999] [Hoos et Stützle, 2000]. Ces méthodes contrˆolent la marche aléatoire en mo-
difiant une valeurp (paramètre de bruit), permettant d’introduire une phase de diversification à
une phase d’amélioration stricte de la valeur de la fonction objectif (méthode de descente). Plus
récemment, dans [Li et Huang, 2005], un nouveau mécanismede diversification a été proposé, per-
mettant de faire des choix déterministes aux lieux d’aléatoires pour élargir l’espace de recherche
parcouru, assurant systématiquement une amélioration de la solution courante. Les méthodes de
recherche locale intégrant une phase de diversification aléatoire sont appeléesméthodes de re-
cherche locale stochastiques.

Les dernières méthodes de résolution du problème SAT offrent un large panel de méthodes de
recherche locale. Par exemple, Mazureet al.ont introduit un algorithme basic de recherche taboue
pour SAT, TSAT [Mazure et al., 1997], où une longueur optimale de la liste taboue est mise en
évidence pour les instances K-SAT aléatoires difficiles.

Hirsch et Kojevnikov [Hirsch et Kojevnikov, 2005] ont développé un solveur SAT efficace,
UnitWalk, en combinant une recherche locale et un procédéd’élimination des clauses unitaires.

Lardeuxet al. [Lardeux et al., 2005] ont introduit une logique tri-valuée dans laquelle la va-
leur indétermińeeest ajoutée. Ce formalisme a permis de concevoir un algorithme de recherche
locale manipulant à la fois des interprétations partielles et complètes, et d’introduire de nouveaux
mécanismes de diversification et d’intensification.

Dans [Smyth et al., 2003], Smythet al.ont introduit un nouvel algorithme de recherche locale
stochastique, Iterated Robust Tabu Search (IRoTS) pour le problème MAX-SAT (la version d’op-
timisation du problème SAT), qui combine deux méthodes derecherche locale , Iterated Local
Search (ILS) [Ramalhinho-Lourenço et al., 2000] et RobustTabu Search (RoTS) [Taillard, 1991].

Enfin, dans [Pham et al., 2007], un moyen original d’exploiter la structure des problèmes SAT,
en particulier les chaı̂nes d’équivalences, généralement intégré au solveurs complets, a été intro-
duit dans les solveurs incomplets. Cette nouvelle méthodes’avère très efficace sur les instances
structurées.

Tous ces algorithmes, excepté celui utilisant la logique tri-valuée [Lardeux et al., 2005], auto-
risent la falsification de certaines clauses en visitant desinterprétations inconsistantes et complètes.

Dans ce chapitre, nous proposons un nouvel algorithme de recherche locale pour SAT ap-
peléCN -SAT qui ne visite que des interprétations partielles consistantes. Au lieu de générer
une interprétation complète et inconsistante, il essaiede construire un modèle en affectant les va-
riables une à une à la manière d’une méthode complète. Chaque fois qu’un conflit survient, alors
qu’une méthode complète aurait déclenché un retour-arrière (backtrack), notre méthode libère un
ensemble minimum de variables impliquées dans les clausesfalsifiées pour restaurer la consis-
tance. Ainsi, pour une interprétation partielle donnée,ce mécanisme ne visite que levoisinage
consistantde l’interprétation courante. Cette idée a été initiée dans le cadre des CPS binaires
[Vasquez et al., 2005].
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Pour s’assurer que notre méthode n’instancie et ne libèrepas toujours les même variables,
nous couplons notre algorithme avec une liste taboue [Glover et Laguna, 1997] pour laquelle nous
verrons expérimentalement que la durée du statut tabou (tabu tenureen anglais) peut être empi-
riquement fixée. Ces expérimentations montreront aussi que cette méthode peut être efficace sur
plusieurs classes d’instances, et résout même des instance que R-Novelty+ ne résout pas.

Ces travaux ont donné lieux aux publications suivantes : [Paris et al., 2007a], [Habet et al., 2007].

5.2 Préliminaires

Consistance locale

Pour une CNFΣ, une interprétation partielle d’un ensemble de variablesS ⊂ V(Σ) est loca-
lement consistante si et seulement si aucune clause impliquant les variables deS n’est falsifiée.
De plus, une interprétation partielle qui ne peut pas appartenir à un modèle est unnogood.

Recherche taboue

Une recherche taboue (RT ) est une méta-heuristique conçue pour aborder les probl`emes
d’optimisation combinatoires [Glover et Laguna, 1997]. Contrairement aux approches purement
aléatoires,RT est basée sur la croyance qu’une recherche intelligente devrait inclure une forme
plus systématique d’exploration, basée sur une mémoireet un apprentissage adaptatifs.RT peut
être décrite comme une forme de recherche dans un voisinage avec un ensemble de composants
critiques et complémentaires.

Pour un problème d’optimisation(S, f), caractérisé par un espace de rechercheS (composé
des interprétations possibles) et une fonction objectiff , un voisinageN est introduit, qui asso-
cie à chaque interprétations de S un sous-ensemble non videN (s) de S. Un algorithmeRT
typique commence avec une interprétation initiales dansS, puis visite successivement une série
de« meilleures» interprétations locales en suivant la fonction de voisinage. À chaque itération,
un des meilleurs voisinss′ ∈ S est sélectionné pour devenir l’interprétation courante, même sis′

n’améliore pas l’interprétation courante du point de vuede la fonction objectif.
Pour éviter l’apparition de cycle lors du parcours de l’espace de recherche, et permettre à la

recherche de quitter des optimums locaux, une liste taboue est introduite. Ceci ajoute une compo-
sante mémoire à la méthode. En effet, une liste taboue maintient un historique sélectionnéH, com-
posé des interprétations visitées précédemment, ou plus généralement, certains attributs pertinents
de ces interprétations. Une stratégie simple consiste àempêcher les interprétations contenues dans
H d’être considérées à nouveau pour lesk prochaines itérations (k est appelé ladurée taboue).
Cette durée peut varier en fonction des différents critères et dépend généralement du problème
considéré.À chaque itération,RT cherche le meilleur voisin des dansN (H, s) maintenu à jour
dynamiquement, au lieu deN (s) lui-même.

Quand les attributs des interprétations sont enregistrés dans la liste taboue au lieu des in-
terprétations elles-mêmes, la liste taboue peut empêcher certaines interprétations non visitées,
mais néanmoins intéressantes, d’être considérées. Des critères d’aspiration peuvent être utilisés
pour palier ce problème. Le critère d’aspiration le plus utilisé consiste à annuler le statut tabou
d’un mouvement qui aboutit à une interprétation meilleure que toutes celles obtenues jusqu’à lors.
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5.3 Composants deCN -SAT

Nous allons décrire dans cette section la méthode que nousproposons (CN -SAT ) pas à
pas. Nous commençons par les définitions d’interprétations partielles et de la notion de voisinage
consistant, puis nous détaillons les différents composants de l’algorithme que nous proposons.

5.3.1 Interprétation partielles

Dans la plupart des algorithmes de recherche locale (RL) pour SAT, une interprétation est
une interprétation de toutes les variables du problème. L’espace de recherche correspond à l’en-
semble de toutes les interprétations qui sont soit des mod`eles, soit des interprétations qui mènent
à une contradiction. Dans le cas d’une instance SAT àn variables, une interprétation peut être
représentée par un vecteur de dimensionn ; s = (v1, v2, ..., vn) tel que∀i = 1 · · · n, vi ∈ {0, 1}
est la valeur de vérité de la variablexi.

Comme nous l’avons annoncé dans la section 1, dans notre approche l’espace de recherche est
constitué d’interprétations partiellesnotéessi = (vi1 , vi2 , ..., vini

) oùni variables sont instanciées
(ni = |si| ≤ n). Dans ces interprétations, les variables non encore instanciées sont affectées à la
valeurindétermińeeu.

5.3.2 Voisinage consistant

Les algorithmes de recherche locale classiques remplacentune interprétations par une nou-
velle interprétation obtenue en opérant un mouvement, noté mv(xi, vi), qui modifie la valeur
courante de la variablexi de s[xi] à vi. Dans notre approche, nous définissions un mouvement
comme suit : tout d’abord, les mouvements ne s’appliquent qu’aux variables libres (instanciées à
la valeuru). Ensuite, ils sont suivis par une restauration de la consistance qui libère au moins une
variable par clause falsifiée. L’ensemble des interprétations ainsi atteintes représente le voisinage
consistant des.

De cette manière, seules les interprétations localementconsistantes sont évaluées dansN ,
interprétations qui peuvent être distantes les unes des autres par plus d’une affectation. Pour res-
ter concis, nous conserverons la notationmv(xi, vi) pour la nouvelle définition d’un mouve-
ment, mais un tel mouvement consiste en un ancien mouvement,dit élémentaire,mv(xi, vi) suivi
éventuellement d’un certain nombre de mouvements de la formemv(xj , u) nécessaires à la res-
tauration de la consistance.

5.3.3 Évaluation du voisinage

Les méthodes de recherche locale comme WalkSat partent d’une interprétation générée aléatoi-
rement, qui est complète et inconsistante, et tentent de laréparer jusqu’à satisfaire toutes les
clauses. En conséquence, la fonction objectif est celle qui maximise le nombre de clauses sa-
tisfaites, et le passage d’une interprétation à une autreest guidé par la valeur de cette fonction.

Dans l’approcheCN -SAT , le critère d’évaluation d’une interprétation estle nombre de va-
riables instancíeesdanss. Ainsi, la fonction objectif à maximiser estf = |s|. Cependant, plutôt
que d’évaluer un mouvement en comptant le nombre de variables instanciées après l’avoir ef-
fectué, nous calculons le nombre de variables libérées si ce mouvement est effectué. En effet, la
difficulté réside dans le fait de libérer le moins de variables possible à chaque mouvement, ainsi,
une fois les variables à libérer connues, avec leur nombre, nous pouvons immédiatement savoir
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combien de variables seront instanciées au total après cemouvement. Pour ce faire, une fonction
δ est calculée.

Algorithme 9 evaluate N
Fonction evaluate N
Entr ée : Une interprétations et une formule CNFΣ
Sortie : La liste des meilleurs mouvement possible pour améliorers

1: δ¬tabu
min ← nbV ar(Σ) ;

2: Lcand ← ∅ ;
3: pour toutxi ∈ s, tel quexi = u faire
4: pour chaquek ∈ {0, 1} faire
5: si (xi, k) n’est pas taboualors
6: si δ(xi, k) < δ¬tabu

min alors
7: δ¬tabu

min ← δ(xi, k) ;
8: Lcand ← (xi, k) ;
9: sinon

10: si δ(xi, k) = δ¬tabu
min alors

11: Lcand ← Lcand ∪ {(xi, k)} ;
12: fin si
13: fin si
14: fin si
15: fin pour
16: fin pour
17: retourner Lcand

Plus précisément, sis′ est l’interprétation obtenue à partir des en appliquant le mouvement
mv(xi, k) alorsδ(xi, k) retourne le nombre de variables déjà instanciées qui seront libérées (i.e.
affectées àu) si xi est affectée àk, k ∈ {0, 1}. L’évaluation du voisinage d’une interprétation
est réalisée par l’algorithme 9, oùδ¬tabu

min est la valeur minimale deδ biaisée par le statut tabou de
certaines variablesi.e. seuls les mouvements non tabous sont considérés.

5.3.4 Calcul deδ

Exemple

Rappelons que la valeurδ correspond au nombre de variables qui doivent être libér´ees (af-
fectées àu) pour un mouvement donné.

Par exemple, considérons l’ensemble des clauses suivant :
(c1) : ¬x1 ∨ x2 ∨ ¬x4 ∨ ¬x6 (c2) : ¬x1 ∨ ¬x5

(c3) : x2 ∨ ¬x3 ∨ ¬x4 ∨ ¬x7 (c4) : x2 ∨ ¬x3 ∨ ¬x5

(c5) : ¬x6 ∨ ¬x7 ∨ x4 (c6) : ¬x8 ∨ x4

(c7) : ¬x6 ∨ ¬x7 ∨ x5 (c8) : ¬x8 ∨ x5

et l’interprétations suivante :s = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) = (1, 0, 1, u, u, 1, 1, 1), où
les variablesx4 etx5 sont libres.

Avant d’évaluer les différents mouvements, donnons la table de vérité du∨ pour la logique
tri-valuée{0, 1, u} :
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x y x ∨ y
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
0 u u
u 0 u
1 u 1
u 1 1
u u u

TAB . 5.1 – Table de vérité du∨ pour la logique tri-valuée.

Au regard de ce tableau, toutes les clauses de notre exemple prennent la valeuru pour l’in-
terprétations, nous devons donc calculerδ pour les affectations des variablesx4 etx5 à1 et0 :

– δ(x4, 1) = 1 cela signifie que si l’on affectait la valeurvrai à x4 nous devrions libérer
unevariable pour restaurer la consistance : icix2. En fait, affecterx4 à vrai falsifierait les
clauses(c1) et (c3). La libération dex2 supprime cette falsification.

– δ(x4, 0) = 2 : si x4 était affectée àfaux nous devrions libérerdeuxvariables :x6 et x8

sinon les clauses(c5) et (c6) seraient falsifiées.
– δ(x5, 1) = 2, x1 etx2 devraient être libérées sinon les clauses(c2) et(c4) seraient falsifiées.
– δ(x5, 0) = 2, x6 etx8 devraient être libérées pour éviter de falsifier les clauses(c7) et (c8).

Après cette évaluation, le mouvement sélectionné pourl’itération courante devrait minimiser la
valeur deδ. Ainsi,mv(x4, 1) serait sélectionné (oùx4 est affecté àvrai etx2 àu). Notons que cet
exemple ne prend pas en compte le statut tabou des différents mouvements.

Algorithme d’ évaluation approch́ee deδ

Calculer l’ensemble minimal des variables à libérer apr`es une affectation est équivalent au
problème du calcul d’un transversal minimal (minimal Hitting-Set) d’un hypergraphe, qui est NP-
difficile [Kavvadias et Stavropoulos, 2005].

Reprenons l’exemple précédent, affecterx4 à vrai falsifie les clauses(c1) et (c3) et satis-
fait (c5) et (c6). Pour maintenir la consistance, nous devons sélectionnerun nombre de variables
apparaissant dans(c1) et (c3) (exceptéx4 pour ne pas boucler).

Si on réduit(c1) et(c3) en supprimantx4, on obtient les sous-clauses(c′1) : ¬x1∨x2∨¬x6 et
(c′3) : x2 ∨ ¬x3 ∨ ¬x7 qui sont falsifiées. On peut les représenter par un hypergrapheG = (V,E)
où V = {x1, x2, x3, x6, x7} est l’ensemble des sommets etE = {(x1, x2, x6), (x2, x3, x7)} est
l’ensemble des hyper-arètesi.e.chaque hyper-arète représente une clause. Le transversal minimal
de l’hypergrapheG est l’ensemble{x2}. Pour approximer cet ensemble minimal, nous utilisons un
algorithme glouton simple basé sur le degré des sommets. Cet algorithme choisit successivement
le sommet ayant le degré le plus fort dans les hyper-arètesnon traitées, puis le retire et marque
les hyper-arètes le contenant comme étant traitées. Ce procédé est répété jusqu’à ce que toutes
les hyper-arètes sont diminuées d’au moins un sommet. L’ensemble des variables associées aux
sommets qui ont été retirés constitue notre ensemble minimal de variables à libérer. L’algorithme
10 décris cette méthode.
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Algorithme 10 Approx Min Hitting-Set
Fonction ApproxMinHittingSet
Entr ée : xi : une variable,k : une valeur booléenne,Σ : une formule CNF,s : une interprétation

partielle (modèle en cours de construction)
Sortie : un ensemble de variables dont la taille est la plus petite possible à libérer pour restaurer

la satisfaisabilité deΣ, si on étend le modèle partiels avecxi ← k.
1: MinTrans← ∅ ; {le futur transversal minimal}
2: SC ← toutes les clauses falsifiées par l’affectation dexi àk ;
3: retirerxi (ou¬xi en fonction de la valeur dek) de chaque clauses deSC ;
4: entierfixed[|SC|] ; {un tableau de|SC| entiers}
5: pour chaque clausec ∈ SC faire
6: fixed[c]← 0 ;
7: fin pour
8: pour chaque clausec ∈ SC telle que pour chaque clausec′ ∈ SC (c 6= c′), c ∩ c′ = ∅ faire
9: MinTrans←MinTrans∪choose var in clause(c) ; {Sélection de la variable à libérer

pour éviter l’inconsistance}
10: fixed[c]← 1 ; {la clausec n’est plus falsifiée}
11: fin pour
12: tant que ∃c ∈ tel quefixed[c] = 0 faire
13: Soit l ∈ SC tel que∀l′ ∈ SC, l 6= l′, Occ(l) ≥ Occ(l′) {Occ(l) désigne le nombre de

clauses deSC dans lesquellesl apparaı̂t}
14: pour chaque clausec ∈ SC telle quel ∈ c faire
15: fixed[c]← 1 ;
16: fin pour
17: MinTrans←MinTrans ∪ l {Plus précisément la variable associée àl}
18: fin tant que
19: retourner MinTrans

Algorithme d’ évaluation exacte deδ

Parallèlement à l’algorithme glouton, nous avons développé un algorithme de calcul exact pour
δ décrit par l’algorithme 11. Il commence par initialiser uncertain nombre de structures (lignes
1 à 9), puis traite les clauses indépendantes1 en choisissant arbitrairement, pour chacune d’elles,
une de leur variable à libérer (fonctionchoose var in clause(c)). Ensuite un algorithme simple
de Branch & Bound est appelé (cf. algorithme 12) pour finir deproduire l’ensemble minimal de
variables à libérer (δ). Pendant sa construction, cette ensemble est appeléHS dans les algorithmes
11 et 12.

5.3.5 Gestion de la liste taboue

Nous avons décrit une méthode utilisant des mouvements multi-attributs (impliquant plu-
sieurs variables), pouvant ainsi produire des cycles dans l’espace de recherche. Pour éviter de
tels phénomènes nous introduisons une liste taboue de mouvements interdits. Avant de détailler

1Nous considérons indépendantes les clauses dont les littéraux qui les composent n’apparaissent dans aucune autre
clause.
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Algorithme 11 Exact Min Hitting-Set
Fonction ExactMinHittingSet
Entr ée : xi : une variable,k : une valeur booléenne,Σ : une formule CNF,s : une interprétation

partielle (modèle en cours de construction)
Sortie : un ensemble de taille minimale de variables à libérer pourrestaurer la satisfaisabilité de

Σ, si on étend le modèle partiels avecxi ← k.
1: SC ← toutes les clauses falsifiées par l’affectation dexi àk ;
2: retirerxi (ou¬xi en fonction de la valeur dek) de chaque clauses deSC ;
3: SL← ∅ ; {un ensemble vide de littéraux}
4: MinCover ← ∅ ; {le futur transversal minimal}
5: B ← |SC|+ 1 ; {la taille du transversal minimal dans le pire des cas}
6: entierfixed[|SC|] ; {un tableau de|SC| entiers}
7: pour chaque clausec ∈ SC faire
8: fixed[c]← B ;
9: fin pour

10: pour chaque clausec ∈ SC telle que pour chaque clausec′ ∈ SC (c 6= c′), c ∩ c′ = ∅ faire
11: SL ← SL ∪ choose var in clause(c) ; {Sélection de la variable à libérer pour éviter

l’inconsistance}
12: fixed[c]← −1 ; {la clausec n’est plus falsifiée}
13: fin pour
14: c← première clause deSC telle quefixed[c] 6= −1 ;
15: pour chaque littérall dec faire
16: MinHittingSet(SL ∪ l, 0, B, l, SC, fixed,HS) ;
17: fin pour
18: MinCover ← HS ;
19: retourner MinCover

les spécificités de cette liste, rappelons d’abord qu’un mouvementmv(xi, vi) consiste en l’affecta-
tion devi àxi, puis la libération der variablesxj1, ..., xjr pour pallier la falsification de certaines
clauses. Si un tel mouvement est appliqué alors les mouvementsmv(xj1 , vj1), ..., mv(xjr , vjr)
seront considérés tabous durant un certain nombre d’itérations pour éviter de libérerxi trop tôt.

Par ce procédé, nous rendons tabou toutes les valeurs de variables libérées qui sont en conflit
avec la nouvelle valeur dexi. Nous définissons dynamiquement la durée de l’interdiction d’une
affectation de la variablexk à la valeurvk en fonction du nombre de fois oùxk a été affectée
à vk depuis le début de la recherche. Ce nombre que nous notonsfreq(xk, vk) correspond à la
fréquence du mouvementmv(xk, vk). À chaque itérationiter, nous fixons le statut tabou pour
chaque couple (variable,valeur) des variables libéréesà : tabou(xj , k) = iter + α× freq(xj, k),
où k est la valeur à laquelle la variablexj était affectée avant de la libérer etα est un coefficient
utilisé pour paramétrer la longueur de la liste taboue. Ainsi, le statut tabou du couple(xj , vj)
est proportionnel à la fréquence à laquellexj a été affectée àvj depuis le début de la recherche
et l’empêche donc d’y être affecté trop souvent. Par ailleurs, le statut tabou d’un mouvement
mv(xi, vi) tel ques′ = s+mv(xi, vi) est annulé si|s′| > |s∗| (où s∗ est l’interprétation la plus
complète obtenue depuis le début de la recherche). Ceci correspond au critèred’aspiration. Dans la
fonctionevaluate N , la conditionn’est pas taboucorrespond à(tabu(xi, k) ≤ iter∨|s

′| > |s∗|).

110



CHAPITRE 5 : VOISINAGE CONSISTENT POUR LE PROBLÈME SAT

Algorithme 12 Min Hitting-Set
Procédure MinHittingSet
Entr ée : SL : un ensemble de littéraux,depth, B : entier,lit : un littéral,SC : un ensemble de

clauses,fixed[|SC|] : entier,HS : un ensemble de littéraux.
Sortie : HS : un des plus petits transversaux minimaux deSC, etB : sa taille.

1: si |SL| < B alors
2: pour chaque clausec deCS telle quelit ∈ c et fixed[c] ≥ depth faire
3: fixed[c]← depth ;
4: fin pour
5: si il n’y a plus de clause falsifiéealors
6: B ← |SL| ;
7: HS ← SL ;
8: sinon
9: c← première clause deSC telle quefixed[c] ≥ depth ;

10: pour chaque littérall dec faire
11: HittingSet(SL ∪ l, depth+ 1, B, l, SC, fixed, HS) ;
12: fin pour
13: fin si
14: fin si

5.3.6 Diversification et intensification

Le but de la diversification est d’aider la recherche à quitter les minima locaux de la fonction
objectif. Dans ce but, nous introduisons un procédé de diversification simple, mais souvent effi-
cace, qui consiste à redémarrer la recherche avec une nouvelle interprétation partielle et consistante
différente de la précédente. Cette nouvelle tentative s’accompagne toujours d’une initialisation de
la liste taboue à vide. Plus précisément, nous autorisons un nombre fixé de tentatives, et à cha-
cune d’elles, la recherche taboue explore l’espace de recherche d’un point initial (interprétation)
différent des précédents essais.

Par opposition à la diversification, l’intensification tente de concentrer la recherche dans des
zones prometteuses de l’espace de recherche. Pour atteindre ce but, nous vidons la liste taboue,
augmentons le coefficientα (pour augmenter la durée de restriction des mouvements tabous), et
nous relançons la recherche à partir de la meilleur solution trouvées∗. La phase d’intensification
est appelée sous deux conditions : tous les mouvements candidats sont tabous (Lcand = ∅), ou un
certain nombre d’itérations préalablement fixé est atteint.

5.3.7 Voisinage consistant pour SAT

La combinaison de tous les points, décrits dans les précédentes sections, nous amène à un
algorithme de recherche taboue sur un voisinage consistantpour SAT (CN -SAT ) :

L’algorithmegreedy() tente d’affecter une variable libre tant qu’aucune clause n’est falsifiée.
Sa caractéristique principale est de produire une interprétation partielle différente à chaque appel.
Cela permet une certaine diversification de la recherche comme expliqué précédemment.À chaque
tentative, nous générons ainsi la première interprétation partielle consistante, et effectuons un cer-
tain nombre de mouvements jusqu’à ce qu’une interprétation complète consistante soit trouvée, ou
bien jusqu’à atteindre un nombre fixé de mouvements, ou encore jusqu’à ce qu’aucun mouvement
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Algorithme 13 CN -SAT
ProcédureCN -SAT
Entr ée : Un formule CNFΣ et deux entiermax tries etmax moves
Sortie : l’interprétation maximisant le nombre de variables interprétées de manière consistante

1: date← 0 ;
2: pour try = 1 àmax tries faire
3: s← greedy(Σ) ; s∗ ← s ;
4: pour move = 1 àmax moves faire
5: Lcand ← evaluate N (s,Σ) ;
6: siLcand 6= ∅ alors
7: date+ + ;
8: (xi, k)← Select(Lcand) ;
9: propagate move(xi, k,Σ) ;

10: freq(xi, k) + + ;
11: si |s| > |s∗| alors
12: s∗ ← s ;
13: si |s∗| = nbV ar(Σ) alors
14: retourner s∗

15: fin si
16: fin si
17: sinon
18: Intensify(s∗,Σ) ;
19: si |s∗| = nbV ar(Σ) alors
20: retourner s∗

21: fin si
22: move← max moves
23: fin si
24: fin pour
25: fin pour
26: retourner s∗
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ne soit candidat. Dans ce dernier cas, la phase d’intensification (Intensify(s∗)) est lancée. La
fonctionSelect(Lcand) choisit aléatoirement un mouvement candidat dansLcand comme décrit
dans les sections 5.3.3 et 5.3.4. La fonctionpropagate move(xi, vi) affectexi à vi et libère les
variables pour réparer les conflits éventuels, tout en réalisant la propagation unitaire.

5.4 Exṕerimentation

Pour évaluer les performances deCN -SAT , nous avons réalisé des expérimentations sur des
instances 3-SAT aléatoires difficiles2 et sur des instances structurées. Nous le comparons avec
l’algorithme de recherche locale R-Novelty+, considérécomme l’un des solveurs incomplets les
plus efficaces pour SAT.CN -SAT est écrit en C, compilé sous linux et testé sur un ordinateur
PIV cadencé à3.0 Ghz avec 1 Go de RAM. Les paramètres utilisés pourCN -SAT et R-Novelty+
sont :maxmouvements =106 par tentative et le temps limite d’exécution est fixé à 300secondes
pour les deux méthodes. Le paramètre de bruit de R-Novelty+ est fixé à sa valeur par défaut. Le
paramètreα utilisé dans le calcul de la durée taboue d’un mouvement est fixé à1.9 3 pendant la
phase deRT , puis à2, 8 durant les phases d’intensification. Nous avons codé les deux méthodes
de calcul deδ (approchée et exacte), ce qui nous amène àCN -SAT Approx etCN -SAT Exact
dans les tableaux suivants.

5.4.1 Instances structuŕees

Nous avons choisi des instances SAT structurées et satisfaisables disponibles sur le sitehttp:
//www.satlib.org. Dans le tableau 5.2, les caractères« - - » signifient que l’instance n’a pas
été résolue.

Sur les instanceslatin square(notées qg*),CN -SAT Exact est plus efficace que R-Novelty+
et CN -SAT Approx. Sur les instances de planification (notées bwlarge*), R-Novelty+ est ca-
pable de résoudre une instance de plus, mais les performances des trois algorithmes sont compa-
rables. Sur les instances des séries« All intervall » (notées ais*), R-Novelty+ semble être meilleur.
Finalement, sur les instances parity (notées parity*), onpeut remarquer que sur les petites instances
(parity8*), CN -SAT Exact semble le plus efficace, ce qui se confirme sur les instances de plus
grande taille (parity16*), car seul la versionCN -SAT Exact arrive à en résoudre certaines. Pour
conclure, on peut dire queCN -SAT Exact est plus performant queCN -SAT Approx sur les ins-
tances structurées et que sur certaines de ces instances,CN -SAT Exact domine aussi R-Novelty+.

5.4.2 Instances 3-SAT aĺeatoires

Nous avons généré aléatoirement 8 classes d’instancesaléatoires et chacune d’elles est com-
posée de 50 instances difficiles et satisfaisables. Le nombre des variables (qui définit les 8 classes)
varie de 100 à 450 avec un pas de 50.

Dans le tableau 5.3, les colonnes« % résolues», « Temps» et « #Flips» correspondent
à la moyenne du nombre d’instances résolues, la moyenne dutemps requis (en seconde) pour la
résolution et le nombre total de mouvements réalisés. Pour les instances à 100, 150, 200, 250 et 300
variables,CN -SAT * et R-Novelty+ résolvent sensiblement la même quantitéd’instances, même
si R-Novelty+ est plus rapide. Pour le reste des instances, R-Novelty+ dépasse les deux version

2Difficiles dans le sens où le ratioNb clauses

Nb variables
est au seuil de4.25

3Cette valeur a été choisie empiriquement car c’est celle qui a fournie les meilleurs résultats.
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Instances
R-Novelty+ CN -SAT Approx CN -SAT Exact

Temps # Flips Temps # Flips Temps # Flips
qg1-07 15,21 1580369 13,63 112616 0,85 4432
qg1-08 - - - - - - - - 144,11 310072
qg2-07 18,61 2007560 184,54 1281703 45,08 277824
qg2-08 - - - - - - - - 18,8 35191
qg3-08 60,67 35467402 - - - - 29,75 1107726
qg4-09 46,8 24648700 61,33 1989338 41,83 1151820
qg5-11 - - - - - - - - 17,3 32108
qg6-09 - - - - 129,09 1089167 121,19 1073697
qg7-09 - - - - 0,29 1659 6,61 40430
qg7-13 - - - - - - - - - - - -

bw large.a 0 1688 0,07 5575 0,18 19046
bw large.b 0,14 137167 20,22 1248845 1,61 90192
bw large.c 66,57 36721914 - - - - - - - -
bw large.d - - - - - - - - - - - -

ais10 3,22 1960070 - - - - 12,84 1849783
ais12 44,98 21858330 - - - - - - - -
ais6 0,03 37574 10,44 5000029 0 1794
ais8 0,39 342178 44,12 15000127 1,3 288649

par8-1-c 0 4245 0,06 17641 0,02 4962
par8-1 5,07 11513624 0,01 2648 0,01 1152

par8-2-c 0,12 282750 0,02 6792 0,01 3602
par8-2 4,09 9308173 36,56 8001315 10,16 2003006

par8-3-c 5 11786722 48,27 13000763 3,41 789625
par8-3 7,25 16001600 36,6 8001176 6,43 1001334

par8-4-c 0,4 905109 3,55 1000756 0,53 133122
par8-4 54,92 122546333 0,01 1573 0,01 1547

par8-5-c 1,22 3000128 4,49 1005056 2,86 567755
par8-5 22,07 49074973 237,6 43377770 30,6 5359820

par16-1-c - - - - - - - - 199,45 13246954
Par16-2-c - - - - - - - - - - - -
Par16-3-c - - - - - - - - - - - -
par16-4-c - - - - - - - - 58,06 3917540
par16-5-c - - - - - - - - 149,99 8495650

TAB . 5.2 –CN -SAT vs. R-Novelty+ sur des instances structurées.

Taille R-Novelty+ CN -SAT Approx CN -SAT Exact
nbV ar nbClauses % Résolues Temps # Flips % Résolues Temps # Flips % Résolues Temps # Flips

100 425 100,00% 0,02 46198,1 100% 0,32 237870 100% 0,07 29685,26
150 637 100,00% 0,08 157475,51 100% 2,09 1261123 100% 0,93 298455,54
200 850 100,00% 0,04 64346,41 100% 4,62 1335377 100% 3,02 809924,87
250 1062 100,00% 1,22 2062181,27 100% 11,92 4703387 100% 20,98 5006912,67
300 1275 100,00% 0,68 1154850,27 100% 21,36 6670677 93% 33,67 7140076,12
350 1487 100,00% 0,87 1500417,86 97% 39,85 11338048 85,00% 50,99 9920538,94
400 1700 100,00% 7,84 13106152,22 87% 41,02 9980921 68,00% 70,96 12686260,23
450 1912 100,00% 3,39 5177363,17 85% 52,47 11519389 45,00% 133,04 22190221,05

TAB . 5.3 –CN -SAT vs. R-Novelty+ sur des instances 3-SAT aléatoires (seuil 4,25)

deCN -SAT aussi bien en terme du temps de calcul que du pourcentage d’instance résolues. On
peut également noter queCN -SAT Approx est plus efficace queCN -SAT Exact sur les plus
grandes instances aléatoires.
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5.5 Travaux de référence, discussion et comparaison

– Comme nous l’avons dit, cette méthode s’inspire des travaux précédents de [Vasquez et al., 2005]
pour les CSP binaires. La difficulté supplémentaire pour exploiter cette méthode pour la
résolution du problème SAT, et apport majeur de notre travail, se situe au niveau du choix
des variables à libérer. En effet, pour un CSP binaire, lorsque une contrainte entre deux va-
riablesX et Y est violée par l’affectation de la variableX, il n’y pas de choix quant à la
variable à libérer pour restaurer la consistance. Seule la variableY est candidate, si on ne
veut pas libérer la variable que l’ont vient juste d’instancier.
Pour un problème SAT, lorsqu’une clause est falsifiée, il faut choisir parmi toutes les va-
riables de la clause. C’est pour cela que nous avons proposédeux algorithmes calculant le
meilleur choix qu’il est possible de faire. Il en est de mêmepour les CSP non binaires. En
effet, lorsqu’une contrainte n-aire est violée, il faut choisir, parmi toutes les variables im-
pliquées dans la clause, celle à libérer. Nos travaux peuvent donc très facilement s’étendre
au problèmes des CSP n-aires.

– Jussien et Lhomme [Jussien et Lhomme, 2002] ont proposé unalgorithme nomméPath-
repair conçue pour les CSP et appliquée aux problèmes d’open-shop scheduling. Cette
méthode incomplète utilise une liste taboue dans laquelle lesexplicationsentières des conflits
sont stockées sous forme de nogood. Elle diffère donc de notre méthode car nous ne sto-
ckons dans la liste taboue que certains mouvements qui ne sont pas forcément connectés
aux conflits, ce qui nous évite de rentrer dans des cycles infinis. La liste taboue est utilisée
comme moyen de diversification dans notre méthode.

5.6 Conclusions et perspectives

5.6.1 Conclusions

Nous avons proposé une nouvelle méthode de recherche locale pour résoudre le problème
SAT. Sa principale caractéristique est que son espace de recherche est composé d’interprétations
partielles consistantes.À chaque tentative, une interprétation partielle différente est générée, s’en
suit une construction de voisinage assurant la non falsification de toutes les clauses contenant des
variables déjà instanciées. Ainsi, au lieu de réparer une interprétation courante, comme dans les
méthodes de recherche locale classiques, nous essayons àchaque étape d’instancier une variable
tout en préservant la consistance. Derrière ce schéma simple, un problème de taille a dû être
traité. Lors de l’instanciation d’une variable, il arrivequ’une ou plusieurs clauses se retrouvent
falsifiées. Afin de maintenir la consistance, pour chaque interprétation visitée, nous devons évaluer
son voisinage, ce qui revient à trouver un nombre minimal devariables à libérer pour réparer les
clauses falsifiées par chaque interprétation voisine de l’interprétation courante.

Le problème du meilleur choix de ces variables est équivalent au problème de calcul de trans-
versaux minimaux.́Etant un problème NP-difficile, nous avons initialement proposé un algorithme
approché pour réaliser ce calcul. Puis constatant que la taille des transversaux calculés était de
l’ordre de quelques variables seulement, nous avons décidé d’implémenter un algorithme exacte
pour l’évaluation du voisinage. Ces deux modes d’évaluation ont donné lieu à deux versions de
notre méthode que nous avons expérimentée.

Les expérimentations présentées sont prometteuses, mˆeme si certaines améliorations devraient
être effectuées. En fait, sur les instances difficiles testées, il ne reste vraiment que peu de va-
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riables que notre algorithme ne parvient pas à affecter. Cette observation peut être expliquée par la
présence de nogoods qui empêchent d’atteindre une interprétation complète. Il est tout de même
à noter que sur quelques instances particulièrement difficiles que peu de solveurs incomplets sont
capables de résoudre, nous voulons parler des instancesparity, notre méthode arrive à résoudre
quelques instances.

5.6.2 Perspectives

Les suites possibles à donner à ces travaux sont multiples. Tout d’abords, comme nous l’avons
déjà évoqué, dans la plupart des instances (particuli`erement les instances aléatoires) que notre
solveur n’arrive pas à résoudre, seules quelques variables ne sont pas instanciées. Cela nous fait
penser à la présence de nogood qu’il faudrait identifier etexploiter dans la mesure du possible
pour introduire un autre mécanisme de diversification.

Une autre amélioration qui est envisagée s’appuie sur lestravaux de Dubois et Dequen en
ce qui concerne le calcul d’ensemble backbone [Dubois et Dequen, 2001]. Nous voudrions gui-
der l’algorithmegreedy()en le faisant interpréter en priorité, et dans la mesure dupossible, les
variables présentes dans un backbone calculé au préalable.

Cette méthode pourrait davantage tirer parti des méthodes complètes dont le mode de construc-
tion de modèle est semblable. En effet, une des clés de l’efficacité de la plupart de ces méthodes
repose sur leur aptitude et leur efficacité à propager les clauses unitaires. Il est regrettable qu’à
l’heure actuelle, notre solveur ne puisse l’intégrer. Il ya cependant une raison à cela. Si la pro-
pagation unitaire n’a pas été implémentée, c’est à cause du problème majeur suivant : lorsque
l’on effectue un mouvement et que certaines clauses sont falsifiées, alors il faut libérer un certain
nombre de variables pour supprimer les conflits. Or à chaquefois que l’on libère une variable pour
réparer une clause falsifiée, cette même clause devient une clause unitaire. La propagation de cette
clause peut poser un problème si le mouvement qu’elle implique apparaı̂t dans la liste taboue,
ce qui s’avère malheureusement souvent le cas. De plus il s’avère que ces propagations unitaires
fassent apparaı̂tre de nouvelles clauses falsifiées, entraı̂nant la libération d’autres variables, créant
d’autres clauses unitaires et ainsi de suite. Il faudrait donc trouver un moyen de couper ces cycles
infinis pour pouvoir exploiter la propagation unitaire.

Une dernière amélioration pourrait consister à intégrer de la marche aléatoire analogue à celle
de l’algorithme WalkSat pour augmenter la diversification lors de l’exploration.

Enfin, cette approche peut également être adaptée pour traiter la variante MAX-SAT du problème
SAT en changeant la fonction objectif pour maximiser le nombre de clauses satisfaites au lieu du
nombre de variables instanciées.

116
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Chapitre 6

Un formalisme exprimant les problèmes
SAT et CSP n-aires
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6.2.1 La forme normale généralisée (GNF) . . . . . . . . . . . . .. . . . . 121
6.2.2 Le codage CGNF et les CSP n-aires . . . . . . . . . . . . . . . . . . .121
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6.1 Introduction

La résolution de contraintes est un des moyens les plus utilisés pour résoudre des problèmes
en intelligence artificielle. Principalement, deux formalismes sont utilisés pour la représentation
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et l’expression des contraintes : le formalisme propositionnel (SAT) généralement exprimé sous
forme CNF et le formalisme des problèmes de satisfaction decontraintes (CSP).

Chacun de ces deux formalismes possède des avantages et desdéfauts, tant au niveau représen-
tation qu’au niveau résolution. Pour le problème SAT, plus ancien que les CSP, le principal avan-
tage réside dans ses méthodes de résolutions particuli`erement robustes qui sont capables de résoudre
n’importe quel type de contraintes exprimées sous forme CNF. En plus de leur robustesse, leur
variété est également un atout : on trouve des méthodes basées sur le calcul de résolvantes, d’autres
basées sur une énumération. D’un autre côté, dans ce formalisme, la structure des problèmes est
souvent perdue ou cachée la rendant difficilement exploitable. L’avantage majeur du formalisme
CSP en revanche réside dans la formulation des problèmes,dans laquelle la structure est conservée
en générale et beaucoup plus facile à exploiter pour propager des contraintes. Malheureusement,
il existe un distinction notable entre les méthodes de résolution de CSP binaires et celles de CSP
n-aires. En effet, la plupart des méthodes de résolution efficaces ne fonctionnent que sur des CSP
binaires, bien que depuis quelques années cette différence tend à s’amoindrir. Ces progrès ont
été réalisés notamment grâces à l’exploitation de contraintes dites globales où à la généralisation
aux contraintes n-aires de méthodes conçues pour les CSP binaires comme l’algorithmeForward
Checking.

Les formalismes SAT et CSP n’en restent pas moins étroitement liés. Il existe plusieurs tra-
vaux sur les transformations de CSP en instances SAT, dont certaines ne fonctionnent que sur des
CSP binaires, et plusieurs transformations de SAT vers les CSP. Cependant, la plupart des trans-
formations de CSP vers SAT souffrent d’un léger accroissement de la taille du problème et de la
perte de sa structure.

Fort de ces constatations, la question de l’existence d’un formalisme plus général qui permet-
trait de tirer profit de tous les avantages de chacun de ces deux formalismes se pose naturellement.

C’est pour tenter de répondre à cette question que nous pr´esentons dans ce chapitre une
représentation logique appelée GNF (General Normal Form) qui est une généralisation de la
forme CNF classique. De plus, nous montrons qu’en rajoutantun opérateur de cardinalité à ce
formalisme, nous obtenons un nouveau foamlisme mixte : le formalisme CGNF (Cardinality Ge-
neral Normal Form). Ce dernier permet d’exprimer des instances SAT, ainsi que des instances
CSP, et possède certains avantages des formalismes SAT et CSP. En l’occurrence, lorsque l’on
représente un CSP exprimé en extension sous forme CGNF, lareprésentation n’augmente pas la
taille du problème et surtout conserve sa structure. Nous présentons deux méthodes pour trai-
ter un problème exprimé sous forme CGNF qui sont des généralisations des méthodes de calcul
de résolvantes et d’énumérations connues pour le formalisme SAT. Comme dans le cas de SAT,
ces méthodes s’appliquent sur tous types de contraintes. La méthode généralisant le calcul de
résolvantes permet de concevoir une méthode de preuve de l’inconsistance, alors que la seconde,
généralisation de la procédure DPLL permet la conception d’une méthode de recherche de solu-
tion.

Nous montrons également que dans le cas particulier d’instances CGNF codant des CSP, une
règle d’inférence peut être définie. L’application de cette règle permet de récupérer des filtrages
par consistances partielles comme la consistance d’arc ou la consistance de chemin. Ainsi, nous
montrons que la méthode énumérative généralisant la procédure DPLL s’avère équivalente à l’al-
gorithmeForward Checking(FC) ouMaintaining Arc Consistency(MAC) selon l’utilisation faite
d’une règle d’inférence.

Ces travaux ont donné lieux aux publications suivantes : [Paris et al., 2005], [Paris et al., 2006a].
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6.2 Un codage commun pour SAT et CSP

L’idée d’encoder un CSP sous la forme SAT fut introduite parDe Kleer dans [Kleer, 1989].
Il proposa lecodage direct. Ensuite, Kasif [Kasif, 1990] a proposé lecodage ACpour les CSP
binaires. Plus récemment, Bessière et al. [Bessière et al., 2003] ont généralisé lecodage ACaux
CSP n-aires. Notre approche est différente. Elle consisteà fournir une forme logique généralisée
qui peut prendre en compte les formes CNF (SAT) et CSP, au lieude transformer des CSP sous
la forme SAT. Nous décrivons dans cette section ce nouveau codage logique et nous montrons
comment les CSP n-aires sont naturellement représentés de manière optimale (sans accroissement
de la taille de la représentation par rapport à la formulation CSP) dans ce codage.

6.2.1 La forme normale ǵenéralisée (GNF)

Une clause généraliséeC est une disjonction de formules booléennesf1 ∨ . . .∨ fm où chaque
fi est une conjonction de littéraux,i.e.fi = l1 ∧ l2∧ . . .∧ ln. Une formule est sous forme normale
généralisée (GNF) si et seulement si c’est une conjonction de clauses généralisée. La sémantique
des clauses généralisée est triviale : la clause généraliséeC est satisfaite par une interprétationI
si au moins une de ses conjonctionsfi (i ∈ [1,m]) estvrai dansI, sinon elle est falsifiée parI.
Une clause classique est une clause généralisée simplifiée dans laquelle toutes les conjonctionsfi

sont réduites à de simples littéraux. Ceci prouve que GNFest une généralisation de CNF. Nous
montrons dans la suite que chaque contrainteCi d’un CSP donné est représentable par une clause
généralisée. Nous obtenons la taille de la représentation optimale en utilisant les formules de
cardinalité(±1, L) qui signifie« exactement 1 littéral parmi ceux de la listeL doit être affecté à
vrai dans tout modèle», pour exprimer efficacement que chaque variable d’un CSP ne doit être
affectée qu’à une unique valeur de son domaine. On noteCGNF la forme GNF combinée aux
formules de cardinalité.

6.2.2 Le codage CGNF et les CSP n-aires

Pour coder un CSP n-aireP = (X,D,C,R) sous la forme CGNF, nous définissons d’abord
l’ensemble des variables propositionnelles utilisées pour la représentation, puis deux types de
clauses : lesclauses de domaineet lesclauses de contrainte, nécessaires pour coder les domaines
et les contraintes du CSP.

– L’ensemble des variables booléennes : comme dans les autres codages on associe une va-
riable booléenneYv à chaque valeur possiblev du domaine de chaque variableY du CSP.
Ainsi, Yv =vrai signifie que la valeurv est affectée à la variableY du CSP. Nous avons
besoin de

∑n
i=1 |Di| variables booléennes. Ce nombre est majoré parnd.

– Les clauses de domaine : soientY une variable CSP etDY = {v0, v1, . . . , vk} son domaine.
La formule de cardinalité(±1, Yv0 . . . Yvk

) oblige la variableY à être affecté à exactement
une valeur deDY . Nous avons besoin den formules de cardinalité pour représenter lesn
clauses de domaine.

– Les clauses de contrainte : chaque contrainteCi du CSPP est représentée par la clause
généralisée définie comme suit : SoitRi la relation correspondant àCi impliquant l’en-
semble de variables{Xi1 ,Xi2 , . . . ,Xia}. Chaque tupletj = (vj1, vj2 , . . . , vja) deRi est ex-
primé par la conjonctionfj = Xvj1

∧Xvj2
∧. . .∧Xvja

. SiRi contientk tuplest1, t2, . . . , tk,
on introduit la clause généraliséeCCi

= f1 ∨ f2 ∨ . . . ∨ fk, pour exprimer la contrainteCi.
Nous avons besoin dem clauses généralisées pour exprimer lesm contraintes du CSP.
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Remarque 5 (Notations) Variables : Afin de bien diff́erencier les variables propositionnelles
codant des valeurs de variables CSP, nous les noterons par une lettre majuscule portant
le nom de la variables CSP, indexée par la valeur du domaine de la variables qu’elle
représente.

Clauses de domaine : Une clause de domaine (qui est une formule de cardinalité) sera not́ee
par la lettre majusculeC index́ee par la variable CSP̀a laquelle est elle est associée.

Clauses de contrainte : Une clause de contrainte (qui est une clause géńeralisée) sera not́ee
par la lettre majusculeC suivi de la contrainte CSP̀a laquelle elle est associée (ǵeńeralement
la lettreC index́ee par l’ensemble des variables qu’elle implique).

Comme les clauses de domaines sont encodées eno(nd) et les clauses de contraintes en
O(mada), la taille du codageCGNFpour un CSP est deO(mada + nd) dans le pire des cas. En
fait, on peut même considérer que c’est enO(mada) étant donné quend est souvent négligeable.
Cette complexité spatiale est identique à celle du codagedu CSP original, ce qui justifie l’optima-
lité de la complexité spatiale du codageCGNF. Les auteurs de [Bessière et al., 2003] annoncent
une complexité spatiale dans le pire des cas enO(mada) pour le codage k-AC. D’après ce que
nous avons compris de ce calcul, cette complexité est arrondie et ne tient compte ni des clauses
”at-least-one”, ni des clauses ”at-most-one” de ce codage.Ce qui aurait augmenté sa complexité à
O(mada + nd2).

Exemple 18 Nous reprenons l’exemple 2.1 du chapitre 2 traitant d’un problème de production de
voitures :

– On d́efinit une variable propositionnelle pour chaque valeur du domaine de chaque variable
du CSP. Ainsi chaque variable CSP donne :
– Pare-chocs: Pcblanc.
– Toit ouvrant: Trouge.
– Enjoliveurs: Erose etErouge.
– Carrosserie: Cblanc, Crose, Crouge etCnoir.
– Portière: Prose, Prouge etPnoir.
– Capot: Ctrose, Ctrouge etCtnoir.

– On d́efinit deux types de clauses :
– les clauses de domaine (une pour chaque variable du CSP) :
CPare−chocs = (±1, P cblanc)
CToit ouvrant = (±1, Trouge)
CEnjoliveurs = (±1, Erose Erouge)
CCarrosserie = (±1, Cblanc Crose Crouge Cnoir),
CPortières = (±1, Prose Prouge Pnoir)
CCapot = (±1, Ctrose Ctrouge Ctnoir)

– les clauses de contrainte (une pour chaque contrainte du CSP) :
CCPc−C = (Pcblanc ∧ Crose) ∨ (Pcblanc ∧ Crouge) ∨ (Pcblanc ∧ Cnoir)
CCT−C = (Trouge ∧ Cnoir)
CCE−C = (Erose ∧ Crouge) ∨ (Erose ∧Cnoir) ∨ (Erouge ∧ Cnoir)
CCC−P−Ct = (Crose∧Prose∧Ctrose)∨(Crouge∧Prouge∧Ctrouge)∨(Cnoir∧Pnoir∧Ctnoir)

Nous revenons maintenant sur la correction et la complétude du codageCGNF.

Définition 74
SoitP un CSP etC son codageCGNF. Soit I une interprétation deC. On définit l’instanciation
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équivalente àI pour P dans le formalisme CSP comme étant l’instanciationIp qui vérifie la
condition suivante : pour toute variable CSPX et pour toute valeurv de son domaine,X = v dans
Ip si et seulement siI[Xv] =vrai.

Théorème 1 SoientP un CSP,C son codage CGNF,I une interpŕetation du codage CGNF et
Ip l’instanciation équivalenteà I pour P dans le formalisme CSP.I est un mod̀ele deC si et
seulement siIp est une solution deP .

Preuve Soit I un mod̀ele deC et Ip son instanciatiońequivalente dansP . I satisfait chaque
clause deC, car c’est un de ses modèle. Nous devons prouver que chaque variable du CSP est
assigńee a une unique valeur de son domaine dansIp et queIp satisfait toutes les contraintes
deP . Si une clause de domaineCX = (±1,Xv1 Xv2 . . . Xvd

) deC est satisfaite, cela signifie
qu’une et une seule variable booléenne parmi{Xv1 Xv2 . . . Xvd

} est vraie dansI. Comme toutes
les clauses de domaine sont satisfaites, chaque variable duCSP est affectéeà une seule variable
de son domaine. De plus, chaque clause de contrainteCCi = f1∨f2∨ . . .∨fm a au moins une de
sesfi satisfaite dansI. Ce qui signifie que les valeurs affectées au variables CSP impliquées dans
la contrainteCi assocíeeàCCi forme un tuple de la relationRi. Ainsi,Ci est satisfaite parIp et
toutes les contraintes deP sont satisfaites parIp. DoncIp est une solution deP .La réciproque se
démontre de manière analogue.

6.3 Généralisation de la règle de ŕesolution propositionnelle

6.3.1 la r̀egle de ŕesolution ǵenéralisée

La méthode de résolution [Robinson, 1965] est bien connuepour être correcte et complète
pour tester l’insatisfaisabilité de clauses propositionnelles. Cette méthode est basée sur la règle
de résolution de Robinson. Nous allons généraliser cette règle pour des formules exprimées sous
forme normale généralisée (GNF) et prouver que cette règle généralisée est correct et complète
pour tester l’insatisfaisabilité de formules GNF.

Nous rappelons ci-dessous la règle de résolution entre deux clauses.

Définition 75 (Le principe de résolution propositionnel : la règle de ŕesolution)
SoitC1 = (x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xn) etC2 = (¬x1 ∨ y2 ∨ . . . ∨ ym) deux clauses que nous notons
C1 = (x1 ∨X) etC2 = (¬x1 ∨ Y ). La résolvante deC1 etC2 est la clauseR = X ∨ Y obtenue
en appliquant la résolution surx1 et¬x1.

La résolvanteX ∨ Y est une conséquence logique de ses parentsC1 etC2 (c’est à direC1 ∧
C2 |= X ∨ Y ). Maintenant, nous étendons cette règle aux formules GNF.

Définition 76 (La règle de ŕesolution ǵenéralisée)
Soit C1 = f1 ∨ f2 ∨ . . . ∨ fi ∨ . . . ∨ fn et C2 = g1 ∨ g2 . . . ∨ gj ∨ . . . ∨ gm deux clauses
généralisées. Si il existei ∈ [1, n] et j ∈ [1,m] tels quefi ∧ gj ⊢ �, alors la clause généralisée
C1,2 = f1 ∨ f2 ∨ . . . ∨ fi−1 ∨ fi+1 ∨ . . . ∨ fn ∨ g1 ∨ g2 ∨ . . . ∨ gj−1 ∨ gj+1 ∨ . . . ∨ gm est la
résolvante généralisée deC1 etC2, lorsque la résolution est appliquée sur les littéraux généralisés
fi et gj .

Tester si deux littéraux généralisés sont« opposés» (fi ∧ gj ⊢ �) est très simple de part la
nature des littéraux généralisés.fi et gj étant des conjonction de littéraux, il suffit de tester sifi
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contient un littéral opposé à un littéral degj . Si l ∈ fi et¬l ∈ gj , alors(l ∧ ¬l) ∈ {fi ∧ gj} donc
fi ∧ gj est trivialement inconsistant.

Remarque 6 Remarquons que la règle de fusion entre deux clauses s’étend tout̀a fait naturelle-
ment au clauses géńeralisées. Si une clause géńeralisée contient plusieurs fois un même litt́eral
géńeralisé, alors elle peut̂etre remplaćee par la m̂eme clause ne contenant qu’une seule occur-
rence de ce litt́eral. Par exemple :(a ∧ ¬b) ∨ (a ∧ ¬b) ⊢ (a ∧ ¬b)

Une méthode de résolution généralisée pour des formules exprimées sous forme GNF peut être
définie par une application récursive de la règle de résolution généralisée jusqu’à l’obtention d’une
clause vide ou jusqu’à obtenir un point fixe, en appliquant toutes les fusions. Avant de prouver la
correction et la complétude de la résolution généralisée, nous définissons la notion d’arbres de
résolution et d’arbres de réfutation.

Définition 77 (Arbres de résolution et arbres de ŕefutation)
Un arbre de résolution pour une formuleΓ exprimée sous formeGNF est un arbre enregistrant
l’historique de la preuve dans lequel les feuilles sont étiquetées par les clauses généralisées expri-
mantΓ et où chaque nœud intérieur est étiqueté par une clause généralisée qui est la résolvante
généralisée de ces deux parents. Un arbre de réfutationest un arbre de résolution qui possède une
racine étiquetée par laclause vide(�).

Il est à noter que dans certains cas, toutes les clauses généralisées ne participent pas à la
dérivation de la clause vide. Ceci se traduit au niveau des arbres de réfutation par des feuilles non
connectées qui sont étiquetées par ces clauses généralisées. La notion d’arbre est donc quelque
peu détériorée, mais les raisonnements que nous ferons en utilisant les arbres ne seront pas altérés
par ces cas particuliers.

Proposition 9 (Correction) La méthode de ŕesolution ǵeńeralisée est correcte.

Preuve Il suffit de prouver que chaque résolvante ǵeńeralisée est une conséquence logique des
deux parents dont elle est inférée. Cela revient̀a prouver queC1 ∧ C2 |= C1,2, ce qui est trivial.

Maintenant, nous prouvons la complétude de la méthode de résolution généralisée.

Proposition 10 (Compĺetude) La méthode de ŕesolution ǵeńeralisée est complète, c’est-̀a-dire
qu’une formuleΓ expriḿee sous forme GNF est insatisfaisable si et seulement si la clause vide (�)
peutêtre produite en appliquant la règle de ŕesolution ǵeńeralisée ŕecursivement et en réalisant
toutes les fusions possibles.

Preuve Soit Γ une formule insatisfaisable exprimée sous forme GNF. Nous nous appuyons sur
le fait que produire la clause vidèa partir d’une formule GNFΓ revient à trouver un arbre de
réfutation pourΓ. SoitD(Γ) le nombre de disjonctions (∨) deΓ. Par conventionD(�) = 0. La
preuve se fait par induction surD(Γ) :

Le cas de base : siD(Γ) = 0, alors, soitΓ = �, et dans ce cas la clause vide est produite
directement, soit il existe deux clause géńeralisées unitairesfi et gj telles quefi ≡ ¬gj (sinonΓ
serait satisfaisable). Dans ce cas la clause vide est déduite en appliquant la règle de ŕesolution
géńeralisée surfi etgj .
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Phase d’induction : supposons que la proposition 10 soit vraie pour touteΓ telle queD(Γ) <
n, nous devons prouver que cette proposition est toujours valide pour toute formuleΓ telle que
D(Γ) = n.

Dans le cas òu 0 < D(Γ) = n, on peut d́ecomposerΓ en Γ = Γ′ ∧ C où Γ′ est un sous-
ensemble de clauses deΓ non vide, etC est une clause ǵeńeralisée contenant au moins une
disjonction. La clause ǵeńeraliséeC peutêtreécrite à son tourC = C ′ ∨ fi, où fi est un litt́eral
géńeralisé etC ′ 6= � contient le reste de la clauseC. Ainsi,Γ = Γ′∧(C ′∨fi) = (Γ′∧C ′)∨(Γ′∧
fi). Γ est insatisfaisable par hypothèse, donc̀a la fois(Γ′ ∧ C ′) et (Γ′ ∧ fi) sont insatisfaisables.
De plus, on peut remarquer queD(Γ′∧C ′) < n et queD(Γ′∧fi) < n. Par hypoth̀ese d’induction,
on peut donc construire un arbre de réfutation pour(Γ′ ∧ C ′) et pour(Γ′ ∧ fi) que nous notons
respectivementD1 etD2. Consid́erons l’arbreD1, si nous ajoutonsfi aux feuillesétiquet́ees par
C ′ et à chacun des nœuds intérieurs correspondant̀a une ŕesolvante ayantC ′ comme anĉetre ,
nous obtenons un arbre de résolution not́eD′

1 pour(Γ′∧(C ′∨fi)) = Γ. Il y a deux cas possibles :
soitD′

1 a une racinéetiquet́ee par� du fait de l’existence d’un nœud dansD′
1 étiquet́e pargj tel

quefi ≡ ¬gj , ainsiD′
1 est un arbre de ŕefutation pourΓ ; ou alors,D′

1 a une racinéetiquet́ee par
fi. Dans ce cas, nous pouvons greffer l’arbreD2, correspondant̀a Γ′ ∧ fi, àD′

1 et nous obtenons
un arbreD′

1 ∪D2 dont la racine est́etiquet́ee par�, qui est donc un arbre de réfutation pourΓ.
La preuve de la ŕeciproque est triviale, du fait de la correction de la règle de ŕesolution

géńeralisée, et du fait que la fermeture transitiveΓ∗1 etΓ sont logiquement́equivalent.

Remarque 7 La méthode de ŕesolution ǵeńeralisée est́egalement correcte et complète dans le
cas de formules CGNF (le formalisme CGNFétant la combinaison de clauses géńeralisées et de
formules de cardinalit́e). En particulier, cette ḿethode l’est pour des instances de CSP codées en
CGNF.

Il est important de constater que dans le cas de formules CGNF, la règle de résolution généralisée
peut être appliquée entre deux clauses généralisées,disonsCi etCj , lorsqu’il existe une formule
de cardinalité, disonsCX , qui contient deux littéraux différentsXi et Xj qui apparaissent res-
pectivement dansCCi et CCj. En effet, siXi apparaı̂t dans le littéral généraliséfi deCCi et
Xj apparaı̂t dans le littéral généraliségj deCCj, alorsfi ∧ ¬gj ⊢ �. Ainsi, la règle peut être
appliquée entreCCi etCCj. Un bon exemple de formule CGNF est une instance codant un CSP,
nous décrivons donc un exemple de CSP pour illustrer le raisonnement.

Exemple 19 SoitΓ une formule CGNF codant une instance CSP où les clauses sont les suivantes :
CX = (±1,X1X2)
CY = (±1, Y1Y2)
CZ = (±1, Z1Z2)
CCXY = (X1 ∧ Y1) ∨ (X2 ∧ Y2)
CCXZ = (X1 ∧ Z2) ∨ (X2 ∧ Z1)
CCY Z = (Y1 ∧ Z1) ∨ (Y2 ∧ Z2)

En suivant le raisonnement donné dans la preuve de la proposition 10, nous pouvons réécrireΓ
commeΓ=Γ′ ∧ (C ′ ∨ fi) oùΓ′ = Γ−{CY Z}, fi = (Y2 ∧Z2) etC ′ = (Y1 ∧Z1). Nous obtenons
l’arbre de réfutationD1 de la figure 6.1 pour(Γ′ ∧ C ′) et l’arbre de réfutationD2 de la figure 6.2
pour(Γ′ ∧ fi).

1Γ∗ est l’union deΓ et de toutes les résolvantes généralisées que l’on peuten déduire récursivement.
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6.3 Généralisation de la règle de résolution propositionnelle

(X1 ∧ Y1) ∨ (X2 ∧ Y2) (X1 ∧ Z2) ∨ (X2 ∧ Z1) C ′ = (Y1 ∧ Z1)

(X2 ∧ Z1)

(X2 ∧ Y2)

�

FIG. 6.1 –D1 : l’arbre de réfutation de (Γ′ ∧ C ′)

(X1 ∧ Y1) ∨ (X2 ∧ Y2) (X1 ∧ Z2) ∨ (X2 ∧ Z1) fi = (Y2 ∧ Z2)

(X1 ∧ Z2)

(X1 ∧ Y1)

�

FIG. 6.2 –D2 : l’arbre de réfutation de (Γ′ ∧ fi)

si nous rajoutonsfi àC ′ dansD1 ainsi qu’à chacune des résolvantes généralisées dérivées deC ′,
nous obtenons l’arbreD′

1 de la figure 6.3, qui n’est autre qu’un arbre de résolution pour Γ.

(X1 ∧ Y1) ∨ (X2 ∧ Y2) (X1 ∧ Z2) ∨ (X2 ∧ Z1) (Y1 ∧ Z1)∨ (Y2 ∧ Z2)

(X2 ∧ Z1)∨(Y2 ∧ Z2)

(X2 ∧ Y2)∨(Y2 ∧ Z2)

(Y2 ∧ Z2)

FIG. 6.3 –D′
1 : un arbre de résolution pour (Γ)

Et enfin, en greffantD2 sousD′
1 comme montré en gras dans la figure 6.4, nous obtenons un

arbre de réfutation pourΓ, permettant d’exhiber une preuve de l’inconsistance deΓ.
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(X1 ∧ Y1) ∨ (X2 ∧ Y2) (X1 ∧ Z2) ∨ (X2 ∧ Z1) (Y1 ∧ Z1)∨ (Y2 ∧ Z2)

(X2 ∧ Z1)∨(Y2 ∧ Z2)

(X2 ∧ Y2)∨(Y2 ∧ Z2)

(Y2 ∧ Z2)

(X1 ∧ Z2)

(X1 ∧ Y1)

�

FIG. 6.4 – Un arbre de réfutation pourΓ (les arêtes en gras représentent l’arbreD2, les autres
représententD′

1).

Voici un autre exemple montrant la dérivation de la clause vide pour une instance GNF :

Exemple 20 Soit la formule GNF codant :(a⇔ b) ∧ (a⇔ ¬b) :
C1 : (a ∧ b) ∨ (¬a ∧ ¬b)
C2 : (¬a ∧ b) ∨ (a ∧ ¬b)
Une d́erivation possible de la clause vide peutêtre ŕesuḿee ainsi :
(a ∧ b) ∨ (¬a ∧ ¬b) (¬a ∧ b) ∨ (a ∧ ¬b)

(a ∧ b) ∨ (¬a ∧ b) (¬a ∧ ¬b) ∨ (a ∧ ¬b)

(a ∧ ¬b) ∨ (a ∧ ¬b) ⊢ (a ∧ ¬b)

(¬a ∧ b)

�
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6.3 Généralisation de la règle de résolution propositionnelle

6.3.2 Un algorithme pour la méthode de ŕesolution ǵenéralisée

La correction, et surtout la complétude de la méthode de r´esolution généralisé nous per-
met d’écrire un premier algorithme basé sur la règle de r´esolution généralisée pour résoudre le
problème de satisfaisabilité pour une instance CGNF codant un CSP. Cet algorithme est décrit par
l’algorithme 14.

Algorithme 14 Méthode de résolution généralisée CGNF
Fonction MetResGen
Entr ée : une formule CGNFΓ (codant un CSP)
Sortie : la réponse au test de satisfaisabilité pourΓ

1: CC1, CC2 : deux clauses
2: L1, L2 : deux littéraux généralisés
3: tant que � /∈ Γ faire
4: (CC1, CC2, L1, L2)← SelClaRes(Γ)
5: si (CC1, CC2) = (∅, ∅) alors
6: retourner Insatisfaisable
7: fin si
8: Γ← Γ ∪RegResGen(CC1, CC2, L1, L2)
9: fin tant que

10: retourner Satisfaisable

Cet algorithme fait appel à deux fonctions. La première est la fonctionRegResGenqui prend en
paramètre deux clauses généralisées ainsi que deux littéraux généralisés leur appartenant, retourne
la clause généralisée correspondant à la résolvante de ces deux clauses appliquée selon les deux
littéraux. Son code est donné dans l’algorithme 15.

Algorithme 15 Règle de résolution généralisée
Fonction RegResGen
Entr ée : deux clauses généraliséesCC1 et CC2, ainsi que deux littéraux généralisésL1 et L2

appartenant respectivement àC1 etC2

Sortie : la résolvante généralisée issue deCC1 etCC2 portant sur les littéraux généraliséL1 et
L2

1: retourner {CC1\L1} ∨ {CC2\L2}

La seconde est la fonction desélection des clausessur lesquelles appliquer la règle de résolvante
généralisée. La description que nous donnons dans l’algorithme 16 nous permet d’être complet
dans ce choix. Cependant, cette complétude s’obtient au prix d’une complexité en temps et en es-
pace exponentielle dans le pire des cas, car le nombre de résolvantes possibles est potentiellement
exponentiel.

Ces complexités constituent un frein quant à une éventuelle programmation efficace de la
méthode de résolution généralisée, comme ce fut le caspour le calcul propositionnel. C’est pour-
quoi nous ne voyons que deux moyens d’exploiter la règle de résolution généralisée : le premier
consisterait en une phase de pré-traitement pendant laquelle une stratégie de résolution bornée
serait appliquée afin de déduire des résolvantes susceptibles de simplifier le problème. Nous pour-
rions par exemple nous inspirer des travaux de [Galil, 1975,Li et Anbulagan, 1997] pour le calcul
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propositionnel et voir s’il est possible de les étendre au cadre CGNF.
Le second moyen consisterait à utiliser la règle de résolution généralisée de façon incomplète

pour prouver l’inconsistance d’instances CGNF. Cette seconde approche pourrait s’inscrire dans
le cadre du cinquième challenge proposé par Bart Selman en1997 lors de la conférence IJCAI
[Selman et al., 1997]. Ce challenge portait sur la preuve d’inconsistance à l’aide de méthodes in-
complètes.

Algorithme 16 Sélection des clauses pour l’application de la règle de r´esolution généralisée
Fonction SelClaRes
Entr ée : une formule CGNFΓ
Sortie : deux clauses généraliséesCCi etCCj deΓ, ainsi que deux littéraux généralisésLi etLj

leur appartenant tels que l’application de la règle de résolution généralisée surCCi etCCj

portant surLi etLj ne produit pas de clauses généralisée redondante
1: pour tout CCi1 ∈ Γ faire
2: pour tout Li2 ∈ CCi1 faire
3: pour tout CCj1 ∈ Γ(CCi1 6= CCj2) faire
4: pour tout Lj2 ∈ CCj1 faire
5: si ∃li ∈ Li2 tel que∃lj ∈ Lj2(li 6= lj) tel que∃Ccard(une formule de cardinalité)

tel queli ∈ Ccard et lj ∈ Ccard et queRegResGen(CCi1, CCj1 , Li2 , Lj2) /∈ Γ
alors

6: retourner (CCi1 , CCj1, Li2 , Lj2)
7: fin si
8: fin pour
9: fin pour

10: fin pour
11: fin pour
12: retourner (∅, ∅, ∅, ∅)

6.4 Une nouvelle r̀egle d’inférence pour le codage CGNF

Le codageCGNFpermet une représentation optimale des CSP, cependant il ne capture pas la
propriété de consistance d’arc qui est la clé de presque tous les algorithmes énumératifs des CSP.
Nous introduisons dans cette section une règle d’inférence simple qui s’applique sur le codage
CGNFet prouvons que la consistance d’arc peut être établie en temps linéaire en appliquant la
règle jusqu’à saturation. Cette règle exploite la structure de l’instance en utilisant une clause de
domaine et une clause de contrainte.

6.4.1 D́efinition de la règle d’inférence IR

Définition 78
SoientP un CSP,C son codage CGNF,CCi une clause de contrainte,CX une clause de domaine,
LCi

l’ensemble des littéraux figurant dansCCi etLX l’ensemble des littéraux deCX . Si LCi
∩

LX 6= ∅ alors on infère chaque négation¬Xv d’un littéral positif2 qui figure dansLX mais pas
dansLCi

. Nous obtenons la règle suivante :

2Dans le codage CGNF d’un CSP, il n’apparaı̂t que des littéraux positifs.
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IR : siLCi
∩ LX 6= ∅,Xv ∈ LX etXv 6∈ LCi

alorsCX ∧ CCi
⊢ ¬Xv

3.

Exemple 21 Soit CB=(±1, Bv0 Bv1) la clause de domaine correspondantà la variableB et
CCi=(Av1∧Bv0∧Cv0)∨(Av0∧Bv0∧Cv1) une clause de contrainte correspondantà la contrainte
du CSPCi impliquant les variables{A,B,C}. L’application de la r̀egle IR sur ces deux clauses
donne :CB ∧CCi ⊢ ¬Bv1 .

Proposition 11 La règle d’inf́erence IR est correcte.

Preuve SoientXv un littéral figurant dansLX mais pas dansLCi
etI un mod̀ele deCCi ∧ CX .

La clause de contrainteCCi est une disjonction de conjonctionsfi et chaque conjonctionfi

contient un litt́eral deLX . Au moins une des conjonctionsfi, disonsfj, est satisfaite parI car I
est un mod̀ele deCCi. Ainsi, il y a un litt́eralXv′ (Xv′ 6= Xv carXv /∈ LCi

) defj qui figure dans
LX , et tel queI[Xv′ ] =vrai. À cause de l’exclusion mutuelle des littéraux deCX , Xv′ est le seul
litt éral deLX satisfait parI. Ainsi,I[¬Xv] =vrai et I est un mod̀ele de¬Xv.

6.4.2 La règle d’inférence et la consistance d’arc

Définition 79
Un CSPP est arc consistant si et seulement si tous ses domaines sont arc consistants. Un domaine
DXi1

est arc consistant si et seulement si pour chaque valeurvi1 deDXi1
et pour chaque contrainte

Cj d’aridek impliquant les variables{Xi1 , . . . ,Xik} il existe un tuple
(vi2 , . . . , vik) ∈ DXi2

× . . .×DXik
tel que(vi1 , vi2 , . . . , vik) ∈ Rj .

Nous utilisons la règle d’inférence IR sur le codage CGNFC d’un CSPP , pour établir la consis-
tance d’arc. Nous montrons qu’en appliquant IR surC jusqu’à saturation (un point fixeest atteint)
et en propageant les mono-littéraux négatifs inférés nous maintenons la consistance d’arc surC
avec une complexité linéaire.

Proposition 12 SoientP un CSP etC son codage CGNF. Une valeurv ∈ DY est filtŕee par
consistance d’arc dansP si et seulement si la négation¬Yv de la variable booĺeenne correspon-
dante est inf́erée par l’application de IR surC.

Preuve Soit v une valeur du domaineDY qui ne v́erifie pas la propríet́e de consistance d’arc.
Il y a au moins une contrainteCj impliquantY telle quev n’apparaisse dans aucun des tuples
autoriśes de la relation correspondanteRj . La variable booĺeenneYv n’apparâıt pas dans la
clause de contrainte associéeCCj, mais elle apparâıt dans la clause de domaineCY assocíeeà
DY . Si on applique la r̀egle IR surCY etCCj on inf̀ere¬Yv.

La réciproque se d́emontre de la m̂eme manìere.

Théorème 2 SoientP un CSP etC son codage CGNF. La saturation de IR surC et la propa-
gation de tous les litt́eraux inf́erés est́equivalent au filtrage par consistance d’arc dans le CSPP
original.

Preuve C’est une conśequence de la proposition 12.

3⊢ représente l’inférence logique.
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6.4.3 La consistance d’arc par application de IR

Pour programmer un filtrage par consistance d’arc surC en appliquantIR, nous avons besoin
de définir quelques structures de données. On suppose que lesnd variables booléennes deC
sont encodées par les premiers entiers[1..nd]. On définit un tableauOCCj de taillend pour
chaque clause de contrainteCCj de telle sorte queOCCj[i] contient le nombre d’occurrences de
la variablei dansCCj. Il y a un total dem tableaux de ce type qui correspondent auxm clauses
de contrainte. SiOCCj[k] = 0 pour unk ∈ {1 . . . nd} et unj ∈ {1 . . . m}, la négation¬i de
la variable booléennei est inférée parIR. Cette structure de donnée ajoute un facteurO(mnd)
en complexité spatiale. La complexité spatiale totale deC estO(mada + nd + mnd), mais les
facteursnd etmnd sont toujours inférieurs au facteurmada, donc la complexité spatiale deC
reste enO(mada).

Le principe du filtrage par consistance d’arc consiste tout d’abord à lire lesm tableauxOCCj

pour détecter les variablesi ∈ [1 . . . nd] qui ont un nombre d’occurrences nul (OCCj[i] = 0).
Ceci est fait par les lignes 3 à 7 de l’algorithme 17 enO(mnd), car il y am tableaux de taille
nd. Ensuite, il faut appliquer la propagation unitaire sur lesvariables détectées, et propager leur
effet jusqu’à saturation (i.e. plus de nouvelle variablei ayantOCCj[i] = 0). La procédure de
consistance d’arc est décrite dans l’algorithme 17. Elle fait appel à la procédurePropagerdécrite
dans l’algorithme 18.

Algorithme 17 Consistance d’arc
Procédure Consistance d’arc
Entr ée : une instance CGNFC
Sortie : la même instanceC rendue arc-consistante

1: var L : liste de littéraux{à propager}
2: L← ∅
3: pour chaque clause de contrainteCCj faire
4: pour chaque littérali deOCCj faire
5: siOCCj[i] = 0 alors
6: ajouter¬i dansL
7: fin si
8: fin pour
9: fin pour

10: tant queL 6= ∅ et� /∈ C faire
11: extraire¬l deL
12: (C, L)← propager(C,¬l, L,vrai)
13: fin tant que
14: retourner C

La complexité de la procédure de consistance d’arc est principalement donnée par l’effet de
la propagation des littéraux de la listeL (ligne 10 à 13 de l’algorithme 17). Il est aisé de voir que
dans le pire des cas il y aurand appels à la procédurepropager. Toutes les propagations dues à
ces appels sont effectuées enO(mada) dans le pire des cas. En fait, il y a au plusda conjonctions
dea littéraux pour chaque clause de contrainte deC. Le nombre total de conjonctions traitées à
la ligne 3 de l’algorithme 18 ne peut pas excédermda car chaque conjonctionf considérée à la
ligne 3 est retirée à la ligne 5 (f est interprétée à faux). Comme il y aa littéraux par conjonctionf ,
la propagation totale s’effectue enO(mada). Ainsi, la complexité de la procédure de consistance
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Algorithme 18 Propager
Procédure Propager
Entr ée : une instance CGNFC, un littéral¬i, une listeL de littéraux à propager, un booléenval
Sortie : la même instanceC dans laquelle¬i a été propagé et la listeL mise-à-jour

1: si i n’est pas encore affectéalors
2: affecteri à la valeurfaux
3: pour chaque conjonction non affectéef deC contenanti faire
4: affecterf à la valeurfaux
5: pour chaque littéralj def tel quei 6= j faire
6: soustraire1 àOCCk[j] {k étant l’indice de la clause de contrainte contenantf}
7: siOCCk[j] = 0 etval =vrai alors
8: ajouterj dansL
9: fin si

10: fin pour
11: fin pour
12: fin si
13: retourner (C, L)

d’arc estO(mada +mnd). Mais une fois de plus, le facteurmnd est souvent négligeable devant
mada. La complexité est donc réduite àO(mada). Elle est linéaire dans la taille deC.

6.5 Deux ḿethodesénumératives pour le codage CGNF

Nous étudions dans cette partie deux méthodes énumératives : la première (MAC) maintient
la consistance d’arc pendant la recherche tandis que la seconde (FC) ne maintient qu’une forme
partielle de consistance d’arc, comme le fait la méthode duforward checkingclassique dans les
CSP [Haralick et Elliott, 1980]. Ces deux méthodes effectuent une énumération booléenne et des
simplifications. Elle sont basées sur une adaptation de la procédure DPLL au codageCGNF.

6.5.1 La méthode MAC

MACcommence par un premier appel à l’algorithme 17 pour vérifier la consistance d’arc à la
racine de l’arbre de recherche. Ensuite, il se contentera dedifférents appels à la procédurepropager
décrite par l’algorithme 18 à chaque nœuds de l’arbre pourmaintenir la consistance d’arc pendant
le recherche. C’est à dire, les mono-littéraux de chaque nœuds sont inférés et leurs effets sont
propagés. Le code deMACest décrit dans l’algorithme 19.

6.5.2 La méthode FC

Il est aisé d’obtenir un algorithme équivalent àForward Checking (FC)̀a partir de celui de
MAC pour le codage CGNF. Le principe est le même que pourMAC, excepté qu’au lieu de main-
tenir la consistance d’arc surC à chaque nœud de l’arbre de recherche, (FC) ne la maintient que
sur le voisinage proche de la variable qui vient d’être instanciée. Ceci est fait en restreignant l’ef-
fet de la propagation de l’affectation du littéral aux seuls littéraux de la clause de contrainte dans
laquelle il apparaı̂t. En remplaçant l’algorithme Satisfaisable par SatisfaisableFC (algorithme 21)
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Algorithme 19 MACpour le codage CGNF.
Procédure MAC
Entr ée : une instance CGNFC
Sortie : la réponse au test de satisfaisabilité deC (satisfaisable ou insatisfaisable)

1: C ← Consistanced′arc(C)
2: si � ∈ C alors
3: retourner (insatisfaisable)
4: sinon
5: choisir un littérall ∈ C
6: si satisfaisable(C, l,vrai) alors
7: retourner (satisfaisable)
8: sinon sisatisfaisable(C, l,faux) alors
9: retourner (satisfaisable)

10: sinon
11: retourner (insatisfaisable)
12: fin si
13: fin si

dans l’algorithme MAC, on obtient l’algorithme Forward Checking. Il est important de noter qu’il
est trivial de retrouver l’algorithme FC pour notre codage,alors que ce n’est pas le cas pour les
CSP n-aires, où on trouve pas moins de six versions différentes deFC [Bessière et al., 2002].

6.5.3 Heuristiques de choix de variable

Étant donné que le codage CGNF conserve la structure du CSP,on peut trouver aisément des
heuristiques de choix de variables ou de valeurs équivalentes à celles utilisées dans les CSP. Par
exemple, l’heuristique du domaine minimal (MD) qui consiste à choisir, pendant la recherche, la
variable CSP dont le domaine est le plus petit, est équivalent dans le codage CGNF, à choisir un
littéral qui apparaı̂t dans la clause de domaine la plus courte.

Un autre exemple, l’heuristiqueDomDegqui consiste à choisir la variable qui minimise le ratio
|DXi

|

degree(Xi)
telle quei ∈ [1..n], oùdegree(Xi) représente le nombre d’occurrences de la variable

Xi dans toutes les contraintes du CSP. Dans le codage CGNF cetteheuristique revient à choisir la

variable qui minimise la valeur de
|CDi

|

occ(CDi
) telle quei ∈ [1..n] et oùocc(CDi

) donne le nombre de

clauses de contrainte où au moins un littéralXk deCDi
apparaı̂t.

L’heuristiqueMD a été implémentée dans les méthodes MAC et FC et les résultats obtenus
sont présentés à la section suivante.

6.6 Exṕerimentations

Nous avons expérimenté les deux méthodesMACetFC et comparé leurs performances sur des
instances du problème de Ramsey et sur des CSP à contraintes d’arités 3 et 4 générés aléatoirement
encodés sous formes CGNF. Ces programmes sont écrits enC de manière itérative, compilés et
exécutés sous Linux avec un processeur 2.8 Gh et 1Go de RAM.
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Algorithme 20 Fonction Satisfaisable.
Fonction Satisfaisable
Entr ée : une instance CGNFC, une variablel, un booléenval
Sortie : un booléen

1: var L : liste de littéraux
2: L← ∅
3: si val = vrai alors
4: affecterl à la valeurvrai
5: ajouter chaque littérali 6= l de la clause de domaine contenantl dansL
6: tant queL 6= ∅ et� /∈ C faire
7: extrairei deL
8: (C, L)← propager(C, i, L,vrai)
9: fin tant que

10: sinon
11: (C, L)← propager(C, l, L,vrai)
12: siC = ∅ alors
13: retourner (vrai)
14: sinon si� ∈ C alors
15: retourner (faux)
16: sinon
17: choisir un littéralp deC
18: si satisfaisable(C, p,vrai) alors
19: retourner (vrai)
20: sinon si(satisfaisable(C, p,faux)) alors
21: retourner (vrai)
22: sinon
23: retourner (faux)
24: fin si
25: fin si
26: fin si
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Algorithme 21 Fonction SatisfaisableFC.
Fonction SatisfaisableFC
Entr ée : une instance CGNFC, une variablel, un booléenval
Sortie : un booléen

1: var L,L′ : listes de littéraux
2: L← ∅
3: L′ ← ∅
4: si val = vrai alors
5: affecterl à la valeurvrai
6: ajouter chaque littérali 6= l de la clause de domaine contenantl dansL
7: tant queL 6= ∅ et� /∈ C faire
8: extrairei deL
9: (C, L′)← propager(C, i, L′,vrai)

10: fin tant que
11: tant queL′ 6= ∅ et� /∈ C faire
12: extrairei deL′

13: (C, L)← propager(C, i, ∅,faux)
14: fin tant que
15: sinon
16: (C, L)← propager(C, l, ∅,faux)
17: siC = ∅ alors
18: retourner (vrai)
19: sinon si� ∈ C alors
20: retourner (faux)
21: sinon
22: choisir un littéralp deC
23: si satisfaisable(C, p,vrai) alors
24: retourner (vrai)
25: sinon si(satisfaisable(C, p,faux)) alors
26: retourner (vrai)
27: sinon
28: retourner (faux)
29: fin si
30: fin si
31: fin si
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6.6 Expérimentations

6.6.1 Le probl̀eme de Ramsey

Le problème de Ramsey ([CSPlib, ]) est un problème combinatoire bien connu. Il consiste à
colorer les arêtes d’un graphe complet àn sommets à l’aide dek couleurs de telle sorte qu’il n’y ai

pas de triangle monochromatique. Son codage CGNF nécessite k × (n2−n)
2 variables booléennes,

(n2−n)
2 clauses de domaine de taillek etC3

(n2−n)
2

clauses de contrainte de tailles3× (k3 − k).

Le tableau 6.5 montre les résultats deMACet deFC avec l’heuristiqueMD sur quelques ins-
tances du problème de Ramsey oùk = 3 etn varie entre5 et14. Ces problèmes ont des solutions.
La première colonne définit le problème :Rn k dénote l’instance du problème de Ramsey avec
n sommets etk couleurs, la seconde et la troisième colonnes montrent lesnombres de nœuds et
les performances en temps CPU deFC etMAC respectivement augmentés par l’heuristique (MD)
décrite précédemment.

Problème FC + MD MAC + MD
Noeuds Temps Noeuds Temps

R5 3 12 0 s 48µs 12 0 s 85µs
R6 3 27 0 s 231µs 21 0 s 297µs
R11 3 237 0 s 5039µs 103 0 s 4422µs
R12 3 538 0 s 21558µs 130 0 s 11564µs
R13 3 1210 0 s 28623µs 164 0 s 9698µs
R14 3 216491 9 s 872612µs 6735 1 s 752239µs

FIG. 6.5 – Résultats deMACetFC pour quelques problèmes de Ramsey.

On peut voir queFC est meilleur queMAC pour les instances de petite taille (n ≤ 6) mais
visite plus de noeuds. Cependant,MAC est meilleur queFC en temps et en nombre de noeuds
visités dès lors que la taille du problème augmente (n ≥ 7). MACsurpasseFC dans la plupart des
cas pour ce problème.

6.6.2 Les probl̀emes aĺeatoires

La seconde classe de problème étudiée correspond aux CSPgénérés aléatoirement. Nous
avons mené des expériences sur des CSP à contraintes d’arité 3 (3-CSP) et 4 (4-CSP) générés
aléatoirement. Dans les deux cas, le nombre de variables est 10. Le nombre de valeurs par do-
maine est de 10 pour les 3-CSP et de 5 pour les 4-CSP. Notre générateur utilise 5 paramètres :
n le nombre de variables,d la taille des domaines,a l’arité des contraintes,dens la densité des
contraintes qui est le rapport entre le nombre de contraintes et le nombre maximum de contraintes
possibles, ett la dureté qui est la proportion de tuples interdits de chaque contraintes. Les CSP
obtenus ainsi sont exprimés sous forme CGNF.

La Figure 6.6 (respectivement Figure 6.7) montre les courbes moyennes représentant les temps
CPU pour MAC et FC augmentés par l’heuristique MD par rapport à une variation de la dureté
des contraintes sur les 3-CSP (respectivement 4-CSP). Les deux courbes de droite de la Figure
6.6 (respectivement Figure 6.7) sont celles de MAC et FC pourune faible densité :dens=0,20
(courbes A) (respectivementdens=0,096 (courbe D)), les deux au milieu correspondent à une
densité moyenne :dens=0,50 (courbes B) (respectivementdens=0,50 (courbes E)) et les deux de
gauches correspondent à une densité haute :dens=0,83 (courbes C) (respectivementdens=0,96
(courbes F)). On peut voir que le pic de difficulté de la région difficile pour chaque classe de
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problème correspond à une valeur critique de dureté et que ce pic de difficulté augmente si la
densité augmente. Plus la densité est faible, plus la dureté critique correspondante est grande. On
peut également noter queMACsurpasse définitivementFC sur les six classes de problèmes.

6.7 Établir la consistance de chemin avec IR

Nous décrivons dans cette section un moyen de réaliser la consistance de chemin [Mohr, 1987]
pour les CSPbinaires codés en CGNF en utilisant la règleIR décrite précédemment. Rappelons
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6.7Établir la consistance de chemin avec IR

que la consistance de chemin est une autre forme de consistance locale qui est plus forte que la
consistance d’arc.

Nous ne considérerons dans cette section que le cas de CSP contenant au plus une contrainte
par couple de variables. Ceci sans perte de généralité car plusieurs contraintes entre deux variables
X etY peuvent aisément être fusionnées en une seule.

Définition 80 (Chemin consistance)
Dans une CSP binaire, un couple de valeurs(i ∈ DX , j ∈ DY ), autorisé par une contrainte entre
les variablesX etY est chemin consistante si et seulement si pour toute variableZ telle queZ 6=
X etZ 6= Y , il existe une valeurk ∈ DZ telle que l’affectation partielle(X = i, Y = j, Z = k)
satisfait toutes les contraintes (binaires) définies sur tout couples de variables formés à partir de
{X,Y,Z}2.

Proposition 13 SoitP un CSP binaire expriḿe en CGNF. Supposons queP est arc consistant.
Si un couple de valeurs(i, j) pour les variablesX et Y n’est pas chemin consistant dansP ,
alors (Y = j) est retiŕee (c’està dire que¬Yj est inf́erée parIR) lors de l’établissement de la
consistance d’arc avecIR surPDX={i}, défini comméetant le CSPP dans lequel le domaine de
la variableX est ŕeduit à l’unique valeuri ∈ DX

4. Toutes les valeursj ∈ DY telles que(i, j)
n’est pas chemin consistant pour certainsi ∈ DX peuvent̂etre retiŕees (tous les¬Yj peuvent̂etre
inférés) avec une complexité en temps deO(2.md2) ≈ O(md2).

Preuve Si (X = i, Y = j) n’est pas chemin consistant, alors il existe une variableZ dansP
telle que pour toutes les valeursk ∈ DZ , l’affectation(X = i, Y = j, Z = k) viole une contrainte
deP . Du fait que(X = i, Y = j) est autoriśe par la contrainte entreX et Y , cela signifie que
chaque valeurk affect́ee à Z viole soit la contrainte entreX et Z, soit celle entreY et Z. En
d’autres termes, les valeurs du domaine deZ qui sont consistantes avec soitX = i ou Y = j
forment une partitionZi ∪ Zj telles queZi ∩ Zj = ∅, dont les valeurs dansZi sont compatibles
avecX = i mais pas avecY = j, et celles dansZj réciproquement compatibles avecY = j
mais pas avecX = i. Ainsi, toutes les valeur deZj sont arc inconsistantes dansPDX={i} (du
fait de la contrainte entreX etZ) ; et sont retiŕees du domaine deZ lors de l’établissement de la
consistance d’arc surPDX={i} en appliquantIR. Par conśequent, l’affectationY = j devientà
son tour arc inconsistant, carZj est le support deY = j dansPDX={i}, et la valeurj est retiŕee
du domaineDY . La complexit́e en temps pour retirer toutes les valeursj ∈ DY formant des
couples(i, j), i ∈ DX , qui ne sont pas chemin consistants est identiqueà la complexit́e en temps
de l’algorithme 17 appliqúe sur le CSP binairePDX={i} cod́e en CGNF. Ainsi, la complexité totale
en temps de cette opération est enO(2md2) ≈ O(md2) dans le pire des cas.

Complexité de l’algorithme basique de chemin consistance :La méthode induite par la pro-
position précédente pour effectuer la chemin consistance sur une instance CGNF codant un CSP
binaire est basé sur l’algorithme 17. Elle consiste à lancer l’algorithme Consistance d’arc (al-
gorithme 17) sur le CSPPDX={i}, codé en CGNF, pour chaque variableX et chaque valeur
i ∈ DX . Chaque fois qu’une valeurj pour une variableY est supprimée par consistance d’arc
dansPDX={i}, on peut inférer la clause binaire négative (¬Xi ∨ ¬Yj) dansP pour signifier que
le couple(X = i, Y = j) n’est pas chemin inconsistant. Cette opération est répétée tant ques

4Réduire la domaineDX d’une variable CSPX à une unique valeur{i} revient à ajouter la clause unitaireXi au
codage CGNF du CSP.
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des couples n’étant pas chemins consistants sont détect´es. La complexité en temps de cet algo-
rithme est enO(mn2d4) ⊆ O(n4d4) dans le pire des cas. Le pire des cas étant atteint lorsque
le filtrage par chemin consistance retire toutes les couplessauf un, mais seulement un par un ;
auquel cas, l’algorithme 17 doit être exécuté une fois pour chaque couple supprimé, c’est-à-dire
O(n2d2) fois. Ainsi, la complexité totale est enO(mn2d4). Cette approche pour effectuer un
filtrage par chemin consistance n’étant pas spécifique au codage CGNF, cet algorithme basique
pourrait être amélioré en considérant des techniques optimisées de filtrage par consistance d’arc
[Bessière et Regin, 2001].

6.7.1 Établir la consistance de chemin forte en combinant IR et la r̀egle de ŕesolution
généralisée

L’algorithme décrit précédemment permet de générer toutes les paires(X = i, Y = j) qui
ne satisfont pas la propriété de consistance de chemin dans un CSP binaire. Ceci se traduit par la
production de toutes les clauses binaires correspondantes(¬Xi ∨ ¬Yj) dans le codage CGNF du
CSP. Nous allons maintenant décrire comment ces clauses binaires peuvent être exploitées pour
filtrer la formule dans le but de rendre le problème fortement chemin consistant.

Nous rappelons la définition de la chemin consistance forte:

Définition 81 (Chemin consistance forte)
Dans une CSP binaire, un couple de valeurs(i ∈ DX , j ∈ DY ), autorisé par une contrainte entre
les variablesX etY est fortement chemin consistant si et seulement si à la foisi ∈ DX etj ∈ DY

sont arc-consistants et pour toute variableZ telle queZ 6= X et Z 6= Y , il existe une valeur
k ∈ DZ telle que l’affectation partielle(X = i, Y = j, Z = k) satisfait toutes les contraintes
(binaires) définies sur tout couples de variables de{X,Y,Z}2.

Supposons qu’une clause binaire (¬Xi ∨ ¬Yj) ait été inférée car le couple(X = i, Y = j)
n’est pas chemin consistant. Cette clause peut être réécrite sous la forme¬(Xi ∧ Yj). Ainsi si une
clause de contrainteCCk contient le littéral généralisé(Xi∧Yj) i.e.CCk = (Xi∧Yj)∨ . . ., alors
la règle de résolution généralisée peut être appliquée entreCCk et cette clause binaire et produire
la résolvante généraliséeCC ′

k définie comme étant la clause généraliséeCCk dans laquelle le
littéral généralisé(Xi ∧ Yj) a été retiré. Ceci pourrait être effectué avec une complexité linéaire à
chaque fois qu’une clause binaire est générée (il suffit pour ce faire de regarder toutes les clauses
généralisées contenant soitXi, soitYj). Filtrer par consistance de chemin forte est sensé réaliser un
filtrage de domaines, il ne reste plus qu’à appliquer une nouvelle fois l’algorithme de consistance
d’arc à l’aide deIR chaque fois qu’un nouveau couple est detecté comme n’étant pas chemin
consistant. Ainsi, la complexité en temps totale pour réaliser un filtrage par consistance de chemin
est enO(mn2d4 +mn2d4) qui reste enO(mn2d4).

Nous constatons donc que la règle d’inférenceIR peut être utilisée non seulement pour ef-
fectuer un filtrage par consistance d’arc, mais aussi pour effectuer un filtrage par consistance
de chemin sur des CSP binaires codés en CGNF. De plus, lorsque queIR est combinée avec
la règle de résolution généralisée, elle permet de réaliser un filtrage par consistance de che-
min forte qui est plus fort que d’effectuer un filtrage par consistance d’arc singleton (SAC en
anglais pour Singleton Arc Consistency) [Debruyne et Bessière, 1997b], [Prosser et al., 2000] et
[Debruyne et Bessière, 2005].
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6.8 Travaux de référence, discussion et comparaison

Bien que notre approche ne puisse pas vraiment être qualifi´ee de transformation ou de codage
de CSP vers SAT, puisque nous introduisons un formalisme logique exprimant naturellement un
CSP, nous dressons dans cette section un petit récapitulatif des transformations les plus connues
de CSP vers SAT tout en comparant leurs propriétés.

– Le codage direct[Kleer, 1989] est la transformation de CSP vers SAT la plus utilisée. Pour
un CSPP , le codage direct a une complexité en espace dans le pire descas enO(nd +
nd(d−1)

2 +mada) et ne capture pas la consistance d’arc.
– Le codage AC(ou Support Encoding) [Kasif, 1990] est défini pour les CSP binaires. Sa

particularité est de représenter la propriété de consistance d’arc dans le codage. Il permet
à une procédure simple SAT (la propagation unitaire) d’obtenir la consistance d’arc. Sa
complexité en espace dans le pire des cas est la même que celle du codage direct.

– Le codage k-AC[Bessière et al., 2003] est une généralisation du codageAC au CSP n-aires.
Sa complexité spatiale est identique à celle des deux autres, et légèrement supérieure à celle
du codage CGNF qui est enO(nd + mada). Ce codage capture lak-consistance d’arc
relationnelle[Bessière et al., 2003] et la(i, j)-consistance[Freuder, 1985]. L’inconvenient
majeur de ce codage réside dans le fait qu’il faut choisir a priori la valeur k, qui est un
paramètre de la transformation, sans avoir de connaissance sur la valeur la plus appropriée.

– Comparaison et discussion: Notre approche est différente. Elle consiste en une gén´eralisation
de la forme CNF qui permet un codage naturel et optimal des CSPn-aires exprimés en exten-
sion, tout en conservant leur structure, ainsi que des instances SAT. Dans ce nouveau forma-
lisme, une règle d’inférence simple permet de récupérer la consistance d’arc, la consistance
de chemin (dans le cas de CSP binaires) et même la consistance de chemin forte (toujours
pour des CSP binaires) en la combinant à la règle de résolution généralisée. Les filtrages
associés à ces différentes consistances locales peuvent y être réalisés avec une complexité
identique à celle des algorithmes les réalisant dans les CSP.

6.9 Conclusions et perspectives

Nous avons conçu le formalisme GNF (General Normal Form) engénéralisant la forme CNF
qui nous permet d’exprimer les CSP n-aires de manière compacte lorsque l’on utilise un opérateur
de cardinalité (CGNF). Nous avons montré que la taille de la représentation CGNF d’un CSP est
identique à la taille de sa représentation originale.

Dans ce nouveau formalisme logique, nous avons montré qu’il est possible d’étendre des tech-
niques de résolution généralement exploitées pour résoudre le problème SAT. En l’occurrence,
nous avons généralisé la règle de résolvante de Robinson au formalisme GNF et nous avons
montré que la méthode de résolution qui en découle est complète pour les deux formalismes GNF
et CGNF. Ceci nous a permis de concevoir une méthode de preuve de consistance ou d’inconsis-
tance pour toute instance exprimée dans un de ces formalisme, notamment lorsqu’il s’agit de CSP
exprimés sous forme CGNF. Du moins en théorie, car la complexité de cette méthode ne nous
permet pas d’envisager son implémentation en tant que méthode complète dans le cas général.

Cependant, nous avons également montré qu’il est possible d’utiliser une autre méthode de
résolution, basée cette fois sur une énumération du genre DPLL pour traiter des instances CGNF.
De plus, dans le cas particulier de CSP, nous avons démontr´e qu’il existe une règle d’inférence
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spécifique au codage CGNF, dont l’application jusqu’à saturation permet de filtrer le problème
par consistance d’arc.́Etant donné que ce procédé peut être réalisé en temps linéaire par rapport
à la taille de l’instance, nous avons proposé deux algorithmes de résolution d’instances CGNF
en combinant l’adaptation la procédure DPLL et l’utilisation de cette règle. Ces deux algorithmes
sont équivalents à deux algorithmes bien connus pour la r´esolution des CSP : l’algorithmeForward
Checkinget l’algorithmeMAC.

Afin de s’assurer de la praticabilité de ces deux méthodes,elles ont été expérimentées sur
des instances du problème de Ramsey ainsi que sur des CSP à contraintes d’arité 3 et 4 générés
aléatoirement. Nous avons obtenu des résultats qui montrent que le maintient de la consistance
d’arc complète dans le codage CGNF semble être plus efficace.

Nous avons également montré que cette règle d’inférence pouvait être utilisée de manière
différente afin d’effectuer un filtrage par consistance de chemin dans le cas de CSP binaires ex-
primés sous forme CGNF. Enfin nous avons montré qu’en combinant cette règle d’inférence et
la règle de résolution généralisée, nous pouvons réaliser un filtrage équivalent à celui réalisé en
rendant un CSP fortement chemin consistant.

Nous avons donc constaté qu’un certain nombre de techniques de résolution et de filtrage
par consistances locales généralement utilisées pour traiter des CSP pouvaient être exploitées
également dans le formalisme CGNF que nous avons proposés. Il y a fort à parier que tout ce
qui concerne le traitement de CSP en extension peut être récupéré par ce formalisme. En ce sens,
rien d’étonnant au fait que les expérimentations préliminaires que nous avons menées ne montrent
pas de meilleures performances que les méthodes de résolutions spécifiques de CSP (voir même
au contraire). Pour pouvoir rivaliser avec les solveurs dernière génération, il faudrait intégrer à nos
solveurs des méthodes de restarts, backjumping, nogood recording etc... Nous ne sommes pas à ce
stade intéressés par tout ce que nous pourrions récupérer comme techniques d’optimisations exis-
tantes pour les CSP mais plutôt par ce que nous apporte le formalisme propositionnel qui n’a pas
d’équivalence en CSP. La contribution majeure de ce chapitre est donc a nos yeux la généralisation
de la règle de résolution qui permet de déduire de la connaissance qu’il est impossible de déduire
dans le formalisme CSP. En effet, la résolvante produite entre deux clauses de contrainte est une
clause de contrainte ne correspondant à aucune contraintedans le CSP initial.

La perspective principale que nous envisageons pour la continuité de ce travail consiste à trou-
ver un moyen d’exploiter cette règle de résolution généralisée, soit en guise de pré-traitement,
soit de manière incomplète, en choisissant les clauses g´enéralisées sur lesquelles appliquer la
règle de façon heuristique. Cette règle permettant de prouver l’inconsistance lorsque la clause
vide est produite, si nous trouvons un moyen de l’exploiter de manière incomplète, nous pour-
rions ouvrir une voie de recherche pour répondre au cinqui`eme challenge lancé par Bart Selman
[Selman et al., 1997].
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Nous nous sommes intéressés dans cette thèse à trois problèmes majeurs pour lesquels nous
avons tenté d’apporter une contribution.

Le premier de ces problèmes concerne le calcul et l’exploitation d’ensembles strong back-
door pour le problème SAT. Le calcul de tels ensembles est unproblème à très forte combinatoire
qui n’avait jusqu’alors était traité que pour des problèmes de petite taille. Nous avons proposé
une méthode de recherche locale permettant de calculer desensembles strong backdoor dont la
taille est la plus petite possible. Cette méthode est capable de traiter des instances contenant plu-
sieurs milliers de variables en un temps paramétrable. Elle est basée sur une procédure calculant
le meilleur renommage possible pour une classe polynomiale. Ce problème étant lui aussi NP-
difficile, nous avons conçu une méthode incomplète pour chercher des solutions approchées. Nous
avons ensuite décrit une méthode complète basée sur l’algorithme DPLL pour résoudre des ins-
tances SAT en exploitant les ensembles strong backdoor calculés. L’avantage de cette méthode est
de pouvoir raffiner la borne de complexité dans le pire des cas de la résolution.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux méthodes incomplètes pour traiter le problème SAT
directement. Nous avons proposé une méthode de recherchelocale qui a la particularité de n’ex-
plorer que des interprétations partielles mais toujours consistantes en lieu et place d’interprétations
complètes et inconsistantes comme c’est le cas dans la plupart des méthodes de recherche locale.
Nous avons appelé ce solveur CN-SAT pour Consistent Neighborhood for SAT. Dans ce solveur, le
choix des mouvements à effectuer à chaque étape est guid´e par le nombre de variables interprétées
de manière consistante au lieu du nombre de clauses satisfaites. Lors de l’évaluation des voisinages
que nous devons effectuer avant de choisir quelle variable interpréter, nous avons été confrontés
au problème du calcul d’un transversal minimal pour lequelnous avons proposé deux méthodes
de calcul. La première est une méthode exacte de type Branch and Bound et la seconde est de
nouveau une méthode approchée. L’implémentation de cesdeux méthodes d’évaluation a donné
lieu à deux versions différentes de notre solveur.

Enfin, dans un troisième temps, nous nous sommes intéress´es à un nouveau formalisme pro-
positionnel qui pourrait tirer avantage de la structure desproblèmes. Cette structure étant aisément
reconnaissable lorsque les problèmes sont exprimés sousforme CSP , nous avons mis au point un
formalisme qui soit capable d’exprimer simplement tout CSP. Le formalisme que nous avons intro-
duit est une généralisation de la forme CNF et porte le nom de formalisme GNF (General Normal
Form). Dans un but de concision, nous avons ajouté à ce formalisme un opérateur de cardinalité
permettant d’atteindre une représentation des CSP de taille optimale. Nous avons baptisé le forma-
lisme GNF combiné aux formules de cardinalité CGNF pour Cardinality General Normal Form.
Nous avons montré que les méthodes de résolutions traditionnelles de SAT pouvaient s’étendre
à ce nouveau formalisme plus général. En l’occurrence nous avons montré qu’il est possible
de prouver l’inconsistance d’une instance en utilisant unerègle de résolution généralisée. Cette
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méthode permet la conception d’une méthode originale pour la preuve d’inconsistance lorsque
l’on considère des CSP codés sous forme CGNF. De plus, nousavons également montré qu’il est
possible de résoudre une instance CGNF en utilisant une méthode énumérative du type DPLL.
Enfin, dans le cas de CSP exprimés en CGNF, nous avons montréqu’une règle d’inférence, lors-
qu’elle est appliquée jusqu’à saturation, permet de récupérer la propriété de consistance d’arc
avec une complexité linéaire dans la taille de la donnée.Une utilisation particulière de cette règle
permet également de réaliser un filtrage par consistance de chemin dans le cas de CSP binaires
exprimés sous forme CGNF. Ce filtrage est réalisé avec unecomplexité polynomiale identique à
celle des algorithmes connus pour les CSP. Enfin, lorsque cette règle est combinée avec la règle
de résolution généralisée, nous avons montré que l’onpouvait effectuer un filtrage par consistance
de chemin forte, toujours sur des CSP binaires, avec la mêmecomplexité polynomiale.

Ces contributions aux différents problèmes considérés nous permettent de dégager un certain
nombre de perspectives à donner à ces travaux.

En ce qui concerne les ensembles strong backdoor, nous avonsproposé de calculer des en-
sembles strong backdoor pour certaines classes polynomiales, à savoir Horn, ordonnée, Horn-
renommable et ordonné-renommable. La première intuition que nous avons serait de voir s’il est
possible de calculer des ensembles strong backdoor pour d’autres classes polynomiales. Un autre
axe de recherche nous semble également pertinent pour ce travail, il s’agit d’étendre ses travaux
aux problèmes Max-SAT. Bien qu’aucune classe polynomialen’ait été identifiée à ce jour, nous
pensons qu’il est possible de traiter un ensemble de clausesde Horn plus efficacement qu’un
ensemble de clauses non Horn. Il nous semble qu’il est possible d’utiliser les ensembles strong
backdoor pour réduire la complexité de la résolution du problème Max-SAT pour un ensemble de
clauses de Horn sans pour autant la rendre polynomiale.

Concernant le solveur CN-SAT, outre les optimisations de programmation comme l’intégration
de la propagation unitaire, nous envisageons de combiner notre approche avec l’exploitation d’en-
sembles backbone pour guider la génération des instanciations de départ. Nous envisageons d’autres
pistes comme la détection et l’exploitation de nogood et lepassage du problème SAT au problème
Max-SAT.

Enfin, le dernier axe sur lequel nous pensons qu’il est intéressant de se pencher concerne la
méthode de preuve d’inconsistance pour les CSP exprimés en CGNF. La méthode de résolution
complète que nous avons présentée n’étant pas exploitable à cause de sa trop forte complexité, nous
cherchons un moyen d’intégrer une heuristique de choix desclauses sur lesquelles appliquer le
calcul des résolvantes. Si nous parvenons à trouver une telle heuristique, nous pourrions concevoir
une méthode incomplète de preuve d’inconsistance, qui est un des challenges actuel en intelligence
artificielle.

Une autre voie que nous voulons explorer concerne l’étude des classes polynomiales de ce
formalisme. Il serait intéressant de savoir si les classespolynomiales de SAT ou des CSP peuvent
être retrouvées dans ce formalisme, et de voir si il n’existe pas de classe polynomiale propre à ce
formalisme.

Une amélioration possible de l’efficacité des méthodes ´enumératives que nous avons proposées
pourrait passer par l’intégration de techniques de détection et d’élimination des symétries dans les
instances codées en CGNF.
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Abstract

This thesis is divided in three parts, for which the common goal is the resolution of NP-
complete problems.

The first part concerns the identification and the exploitation of hidden structures in SAT pro-
blems. In particular, we focus on a structure called strong backdoor sets which are strongly linked
to the intrinsic difficulty of SAT problems. A strong backdoor set is a set of variables such that
for any assignment of its variables, the simplified formula belongs to a tractable class. We propose
a method which allows to compute strong backdoor sets for many well known tractable classes
(Horn, renameable-Horn, Ordered, renameable-Ordered) for which the size is as small as possible.
This approximation is realized in two steps. First we compute the best renaming of the formula
according to a tractable class from the point of view of the size of the non-tractable part of the
renamed formula (either in terms of number of clauses, or in terms of number of literals). Then a
strong backdoor set is extracted from the non-tractable part of the renamed formula.

The second part concerns our contribution to local search methods for SAT. We propose a new
local search method which deals with incomplete but always consistent assignments, instead of
complete and inconsistent ones. This method tries to extendthe current partial assignment in the
same way as a complete method would. But instead of backtracking when a conflict arises, it frees
at least one variable per falsified clause to restore consistency. Thus the explored neighborhood
is always consistent, whereas it is not the case for other classical local search algorithms. The
experimental results obtained show the competitiveness ofour method compared to other local
search methods.

Lastly, the third part concerns a theoretical and practicalframework common to SAT and n-ary
CSPs formalisms. We propose and study a generalization of the CNF form called GNF. In order
to represent n-ary CSPs in a concise way in this logical formalism, we add a cardinality operator
to the GNF formalism, and get the CGNF formalism. We show thatthe size of the encodings of
any instance in both CSP and CGNF are identical. We introducean inference rule, as well as a
generalized resolution rule for this formalism. The inference rule allows to enforce some kind
local consistencies when treating CSPs expressed in this new formalism, whereas the generalized
resolution rule allows to design a method to prove inconsistency of CGNF instances.

Key words: SAT, Strong Backdoor Sets, Consistent Neighborhood, Local Search, CSP, Local
Consistencies.



Résuḿe

Cette thèse comporte trois grandes parties, dont le point commun est la résolution de problèmes
NP-complets.

La première de ces parties concerne l’identification et l’exploitation de structures cachées
dans un problème SAT. En particulier, nous nous intéressons à une structure appelée ensembles
strong backdoor qui sont fortement liés à la difficulté intrinsèque des problèmes SAT. Un ensemble
strong backdoor est un ensemble de variables tel que pour toute interprétation de ces variables la
formule simplifiée appartient à une classe polynomiale. Nous proposons une méthode permettant
de calculer des ensembles strong backdoor pour plusieurs classes polynomiales connues (Horn,
ordonnée, Horn-renommable et ordonnée-renommable) dont la taille est la plus petite possible.
Cette approximation est réalisée en deux étapes. Dans unpremier temps, nous calculons le meilleur
renommage de la formule pour une classe polynomiale du pointde vue de la taille de la partie
non polynomiale (soit en terme de nombre de clauses, soit en terme de nombre de littéraux).
Ensuite nous extrayons un ensemble strong backdoor de la partie non polynomiale de la formule
renommée.

La seconde partie est une contribution aux méthodes de recherche locale pour le problème de
SAT. Nous proposons une nouvelle méthode de recherche locale qui gère des interprétations in-
complètes, mais toujours consistantes, au lieu de complètes et inconsistantes. Cette méthode tente
de prolonger l’interprétation partielle courante comme le ferait une méthode complète. Cepen-
dant, au lieu de déclencher un retour arrière (backtrack) lorsqu’un conflit survient, elle libère au
moins une variable impliquée dans chaque clause falsifiéeafin de restaurer la consistance. Ainsi,
le voisinage exploré est toujours consistant alors que ce n’est pas le cas pour les algorithmes de re-
cherche locale classiques. Les résultats expérimentauxmontrent la compétitivité de notre méthode
par rapport à d’autres méthodes de recherche locale.

Enfin, la troisième partie concerne un cadre théorique et pratique commun au formalisme SAT
et CSP n-aires. Nous proposons et étudions une généralisation de la formeCNF, appelée GNF.
Afin de pouvoir représenter de CSP n-aires de manière concise dans ce formalisme logique, nous
rajoutons un opérateur de cardinalité au formalisme GNF,et obtenons le formalisme CGNF. Nous
montrons que la taille des représentations CSP et CGNF d’unproblème sont identiques. Nous in-
troduisons une règle d’inférence, ainsi qu’une règle derésolution généralisée pour ce formalisme.
La règle d’inférence permet de récupérer un certain nombre de consistances locales lorsque nous
traitons des CSP exprimés dans ce nouveau formalisme. La r`egle de résolution généralisée quant
à elle nous permet de concevoir une méthode de preuve de l’inconsistance d’une instance CGNF.

Mots clés : SAT, ensembles strong backdoor, voisinage consistant,recherche locale, CSP,
consistances partielles.
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