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R�esum�eCe m�emoire pr�esente un r�esum�e des re
her
hes que j'ai e�e
tu�ees ou en
adr�ees dansle domaine de la r�esolution de probl�emes de satisfa
tion de 
ontraintes depuis 1992.Une premi�ere partie pr�esente les prin
ipales 
ontributions e�e
tu�ees dans les probl�emes�a variables �a domaines �nis d'une part et �a domaines 
ontinus d'autre part. Cha
une des
ontributions est repla
�ee dans son 
ontexte parti
ulier en donnant les r�ef�eren
es de baseet quelques travaux pro
hes, sans vouloir être exhaustif.Le 
hapitre 2 pr�esente les m�ethodes et algorithmes g�en�eraux pour r�esoudre des probl�e-mes de satisfa
tion de 
ontraintes (CSP) en domaines �nis, en partant des m�ethodes
ompl�etes et en allant jusqu'aux m�ethodes in
ompl�etes en passant par les m�ethodesarbores
entes tronqu�ees.Le 
hapitre 3 traite des m�ethodes de r�esolution des probl�emes de 
ontraintes sur do-maines 
ontinus, en deux sous-domaines : la partie 3.1 pr�esente la r�esolution de 
ontraintesfon
tionnelles et la partie 3.2 pr�esente la r�esolution de 
ontraintes g�eom�etriques sousforme de CSP num�eriques, ave
 en parti
ulier les m�ethodes de d�e
omposition, une �etudede la rigidit�e et de l'assemblage de sous-parties rigides.Une 
on
lusion pr�esente les voies de re
her
he que je souhaite poursuivre 
es pro-
haines ann�ees (
hapitre 4).Dans une deuxi�eme partie, les 
ontributions les plus r�e
entes sont pr�esent�ees en d�etaildans les 
hapitres qui reprennent des publi
ations. Il s'agit de :{ la re
her
he �a fo
alisation progressive PFS (
hapitre 5),{ la biblioth�eque de re
her
he lo
ale INCOP (
hapitre 6),{ l'algorithme hybride GWW-idw (
hapitre 7),{ la d�ete
tion de parties sur-rigides dans des CSP g�eom�etriques (
hapitre 8),{ l'algorithme de retour-arri�ere inter-blo
s IBB (
hapitre 9).
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Chapitre 1Vue d'ensemble des
ontributionsCe 
hapitre pr�esente les prin
ipales 
ontributions r�ealis�ees dans le domaine de lar�esolution de probl�emes de satisfa
tion de 
ontraintes auxquelles j'ai parti
ip�e dire
te-ment ou que j'ai en
adr�ees.Une premi�ere partie (
f 1.1) rappelle 
omment, venant des syst�emes experts, jesuis venu �a m'int�eresser aux 
ontraintes. Puis un plan pr�esente les di��erents 
hapitrespr�esentant les diverses 
ontributions.1.1 Des syst�emes experts aux 
ontraintesMon int�erêt pour le domaine de re
her
he des 
ontraintes provient de l'exp�erien
eque j'ai eue ave
 les syst�emes experts, mon pr�e
�edent domaine d'int�erêt entre 1984 et1992. Durant 
es ann�ees, j'ai tout d'abord parti
ip�e, dans le projet dirig�e par PierreHaren, entre 1984 et 1987 au d�eveloppement du logi
iel Sme
i [Neveu et Haren, 1986;Neveu et al., 1990℄ un g�en�erateur de syst�emes experts 
omme on en 
on
evait alors. Untel logi
iel, programm�e par objets [Neveu, 1990℄ 
omprenait divers formalismes :{ de la repr�esentation par objets ave
 une des
ription statique des 
lasses, des attri-buts et des m�ethodes,{ des r�egles de produ
tion,{ des tâ
hes indiquant quelles r�egles utiliser pour les e�e
tuer,{ des 
ontraintes.J'ai �egalement parti
ip�e au premier prototype de 
e logi
iel, un syst�eme expert de
on
eption de digues portuaires [Neveu, 1987℄.Le th�eme 
entral du projet Se
oia que j'ai dirig�e, une fois le logi
iel Sme
i termin�e,�etait alors la repr�esentation des 
onnaissan
es par objets. Plusieurs th�eses ont �et�e men�eesdans 
e th�eme :{ Claude Fornarino, Obje
tiveAda : une extension objet du langage Ada. Appli
ation�a un environnement de 
on
eption de syst�emes experts [Fornarino, 1991℄,{ Mireille Blay-Fornarino et Anne-Marie Pinna-D�ery, Un mod�ele objet logique etrelationnel : Le langage Othelo [Blay-Fornarino et Pinna-D�ery, 1990℄9



10 { Fran
k Lebastard, Correspondan
e entre SGBD relationnels et SGBD objets [Le-bastard, 1993b℄D'autres th�eses ont �et�e men�ees dans le domaine des syst�emes �a base de 
onnaissan
es :{ Co
o Djossou, Appro
he multi-pro
essus pour la 
oop�eration entre syst�emes �a basede 
onnaissan
es [Djossou, 1993℄{ Wided Lejouad, Etude et appli
ation des te
hniques de distribution pour un g�en�erateurde syst�emes �a base de 
onnaissan
es [Lejouad, 1994℄{ St�ephane LeM�ene
, Th�eorie des jeux dynamiques et te
hniques de programmationavan
�ee appliqu�ees au duel a�erien �a moyenne distan
e [Le M�ene
, 1994℄Les 
ontraintes dans Sme
iDans Sme
i, on pouvait poser des 
ontraintes entre les objets : un pr�edi
at permettaitde les v�eri�er et des m�ethodes permettaient de satisfaire les 
ontraintes fon
tionnellesen appliquant un algorithme de propagation lo
ale. Il y avait aussi des domaines devaleurs pour 
ertains attributs d'objets et des restri
tions de 
es domaines avaient lieuquand, lors d'un raisonnement, on pr�e
isait un objet en le sous-
lassant. On peut voir
ela 
omme une propagation de 
ontraintes �el�ementaire. Les points de 
hoix �etaient faitspar le moteur de Sme
i qui g�erait une re
her
he arbores
ente ave
 retour-arri�ere. Les
ontraintes pouvaient provoquer un retour-arri�ere en 
as d'�e
he
 de leur v�eri�
ation. Dans
ertains 
as parti
uliers (
ontraintes fon
tionnelles), on pouvait �etablir leur 
oh�eren
e parpropagation lo
ale, mais il n'y avait pas d'algorithme d�edi�e �a la satisfa
tion d'un probl�emede 
ontraintes en domaines �nis.On voit don
 qu'il existait beau
oup d'ingr�edients pour traiter des 
ontraintes, maisqu'ils �etaient dispers�es dans le logi
iel et que les probl�emes faisant intervenir des 
ontrain-tes n'�etaient pas formalis�es.Les 
ontraintes dans le projet SECOIAPierre Berlandier a alors �etudi�e dans sa th�ese 
omment int�egrer des 
ontraintes dansun syst�emes �a base de 
onnaissan
e [Berlandier, 1992b℄. A partir de 
ette premi�ereexp�erien
e, nous avons pris 
ons
ien
e dans le projet Se
oia de l'importan
e du domainedes 
ontraintes en tant que tel et que de nombreux probl�emes (emplois du temps, ordon-nan
ement, a�e
tation de ressour
es, am�enagement spatial ...) pouvaient être mod�elis�esdans le 
adre des probl�emes de satisfa
tion de 
ontraintes.A 
ette �epoque l�a, un premier logi
iel de satisfa
tion de 
ontraintes PROSE [Ber-landier, 1992a℄ a �et�e d�evelopp�e dans l'�equipe. Nous avons int�egr�e le projet Contraintes
exibles [Bel et al., 1992; Belli
ha et al., 1995℄ du PRC-IA, et les 
ontraintes sont deve-nues un des prin
ipaux axes de re
her
he de Se
oia (1992-1995), puis le th�eme unique del'�equipe \Contraintes" du CERMICS (1995-2001). En plus des traditionnels probl�emes desatisfa
tion de 
ontraintes en domaines �nis, nous nous sommes int�eress�es aux 
ontraintesfon
tionnelles et aux 
ontraintes g�eom�etriques. Ave
 la 
r�eation du projet COPRIN �al'INRIA Sophia Antipolis, nous avons �etendu nos sujets de re
her
he aux 
ontraintesportant sur des variables �a domaines 
ontinus.Th�eses soutenuesLes th�eses suivantes que j'ai en
adr�ees ou 
o-en
adr�ees ont �et�e soutenues dans l'�equipedans le domaine des 
ontraintes :



11{ Pierre Berlandier, Etude de m�e
anismes d'interpr�etation de 
ontraintes et de leurint�egration dans un langage �a base de 
onnaissan
es [Berlandier, 1992b℄{ Philippe Ballesta, Contraintes et objets : 
lefs de voûte d'un outil d'aide �a la 
om-position musi
ale ? [Ballesta, 1994℄{ Ni
olas Chleq, Contribution �a l'�etude du raisonnement temporel : usage de lar�esolution ave
 
ontraintes et appli
ation �a l'abdu
tion en raisonnement temporel[Chleq, 1995a℄{ Philippe Charman, Gestion des 
ontraintes g�eom�etriques pour l'aide �a l'am�enagementspatial [Charman, 1995℄{ Mouhssine Bouzoubaa, Hi�erar
hies de 
ontraintes : quelques appro
hes de r�esolution[Bouzoubaa, 1996℄{ Gilles Trombettoni, Algorithmes de maintien de solution par propagation lo
alepour les syst�emes de 
ontraintes [Trombettoni, 1997℄{ Maria-Cristina Ri� Rojas, R�esolution d'un probl�eme de satisfa
tion de 
ontraintesave
 des algorithmes �evolutionnistes [Ri�, 1997b℄{ Ni
olas Pr
ovi
, Re
her
he arbores
ente parall�ele et s�equentielle pour les probl�emesde satisfa
tion de 
ontraintes [Pr
ovi
, 1998℄{ Blaise Madeline, Algorithmes �evolutionnaires et r�esolution de probl�emes de satis-fa
tion de 
ontraintes en domaines �nis, [Madeline, 2002℄{ Christophe Jermann, R�esolution de 
ontraintes g�eom�etriques par rigidi�
ation r�e
ur-sive et propagation d'intervalles, [Jermann, 2002℄1.2 Plan du m�emoireLe th�eme prin
ipal de mes re
her
hes se situe dans le domaine des algorithmes der�esolution, en laissant de 
ôt�e l'aspe
t langage de programmation par 
ontraintes, large-ment �etudi�e dans la 
ommunaut�e PLC (Programmation logique ave
 
ontraintes [Ja�aret Maher, 1994℄).Ce domaine des algorithmes de r�esolution �etant lui-même tr�es vaste, 
ha
une des
ontributions est repla
�ee dans son 
ontexte parti
ulier en donnant les r�ef�eren
es de baseet quelques travaux pro
hes, sans vouloir être exhaustif.Le 
hapitre 2 pr�esente les m�ethodes et algorithmes g�en�eraux pour r�esoudre des probl�e-mes de satisfa
tion de 
ontraintes (CSP) en domaines �nis, en partant des m�ethodes
ompl�etes et en allant jusqu'aux m�ethodes in
ompl�etes en passant par les m�ethodes ar-bores
entes tronqu�ees. Le 
hapitre 3 traite des m�ethodes de r�esolution des probl�emesde 
ontraintes sur domaines 
ontinus, en deux sous-domaines : la partie 3.1 pr�esente lar�esolution de 
ontraintes fon
tionnelles et la partie 3.2 pr�esente la r�esolution de 
ontraintesg�eom�etriques sous forme de CSP num�eriques, ave
 en parti
ulier les m�ethodes de d�e
ompo-sition, une �etude de la rigidit�e et de l'assemblage de sous-parties rigides. Une 
on
lusionpr�esente les voies de re
her
he que je souhaite poursuivre 
es pro
haines ann�ees (
hapitre4). Les 
ontributions les plus r�e
entes sont pr�esent�ees en d�etail dans les 
hapitres quireprennent des publi
ations. Il s'agit de :{ la re
her
he �a fo
alisation progressive PFS (
hapitre 5),{ la biblioth�eque de re
her
he lo
ale INCOP (
hapitre 6),{ l'algorithme hybride GWW-idw (
hapitre 7),{ la d�ete
tion de parties sur-rigides dans des CSP g�eom�etriques (
hapitre 8),



12 { l'algorithme de retour-arri�ere inter-blo
s IBB (
hapitre 9).



Chapitre 2R�esolution de probl�emes desatisfa
tion de 
ontraintes endomaines �nisCe 
hapitre pr�esente les re
her
hes e�e
tu�ees pour la satisfa
tion de 
ontraintes endomaines �nis. Apr�es un rappel sur le 
adre des CSP, nous pr�esenterons les re
her
hese�e
tu�ees dans le domaine des m�ethodes 
ompl�etes arbores
entes, puis des m�ethodesin
ompl�etes sto
hastiques de re
her
he lo
ale, �a population et hybrides.2.1 Le 
adre des CSPRappelons le 
adre des probl�emes de satisfa
tion de 
ontraintes (CSP) en domaines�nis d�e�ni dans [Montanari, 1974℄.D�e�nition d'un CSP en domaines �nisUn CSP est 
onstitu�e d'un 
ouple < V;C > o�u V est un ensemble donn�e de n variables,
haque variable vi prenant ses valeurs dans un domaine �ni Di, et o�u C est un ensemblede m 
ontraintes portant 
ha
une sur un sous ensemble de k variables v
1 ; :::; v
k etindiquant quels sont les k-uplets de valeurs satisfaisant la 
ontrainte. Une solution duCSP est alors une a�e
tation de toutes les variables satisfaisant toutes les 
ontraintes.Les 
ontraintes peuvent être binaires ou d'arit�e quel
onque : on parle alors de 
on-traintes n-aires. Dans le 
as de 
ontraintes binaires, on d�e�nit le graphe de 
ontraintes
omme le graphe ayant pour n�uds les variables et pour arêtes les 
ontraintes liant deuxvariables. Dans le 
as de 
ontraintes n-aires, on peut d�e�nir un hypergraphe ou un graphebiparti variables-
ontraintes.Le 
adre des CSP en domaines �nis permet de mod�eliser de nombreux probl�emes
ombinatoires tant a
ad�emiques qu'industriels 
omme le 
oloriage de graphes, l'ordon-nan
ement de tâ
hes, l'a�e
tation de ressour
es, les emplois du temps, l'a�e
tation defr�equen
es radio ... 13



14M�ethodes de r�esolution 
ompl�etes et in
ompl�etesDans le 
as g�en�eral, l'existen
e d'une solution d'un CSP donn�e est un probl�eme NP-
omplet. Bien qu'il n'existe pas, sauf si l'on d�emontre P=NP, d'algorithme polynomialpour r�esoudre un CSP dans le pire des 
as, de nombreuses m�ethodes ont 
ependant�et�e mises au point 
es 30 derni�eres ann�ees pour essayer de r�esoudre eÆ
a
ement desprobl�emes de taille industrielle.On distingue deux grands types de m�ethodes : les m�ethodes 
ompl�etes d'une part, quiexplorent totalement l'espa
e de re
her
he et les m�ethodes in
ompl�etes qui ne l'explorentqu'en partie et ne peuvent prouver l'inexisten
e de solution d'un probl�eme sur-
ontraint.Les m�ethodes 
ompl�etes e�e
tuent un par
ours syst�ematique de l'espa
e de re
her
he.La mani�ere la plus simple est d'e�e
tuer une re
her
he arbores
ente en profondeurd'abord (
f 2.2). Quand l'espa
e de re
her
he devient trop grand pour être explor�eenti�erement, une telle re
her
he arbores
ente a le prin
ipal d�efaut de rester longtempsdans les sous-arbres d�etermin�es par les premiers 
hoix qui ne sont pas toujours les bons.Quand le probl�eme a des solutions, on peut e�e
tuer une re
her
he arbores
entetronqu�ee (m�ethodes de type LDS) en ne par
ourant que les parties les plus prometteusesen �etant guid�e par une heuristique. En�n, en l'absen
e de 
onnaissan
e heuristique pourguider la re
her
he, pour �eviter de stagner tr�es longtemps dans un sous-arbre sans so-lution, on peut par
ourir plusieurs sous-arbres de mani�ere altern�ee (
f paragraphe 2.2.4Re
her
he altern�ee) ou en parall�ele (
f paragraphe 2.2.5 Re
her
hes arbores
entes pa-rall�eles).Les m�ethodes in
ompl�etes sto
hastiques (
f 2.3) e�e
tuent un par
ours non syst�emati-que de l'espa
e de re
her
he : r�e
emment, des m�ethodes de re
her
he arbores
ente in-
ompl�etes 
omprenant une part d'al�eatoire dans les points de retour-arri�ere [Prestwi
h,2000℄ ou dans les 
hoix des heuristiques et ave
 des strat�egies de red�emarrage ont �et�e pro-pos�ees [Gomes et al., 1998℄. Mais les m�ethodes in
ompl�etes les plus employ�ees sont 
ellese�e
tuant de la re
her
he lo
ale �a partir d'une 
on�guration (
f 2.3.1) ou 
elles manipu-lant un ensemble de 
on�gurations 
omme les algorithmes g�en�etiques ou �evolutionnistes(
f 2.3.2.1) et l'algorithme \Go with the winners" GWW (
f 2.3.2.2).2.2 M�ethodes arbores
entes2.2.1 S
h�ema g�en�eral des m�ethodes arbores
entes 
ompl�etesCes m�ethodes 
onstruisent un arbre de re
her
he : un n�ud de l'arbre 
orrespond�a une instan
iation1 partielle 
oh�erente : 
ertaines variables ont leur valeur a�e
t�ee,d'autres leurs domaines r�eduits et un niveau de 
oh�eren
e est garanti : au minimum,toutes les 
ontraintes portant sur les variables a�e
t�ees sont satisfaites. Le long d'unebran
he, on suit don
 un raisonnement monotone, les domaines des variables se r�eduisentjusqu'�a 
e que toutes les variables soient a�e
t�ees ou que l'on ait d�ete
t�e un �e
he
 : unefeuille est don
 soit une solution quand on a r�eussi �a 
onstruire une bran
he qui a instan
i�etoutes les variables en satisfaisant les 
ontraintes, soit un �e
he
.Une des prin
ipales 
ara
t�eristiques des m�ethodes de re
her
he arbores
ente pourla r�esolution de CSP est leur aspe
t 
onstru
tif : elles manipulent des instan
iationspartielles 
oh�erentes qui le long d'une bran
he de l'arbre de re
her
he sont de plus enplus pr�e
is�ees.1on parle d'instan
ier une variable quand on lui a�e
te une valeur de son domaine



15Une deuxi�eme 
ara
t�eristique est leur 
ompl�etude : 
haque point de 
hoix est tel qu'ilr�ealise une partition de l'espa
e de re
her
he 
orrespondant au n�ud 
ourant. De partleur 
ara
t�ere syst�ematique, elles assurent qu'en terminant, elles auront trouv�e toutes lessolutions ou prouv�e que le probl�eme n'en a au
une.Ces m�ethodes de re
her
he arbores
ente sont au 
oeur des syst�emes de programmationpar 
ontraintes, d�e
rits 
i-dessous.On distingue g�en�eralement dans 
es m�ethodes l'algorithme lui-même qui indique 
om-ment 
onstruire 
et arbre de re
her
he et quelle r�edu
tion des domaines (�ltrage) e�e
tuer�a 
haque n�ud, des heuristiques qui indiquent 
omment sont e�e
tu�es les points de 
hoix.Programmation par 
ontraintesLa programmation par 
ontraintes a d�emarr�e, pour les domaines �nis, ave
 les re
her
hesmen�ees �a l'ECRC �a Muni
h dans les ann�ees 1980 [Van Hentenry
k, 1989℄. Il s'agit d'unmode de programmation d�e
laratif, qui s�epare la des
ription du probl�eme (variables,
ontraintes) de sa r�esolution (algorithme de re
her
he arbores
ente). Il en est sorti deuxgrands types de logi
iels : 
eux, 
onstruits au dessus d'un moteur Prolog ave
 un retour-arri�ere int�egr�e dans 
e langage, et 
eux �e
rits dans un langage de programmation plus
lassique, dans lesquels on a dû r�e�e
rire une gestion de l'arbre de re
her
he.Parmi les syst�emes en Prolog g�erant les 
ontraintes en domaines �nis, 
itons PrologIV, Si
stus Prolog, CLP(FD), E
lipse ...Dans la deuxi�eme 
at�egorie, de premiers r�esolveurs de 
ontraintes 
ommer
iaux endomaines �nis sont apparus 
omme CHARME de Bull, CHIP de Cosyte
, PECOS d'Ilog(an
être de IlogSolver). C'est dans 
ette 
at�egorie qu'on peut situer la biblioth�eque de
ontraintes en Lelisp nomm�ee Prose [Berlandier, 1992a℄ �e
rite dans le projet par P. Ber-landier. Ce dernier a d'autre part propos�e dans sa th�ese une int�egration des 
ontraintesdans une repr�esentation de 
onnaissan
es �a objets [Berlandier, 1992b℄.AlgorithmesL'algorithme de base est 
elui du Ba
ktra
k 
hronologique [Golumb et Baumert, 1965℄ :
'est une re
her
he en profondeur d'abord ave
 retour-arri�ere 
hronologique et test des
ontraintes quand leurs variables sont instan
i�ees. De tr�es nombreuses re
her
hes ont �et�emen�ees pour am�eliorer 
et algorithme.Le premier axe de re
her
he 
onsiste �a propager les 
ontraintes le plus tôt possiblepour rapidement d�ete
ter des in
oh�eren
es (voir paragraphe 2.2.2 M�ethodes de �ltrage).C'est un des points 
l�es des su

�es de la programmation par 
ontraintes.Un deuxi�eme axe 
on
erne le retour-arri�ere lui-même. Le m�e
anisme de base est unretour-arri�ere 
hronologique : en 
as d'�e
he
, on revient sur le dernier 
hoix e�e
tu�e,sans se sou
ier de savoir si 
e 
hoix a une quel
onque responsabilit�e dans l'�e
he
 
ou-rant. Divers m�e
anismes permettant un retour arri�ere plus performant ont �et�e 
on�
us :GBJ (Graph Based Ba
kjumping) [De
hter, 1990℄ utilise le graphe de 
ontraintes, CBJ(Con
i
t Based Ba
kjumping) [Prosser, 1993℄ utilise les 
on
its d�ete
t�es pour d�eterminerun point de retour, DBT (Dynami
 Ba
ktra
king) g�ere une base de \no-goods" quilui permet �a la fois de trouver un point de retour et de garder si possible les va-leurs interm�ediaires [Ginsberg, 1993℄. Certains algorithmes vont même plus loin dansla m�emorisation des no-goods d�e
ouverts pendant la re
her
he et e�e
tue de l'apprentis-sage : 
itons les algorithmes de Learning [De
hter, 1990℄ et le Nogood Re
ording [S
hiexet Verfaillie, 1994℄. On peut trouver une des
ription de 
es algorithmes dans le m�emoire



16d'HDR de Thomas S
hiex [S
hiex, 2000℄ et dans le livre r�e
ent de Rina De
hter [De
hter,2003℄. On verra dans la partie 3.2.2 
omment nous avons adapt�e 
es m�ethodes pour lar�esolution de CSP en domaines 
ontinus.Un troisi�eme axe 
on
erne la strat�egie de 
onstru
tion de l'arbre de re
her
he. Toutesles strat�egies �etudi�ees sont bas�ees sur une strat�egie de re
her
he prin
ipalement en profon-deur d'abord, 
e qui permet de limiter la m�emoire n�e
essaire au sto
kage de la bran
he
ourante et des points de 
hoix en suspens dans 
ette bran
he. Des variantes ont �et�e�etablies (LDS, DDS, IDFS,...) pour pallier le prin
ipal d�efaut de la re
her
he en profon-deur, �a savoir la trop grande d�ependan
e envers les premiers 
hoix e�e
tu�es (voir para-graphe 2.2.3 Re
her
hes arbores
entes tronqu�ees et paragraphe 2.2.4 sur les re
her
hesaltern�ees).On peut aussi 
onstruire des arbres de re
her
he binaires 
omme MAC [Sabin etFreuder, 1994℄ ave
 des points de 
hoix (X = i ou X 6= i), des arbres N-aires (X=1,...,X=n) ave
 tous les 
hoix possibles pour 
haque variable ou des arbres o�u les points de
hoix 
orrespondent �a des bisse
tions de domaines (X � i ou X � i + 1), quand lesdomaines sont des ensembles ou des intervalles d'entiers.Toutes 
es m�ethodes am�eliorant l'algorithme du ba
ktra
k sont 
ompl�ementaires etont �et�e hybrid�ees entre elles : 
itons par exemple les algorithmes FC-CBJ [Prosser, 1993℄,MAC-CBJ [Prosser, 1995℄, MAC-DBT [Jussien et al., 2000℄, qui 
ombinent �ltrage etretour arri�ere inform�e. Cependant, il a �et�e remarqu�e que le 
hoix d'une bonne heuristique,alli�e �a une �ltrage puissant, peut rendre presqu'inutile un retour en arri�ere sophistiqu�e[Bessi�ere et R�egin, 1996℄.HeuristiquesPour 
onstruire un arbre de re
her
he assez petit, les points de 
hoix e�e
tu�es lors de lare
her
he arbores
ente doivent g�en�eralement être guid�es par des heuristiques de 
hoix devariable et de valeur.Les heuristiques de 
hoix de la pro
haine variable �a instan
ier sont tr�es importantespour la forme et don
 la taille de l'arbre de re
her
he 
onstruit, les heuristiques de 
hoixde valeur r�egissent l'ordre dans lequel les bran
hes sont visit�ees et sont parti
uli�erementint�eressantes quand on re
her
he une seule solution ou une solution optimisant un 
rit�ere.Il est bien sûr toujours int�eressant d'utiliser la 
onnaissan
e li�ee au probl�eme pourfaire en premier les 
hoix les plus importants et se diriger sur les bran
hes les pluspertinentes.En l'absen
e de 
onnaissan
e sp�e
i�que, il est alors utile d'utiliser les heuristiquesg�en�erales. Pour r�eduire la taille de l'arbre de re
her
he, il faut �a la fois limiter la largeurde l'arbre 
onstruit et la profondeur des bran
hes menant �a des �e
he
s. Les heuristiquesde 
hoix de variable g�en�erales 
omme le 
hoix de la variable ayant le plus petit domaine(dom) satisfont le premier 
rit�ere et le 
hoix de la variable la plus 
ontrainte le se
ond(on peut alors 
hoisir de minimiser le degr�e de la variable dans le graphe de 
ontraintes(deg). Il est apparu que souvent une 
ombinaison de 
es 2 heuristiques 
omme (dom+deg,qui utilise le degr�e 
omme se
ond 
rit�ere servant �a d�epartager les variables ayant mêmetaille de domaines et dom/deg) qui 
hoisit la variable ayant le plus petit rapport dom=degpermettait d'obtenir les meilleurs r�esultats.Les heuristiques de 
hoix de valeur servent surtout �a guider la re
her
he vers leszones les plus prometteuses. Parmi les heuristiques g�en�erales, signalons par exemple max-promises [Geelen, 1992℄ et LVO [Frost et De
hter, 1995℄ qui sont bas�ees respe
tivement



17sur le produit et la somme des domaines des futures variables r�esultant de la propagationdes 
ontraintes due au 
hoix e�e
tu�e pour la variable 
ourante. L'id�ee est que les valeursles moins 
ontraignantes ont plus de 
han
e de faire partie d'une solution.2.2.2 M�ethodes de �ltrageLe prin
ipal d�e� des m�ethodes arbores
entes est de limiter la taille de l'arbre dere
her
he explor�e en �ltrant les domaines au fur et �a mesure, 
-�a-d en �eliminant lesvaleurs qui ne peuvent être ajout�ees �a l'instan
iation partielle 
ourante pour mener �aune solution. C'est le prin
ipe des te
hniques qui entrela
ent points de 
hoix et �ltragedes domaines par propagation des 
ontraintes.Un 
ertain nombre de niveaux de 
oh�eren
e ont �et�e d�e�nis dans la litt�erature : 
itonspar exemple parmi les plus utilis�es dans l'ordre de 
oh�eren
e 
roissant : la 
oh�eren
e deborne, la 
oh�eren
e d'ar
, de 
hemin ... Etablir 
es niveaux de 
oh�eren
e 
onsiste �a r�eduireles domaines des variables et �a rendre 
ertaines expli
ites. Des algorithmes polynomiauxsont alors appliqu�es �a 
haque n�ud de l'espa
e de re
her
he pour obtenir la 
oh�eren
esouhait�ee.Des m�ethodes g�en�erales, pouvant traiter des 
ontraintes quel
onques donn�ees en ex-tension ont �et�e d�e�nies selon le degr�e de 
oh�eren
e �etabli 
ompl�etement ou partiellement�a 
haque n�ud de l'arbre de re
her
he. Pour les 
ontraintes binaires, divers algorithmese�e
tuent 
e �ltrage suivant le degr�e de propagation r�ealis�e : Forward Che
king (FC)et Real Full Lookahead (RFL) [Harali
k et Elliott, 1980℄, Maintaining Ar
 Consisten
y(MAC) [Sabin et Freuder, 1994℄, Qui
k [Debruyne, 1998℄. Di��erentes variantes ont �et�e�etablies pour leur adaptation aux 
ontraintes n-aires : Pour FC, elles sont propos�ees dans[Bessi�ere et al., 1999℄, pour l'obtention de la 
oh�eren
e d'ar
 g�en�eralis�ee aux 
ontraintesn-aires GAC un algorithme est propos�e dans [Bessi�ere et R�egin, 1997℄.Mais les 
ontraintes dans un probl�eme r�eel ont souvent une s�emantique parti
uli�ere(�egalit�e, in�egalit�e, di��eren
e ...), qu'il est utile d'utiliser pour r�eduire la 
omplexit�e du �l-trage. Il existe �egalement de nombreuses 
ontraintes globales (faisant intervenir plusieurs,voire toutes les variables du probl�eme), pour lesquelles un algorithme g�en�eral �etablissantla GAC est imprati
able. Des algorithmes sp�e
ialis�es ont alors �et�e d�evelopp�es.Les prin
ipaux r�esolveurs 
ommer
iaux a
tuels (IlogSolver, CHIP, ...) utilisent untel prin
ipe. Dans 
es r�esolveurs, on utilise un �ltrage sp�e
ialis�e pour 
haque type de
ontrainte, 
omme 
eux d�e�nis dans le s
h�ema AC5 pour obtenir la 
oh�eren
e d'ar
[Van Hentenry
k et al., 1992℄, et des 
ontraintes globales sont propos�ees ave
 leur proprealgorithme de �ltrage. Citons, par exemple :{ la 
ontrainte 
umulative de Chip [Aggoun et Beldi
eanu, 1993℄ pour les probl�emesd'ordonnan
ement 
omprenant l'utilisation d'une ressour
e limit�ee,{ la 
ontrainte \Alldi�" qui sp�e
i�e que les variables de 
ette 
ontrainte doivent avoirdes valeurs di��erentes. Un algorithme de 
ouplage maximum r�ealise la 
oh�eren
ed'ar
 g�en�eralis�ee (GAC) [R�egin, 1994℄.{ la 
ontrainte de 
ardinalit�e globale, qui sp�e
i�e le nombre d'o

urren
es de 
haquevaleur pour 
ha
une des variables d'un ensemble de variables. Un algorithme de
ot maximum �etablit alors la GAC [R�egin, 1996℄.Un nouveau niveau de 
oh�eren
e lo
aleDans 
et axe des algorithmes �etablissant des niveaux de 
oh�eren
e, P. Berlandier a pro-



18pos�e dans l'�equipe une 
oh�eren
e de 
hemin restreinte nomm�ee RPC (Restri
ted PathConsisten
y) [Berlandier, 1995℄, 
oh�eren
e interm�ediaire entre la 
oh�eren
e d'ar
 et la
oh�eren
e de 
hemin pour les CSP binaires. Cette 
oh�eren
e a le prin
ipal avantage dene pas 
r�eer de nouvelles 
ontraintes, ni de modi�er les relations des 
ontraintes exis-tantes, elle ne fait que v�eri�er les valeurs fragiles (qui n'ont qu'un seul support) pour voirsi 
e support est viable ave
 une troisi�eme variable. Un algorithme bas�e sur AC4 [Mohret Henderson, 1986℄ a �et�e 
on�
u et implant�e pour r�ealiser 
ette nouvelle 
oh�eren
e. Par lasuite, une �etude 
ompl�ete a �et�e r�ealis�ee par R. Debruyne �a Montpellier sur les di��erentes
oh�eren
es interm�ediaires entre la 
oh�eren
e d'ar
 et la 
oh�eren
e de 
hemin[Debruyne,1998℄ et leur maintien pendant la re
her
he de solutions.Un nouvel algorithme de maintien de 
oh�eren
e d'ar
 dans les CSP dyna-miquesNous avons propos�e par ailleurs un maintien \simple" [Neveu et Berlandier, 1994℄ de la
oh�eren
e d'ar
 (sans maintien de stru
ture de donn�ees de justi�
ations) dans le 
adredes CSP dynamiques. Les algorithmes qui �etablissent la 
oh�eren
e d'ar
 
omme AC3[Ma
kworth, 1977℄ sont naturellement in
r�ementaux quand on ajoute une 
ontrainte. Leprobl�eme de leur in
r�ementalit�e se pose lors du retrait de 
ontraintes. Il faut en e�etremettre des valeurs dans les domaines. Nous avons propos�e un algorithme, nomm�e AC-DC, qui quand on retire une 
ontrainte, ne remet que les valeurs enlev�ees du domainedes variables li�ees par 
ette 
ontrainte et lan
e l'algorithme de 
oh�eren
e d'ar
 (de typeAC3) sur 
es valeurs. (Y. Georget et P. Codognet ont aussi propos�e une telle appro
hedans le 
adre CLP [Georget et Codognet, 1999℄). N. Jussien a ensuite propos�e �a Nantesune autre appro
he plus �ne utilisant des justi�
ations qui sto
ke lors d'un retrait devaleurs les 
auses de 
e retrait [Jussien, 1997℄.2.2.3 Re
her
hes arbores
entes tronqu�eesQuand l'espa
e de re
her
he devient trop grand pour être explor�e enti�erement par desm�ethodes 
ompl�etes et que le probl�eme a des solutions, on peut adopter un autre moyende par
ourir l'espa
e de re
her
he pour essayer de se fo
aliser sur les zones prometteusesen remettant �a plus tard (si on en a le temps) l'exploration du reste. C'est le prin
ipedes re
her
hes guid�ees par une heuristique de 
hoix de valeur qui produisent un par-
ours limitant les divergen
es par rapport aux 
hoix propos�es par l'heuristique. CitonsLDS [Harvey et Ginsberg, 1995℄, am�elior�e en ILDS [Korf, 1996℄, qui limitent le nombrede divergen
es et DDS [Walsh, 1997℄ qui limite la profondeur dans l'arbre de re
her
he �alaquelle 
es divergen
es peuvent se produire. Ces m�ethodes peuvent rester in
ompl�etesou devenir 
ompl�etes, au prix d'une 
ertaine redondan
e, si on les relan
e en augmentantla limite qui les d�e�nit jusqu'�a obtenir l'arbre de re
her
he entier.Ni
olas Pr
ovi
 a �etudi�e dans sa th�ese e�e
tu�ee dans l'�equipe [Pr
ovi
, 1998℄ lesalgorithmes �a divergen
es limit�ees de type LDS. Nous avons propos�e une variante deLDS, en restreignant la re
her
he �a un sous espa
e prometteur [Pr
ovi
 et Neveu, 1998℄.En 
haque n�ud de l'arbre de re
her
he, on 
ompare la probabilit�e que la bran
he degau
he m�ene �a une solution �a une borne �x�ee B et le sous-arbre entier est �elagu�e si 
etteprobabilit�e est inf�erieure �a B. Cette probabilit�e est estim�ee en utilisant le 
on
ept dessolutions potentielles [Geelen, 1992℄.Une �etude th�eorique [Pr
ovi
 et Neveu, 1999a; 1999b℄ a d'autre part �et�e men�ee sur



19l'arbre de re
her
he 
onstruit par les di��erentes m�ethodes de re
her
he en profondeurd'abord entrela
�ee (IDFS), �a divergen
e limit�ee (LDS,ILDS), �a divergen
e limit�ee enprofondeur(DDS). Nous avons d�e�ni un mod�ele de re
her
he heuristique, qui fait l'hy-poth�ese que la qualit�e de l'heuristique qui ordonne les su

esseurs d'un n�ud 
rô�t ave
la profondeur des n�uds dans l'arbre. Nous avons v�eri��e 
ette hypoth�ese ave
 l'heuris-tique des solutions potentielles [Geelen, 1992℄ utilis�ee ave
 un �ltrage de type FC. Notremod�ele d�e�nit un ordre partiel sur les feuilles de l'arbre de re
her
he suivant leur pro-babilit�e d'être une solution. Nous avons montr�e quelles strat�egies de re
her
he visitentles feuilles en respe
tant 
et ordre partiel. Notre �etude a 
on
lu que, parmi les m�ethodesexistantes, seules IDFS pur et une modi�
ation de ILDS qui inverse l'ordre de par
oursdes bran
hes le respe
tent.2.2.4 Re
her
he altern�eeEn �etudiant le 
omportement des heuristiques de 
hoix de valeur, il a �et�e remarqu�eque de mauvais 
hoix en haut de l'arbre de re
her
he pouvaient avoir des 
ons�equen
es
atastrophiques.Nous avons v�eri��e 
e ph�enom�ene en r�ealisant des exp�erimentations sur des CSPal�eatoires, ave
 l'heuristique de 
hoix de valeur max-promises. Ces exp�erimentations sontpr�esent�ees dans le 
hapitre 5. L'heuristique est eÆ
a
e dans la zone des probl�emes ayantbeau
oup de solutions. Par 
ontre, pr�es du pi
 de 
omplexit�e, l'eÆ
a
it�e de l'heuristiquediminue. Ce
i peut être expliqu�e par le fait que, quand l'heuristique se trompe, les ef-fets peuvent être d�esastreux, 
ar le sous-arbre sans solution s�ele
tionn�e est 
elui qui apotentiellement la plus grande taille.Pour rem�edier �a 
e ph�enom�ene, des algorithmes de re
her
he altern�ee dans di��erentssous-arbres (
omme IDFS) [Meseguer, 1997℄ ont �et�e 
on�
us. Les premiers n�uds du hautde l'arbre de re
her
he sont 
onstruits en largeur. Quand on a atteint le nombre maximumde sous-arbres que l'on souhaite traiter de mani�ere altern�ee (limite due �a la m�emoireutilis�ee qui est proportionnelle au nombre de sous-arbres), on lan
e une re
her
he quialterne entre 
es sous-arbres. On 
hange de sous-arbre 
haque fois qu'on a atteint unefeuille (un �e
he
).Nous avons 
on�
u un nouvel algorithme appel�e re
her
he �a fo
alisation progressive(PFS) [Pr
ovi
 et Neveu, 2000; 2002℄ qui au d�epart alterne des re
her
hes entre lesdi��erents sous-arbres issus des premiers 
hoix de valeur et a

umule de l'informationstatistique sur 
es sous-arbres. Cette information a

umul�ee permet �a l'algorithme de sefo
aliser ensuite vers le sous-arbre le plus prometteur. Nous avons propos�e 
omme mesurea
tualis�ee au 
ours de la re
her
he la longueur moyenne des bran
hes explor�ees dans unsous-arbre2.Au lieu de fon
tionner en deux phases (apprentissage de la mesure sur un �e
hantillonde la re
her
he, puis utilisation dans une re
her
he 
ompl�ete), nous avons int�egr�e la phased'apprentissage dans la re
her
he elle-même. Pour pouvoir utiliser la mesure d�es le d�ebutde l'algorithme, nous avons propos�e d'utiliser un 
rit�ere biais�e. On initialise �a une valeur�egale au nombre de variables le 
rit�ere de la longueur des bran
hes de 
haque sous-arbreen faisant 
omme si on en avait d�ej�a explor�e K bran
hes. La moyenne de la longueurde bran
he du sous-arbre 
ourant ne peut don
 que baisser au d�ebut de l'algorithme et2On suppose que l'on est dans le 
as o�u 
haque bran
hement 
orrespond �a l'a�e
tation d'une variableave
 ses di��erentes valeurs.
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ela for
e l'alternan
e entre les di��erents sous-arbres. Quand suÆsamment de bran
hesont �et�e explor�ees dans 
haque sous-arbre, le 
rit�ere 
onverge vers la mesure souhait�ee,la longueur moyenne des bran
hes et l'algorithme se fo
alise sur le sous-arbre le plusprometteur.Cet algorithme est pr�esent�e en d�etail dans le 
hapitre 5 et quelques essais sur desCSP al�eatoires en ont montr�e l'int�erêt. Des �etudes restent �a mener pour r�egler automa-tiquement 
e param�etre K.La re
her
he altern�ee peut aussi être vue 
omme une simulation sur un seul pro
esseurd'une re
her
he arbores
ente parall�ele. Le paragraphe suivant �etudie plusieurs mani�eresd'utiliser du parall�elisme pour r�esoudre des CSP.2.2.5 Re
her
hes arbores
entes parall�elesLes m�ethodes de re
her
he arbores
entes peuvent aussi être parall�elis�ees et plusieurs�etudes ont �et�e men�ees dans 
e sens. Nous avons �etudi�e 3 prin
ipaux types de parall�elisme :une parall�elisation de l'arbre de re
her
he lui-même, une parall�elisation bas�ee sur les 
oûtspour un probl�eme d'optimisation et une parall�elisation bas�ee sur le graphe de 
ontraintes.2.2.5.1 Parall�elisation de l'arbre de re
her
heNous avons propos�e un algorithme distribu�e [Pr
ovi
 et al., 1996℄ qui trouve toutesles solutions d'un probl�eme de satisfa
tion de 
ontraintes et qui repose sur la r�epartitionsur plusieurs pro
essus de di��erents sous-arbres qui 
omposent l'arbre de re
her
he duprobl�eme. Des n�uds sont allou�es dynamiquement aux pro
essus qui ont termin�e un sous-arbre. Nous avons montr�e que les performan
es de l'algorithme sont optimales lorsque leprobl�eme �a r�esoudre est de grande taille puisque l'a

�el�eration de la r�esolution devientasymptotiquement lin�eaire (par rapport au nombre de pro
essus). L'algorithme a �et�eimplant�e en utilisant Prose et Chooe [Lebastard, 1993a℄, un outil de 
ommuni
ationentre pro
essus LeLisp. Des tests ont ainsi pu être e�e
tu�es pour v�eri�er son eÆ
a
it�e.Nous avons int�egr�e des te
hniques 
onnues d'�elagage de l'arbre de re
her
he 
omme leforward 
he
king et nous avons �etudi�e 
omme int�egrer le nogood re
ording [S
hiex etVerfaillie, 1994℄.D'autres algorithmes de r�epartition de la 
harge de travail ont �et�e propos�es 
omme[Kumar et al., 1994℄, et il serait int�eressant de les 
omparer en pratique.Par la suite, nous avons �etudi�e 
omment d�e�nir la profondeur �a partir de laquelle ilest int�eressant de parall�eliser la re
her
he quand on re
her
he une seule solution. Nousd�eveloppons de mani�ere s�equentielle le haut de l'arbre et d�eterminons dynamiquementen fon
tion d'une �evaluation heuristique du nombre de n�uds de 
haque sous-arbre laprofondeur de parall�elisation [Pr
ovi
 et Neveu, 1997; Pr
ovi
, 1997℄.2.2.5.2 Parall�elisation bas�ee sur les 
oûtsNous avons 
her
h�e �a parall�eliser des probl�emes d'optimisation 
ombinatoire sous
ontraintes.Nous avons tout d'abord propos�e un algorithme s�equentiel, nomm�e NDO (Non DiÆdentCombinatorial Optimization Algorithm), qui est un interm�ediaire entre l'algorithme 
las-sique d'optimisation par s�eparation et �evaluation (bran
h and bound) (B&B) en profon-deur d'abord qui e�e
tue une seule re
her
he arbores
ente en mettant �a jour la borne



21sup�erieure 
haque fois qu'une meilleure solution est trouv�ee et l'algorithme \Iterativedeepening" (ID) [Korf, 1985℄, qui e�e
tue des re
her
hes su

essives en augmentant lesbornes inf�erieure et sup�erieure jusqu'�a trouver une solution. L'originalit�e de NDO 
onsistesimplement �a e�e
tuer une s�erie de re
her
hes en imposant �a 
haque re
her
he un inter-valle de 
oûts (des bornes inf�erieure et sup�erieure) donn�e. En fon
tion des r�esultats de
ette re
her
he, on d�etermine la valeur des bornes pour l'it�eration suivante.L'int�erêt de 
et algorithme est d'essayer de mieux �elaguer l'arbre de re
her
he queB&B, au risque de manquer la meilleure solution et d'être oblig�e de le repar
ourir etd'être moins redondant que ID. Notre attention s'est port�ee sur le 
hoix de la bornesup�erieure �a 
haque it�eration en tenant 
ompte du 
rit�ere �a minimiser et de son in
uen
esur le probl�eme donn�e. Un arti
le pr�esente des heuristiques de 
hoix et des r�esultatsexp�erimentaux sur des probl�emes al�eatoires [Trombettoni et al., 1995℄.Une version parall�ele de 
et algorithme destin�ee �a l'optimisation d'un 
rit�ere de main-tien de solutions a �et�e implant�ee [Astier et Saada, 1994℄ : 
haque pro
esseur re�
oit le mêmeprobl�eme de 
ontraintes mais impose une borne sup�erieure di��erente pour le 
rit�ere. Lesr�esultats de la parall�elisation ont montr�e qu'une grande partie de l'e�ort �etait situ�e dansla preuve d'optimalit�e, 
-�a-d pour des 
oûts entiers entre la valeur optimale et l'entiersuivant et qu'une telle parall�elisation bas�ee uniquement sur les 
oûts �etait insuÆsante.En e�et, la re
her
he se 
on
entrait assez rapidement dans 
ette tran
he de 
oûts et ildevenait alors int�eressant de passer �a une parall�elisation de l'arbre de re
her
he 
omme
elle propos�ee au paragraphe pr�e
�edent.Signalons que des travaux sur 
e sujet ont �et�e men�es de mani�ere ind�ependante �al'ECRC et ont �et�e implant�es dans leur outil de programmation par 
ontraintes (E
lipse)[Prestwi
h et Mudambi, 1995℄.2.2.5.3 Parall�elisation bas�ee sur le graphe de 
ontraintesNous avons �etudi�e 
omment r�esoudre 
ertains probl�emes de 
ontraintes qui se pr�esen-tent 
omme une r�eunion de sous probl�emes faiblement 
onne
t�es entre eux. Notre motiva-tion prin
ipale est de prendre en 
ompte des probl�emes de 
on
eption ou de 
on�gurationqui satisfont 
ette propri�et�e (ils ont souvent une nature hi�erar
hique o�u un probl�eme deniveau sup�erieur r�ealise 
ette 
onnexion faible entre les probl�emes de niveau inf�erieur).Nous avons 
on�
u un algorithme [Berlandier et Neveu, 1997℄ exploitant 
ette stru
tureet implantant un retour arri�ere parti
ulier : les variables de haut niveau sont instan
i�eesen premier et les sous probl�emes sont trait�es ind�ependamment les uns des autres. Desgains importants ont �et�e r�ealis�es par 
et algorithme qui utilise le fait que les probl�emessont faiblement 
oupl�es par rapport �a un algorithme de re
her
he arbores
ente standard.Cet algorithme est de plus naturellement parall�elisable : l�a, l'a

�el�eration due �a la pa-rall�elisation est plus importante pour les probl�emes ave
 beau
oup de solutions que pourles probl�emes sur-
ontraints.Une g�en�eralisation de 
e type d'appro
he a �et�e propos�ee par Makoto Yokoo [Yokoo,2001℄ qui a propos�e di��erents algorithmes pour r�esoudre des CSP distribu�es, o�u les agentsregroupant des variables sont hi�erar
his�es. Y. Hamadi a �egalement propos�e dans sa th�ese�a Montpellier d'autres algorithmes sur 
e th�eme [Hamadi, 1999℄.



222.3 Algorithmes in
ompletsQuand on a du mal �a guider une re
her
he arbores
ente et que l'espa
e de re
her
heest trop grand pour être explor�e enti�erement, il devient int�eressant d'utiliser des m�ethodesin
ompl�etes, que 
e soient des m�ethodes de re
her
he lo
ale ou des m�ethodes �a population
omme les algorithmes g�en�etiques ou m�em�etiques (hybrides d'algorithmes g�en�etiqueset de re
her
he lo
ale). On trouvera dans [Hao et al., 1999℄ et plus r�e
emment dans[Dr�eo et al., 2003℄ une pr�esentation d�etaill�ee des diverses m�ethodes de re
her
he lo
aleou �a population. Nous n'indiquons dans les paragraphes suivants qu'un r�esum�e de 
esm�ethodes en rapport ave
 les re
her
hes que nous avons e�e
tu�ees.2.3.1 Re
her
he lo
aleLes m�ethodes de re
her
he lo
ale ont �et�e d�e�nies dans le 
adre de l'optimisation
ombinatoire : elles essaient d'am�eliorer une instan
iation 
ompl�ete des variables, appel�eedans la suite 
on�guration, dans l'espoir d'obtenir une solution optimale en lui faisantsubir une suite de modi�
ations. Dans le 
as d'un probl�eme de minimisation, elles nepeuvent garantir l'optimalit�e des solutions obtenues, sauf si 
ette solution a la mêmevaleur qu'une borne inf�erieure obtenue par ailleurs. Le 
ara
t�ere lo
al de 
es m�ethodesr�eside dans la notion de voisinage : on 
her
he �a rempla
er la 
on�guration 
ourante parune 
on�guration pro
he.Quand il s'agit de r�esoudre un CSP, il faut se donner une fon
tion �a optimiser :on prend souvent le nombre de 
ontraintes non satisfaites que l'on 
her
he �a minimiser(
adre MAX-CSP). Ce 
rit�ere peut être aÆn�e en donnant des poids aux 
ontraintes : onminimise alors une somme pond�er�ee des violations de 
ontraintes.Il faut aussi d�e�nir un voisinage, 
.�a.d l'ensemble des 
on�gurations atteignables parun mouvement �a partir d'une 
on�guration. Par exemple, le voisinage le plus simplepour un CSP est de 
hanger la valeur d'une variable quel
onque. Souvent, on r�eduit 
evoisinage aux variables parti
ipant �a un 
on
it dans la 
on�guration 
ourante.Le probl�eme ave
 son voisinage d�e�nit un paysage de re
her
he, qui peut être repr�esent�epar un graphe orient�e dont les n�uds sont les 
on�gurations et les ar
s relient deux voi-sins.Contrairement aux m�ethodes arbores
entes qui 
onstruisent une solution, les m�ethodesde re
her
he lo
ale essaient de r�eparer la 
on�guration 
ourante qui ne v�eri�e pas toutesles 
ontraintes. Tant que 
ertaines 
ontraintes ne sont pas satisfaites, on 
her
he dans levoisinage de la 
on�guration 
ourante une meilleure 
on�guration.Le 
ara
t�ere in
omplet de 
es algorithmes provient du fait qu'ils ne par
ourent pasl'espa
e de re
her
he de mani�ere syst�ematique et ne peuvent garder en m�emoire toutesles 
on�gurations d�ej�a vues.Aspe
ts sto
hastiquesPour �eviter des biais dus �a des 
hoix d�eterministes qui feraient explorer toujours les mêmesparties de l'espa
e de re
her
he, une part d'al�eatoire est introduit dans 
es algorithmes,les rendant sto
hastiques.Le 
hoix de la 
on�guration initiale peut être le r�esultat d'un algorithme glouton ou au
ontraire 
ompl�etement al�eatoire. Même dans le 
as d'un algorithme glouton qui 
hoisitpour 
haque variable la meilleure valeur possible ave
 l'instan
iation en 
onstru
tion,



23les valeurs ex-aequo sont d�epartag�ees au hasard 
omme par exemple dans l'algorithmeGRASP [Feo et Resende, 1995℄.Le 
hoix d'un voisin fait souvent intervenir une part de hasard. L'heuristique min-
on
i
t [Minton et al., 1992℄ par exemple 
hoisit une des meilleures valeurs d'une variableen 
on
it : le fait que les 
hoix ex-aequo soient d�epartag�es de mani�ere al�eatoire permetde diversi�er et d'�eviter le biais que produirait une heuristique d�eterministe. Nous avonsremarqu�e en utilisant la re
her
he lo
ale d'IlogSolver, qu'il vaut toujours mieux par
ou-rir le voisinage de mani�ere al�eatoire. C'est pourquoi IlogSolver propose un m�e
anisme\IloRandomize" qui r�eordonne al�eatoirement le voisinage.Minimums lo
auxL'algorithme de base de la re
her
he lo
ale est l'algorithme de des
ente (ou HillClimbingpour les Anglo-Saxons qui pr�ef�erent maximiser), qui n'a

epte que des voisins am�eliorant(stri
tement ou non) l'�evaluation de la 
on�guration 
ourante. Cet algorithme ne peutsortir des minimums lo
aux ou des plateaux du paysage de re
her
he. De nombreuxm�e
anismes ont alors �et�e d�e�nis pour essayer de s'�e
happer des minimums lo
aux. Onles appelle g�en�eralement des m�etaheuristiques, 
ar 
e sont des m�ethodes heuristiquesind�ependantes du probl�eme trait�e. Les plus 
onnues sont la m�ethode ave
 liste taboue[Glover, 1986℄ qui garde une m�emoire �a 
ourt terme pour �eviter de 
y
ler et le re
uitsimul�e [Kirkpatri
k et al., 1983℄ qui autorise des mouvements d�et�eriorants ave
 une pro-babilit�e qui d�e
rô�t au 
ours du d�eroulement de l'algorithme. Une autre id�ee simple estde lan
er plusieurs re
her
hes de longueur limit�ee en repartant d'une 
on�guration ini-tiale 
hoisie al�eatoirement. Une telle m�ethode, appel�ee GSAT pour les probl�emes SATde satisfa
tion d'une formule bool�eenne, a donn�e des r�esultats int�eressants [Selman etal., 1992℄. Cette m�ethode pour les probl�emes SAT a par la suite �et�e am�elior�ee en don-nant naissan
e �a l'algorithme Walksat [Selman et al., 1996℄. On y a ajout�e la possibilit�ed'e�e
tuer ave
 une 
ertaine probabilit�e quelques mouvements al�eatoires qui permettentd'�e
happer aux minima lo
aux.2.3.1.1 La biblioth�eque logi
ielle INCOPNous avons 
onstat�e en 2001 l'absen
e de biblioth�eque libre disponible permettant ded�evelopper et tester rapidement de nouveaux algorithmes in
omplets. Seule, la biblioth�e-que Easylo
al++ [DiGaspero et S
haerf, 2000℄ �etait propos�ee pour la re
her
he lo
ale. Denombreux autres syst�emes avaient �et�e pr�esent�es dans des publi
ations [Vo� et Woodru�,2002a℄, mais n'�etaient pas disponibles.Nous avons d�evelopp�e une nouvelle biblioth�eque de m�ethodes in
ompl�etes, d�enomm�eeINCOP [Neveu et Trombettoni, 2003
; 2003b℄ pour r�esoudre les probl�emes d'optimisa-tion 
ombinatoire. Les probl�emes de satisfa
tion de 
ontraintes en domaines �nis peuventêtre r�esolus dans le 
adre Max-CSP, 
-�a-d en minimisant le nombre de 
ontraintes nonsatisfaites. Cette biblioth�eque, implant�ee en C++, permet de d�e�nir fa
ilement di��erentspar
ours de voisinage et di��erentes m�eta-heuristiques 
lassiques (Metropolis, re
uit si-mul�e, a

eptation �a seuil, liste taboue) ainsi que d'implanter de nouvelles m�ethodes. Une�ort parti
ulier a �et�e fait pour l'eÆ
a
it�e des algorithmes en e�e
tuant une �evaluationin
r�ementale des mouvements. Nous avons aussi propos�e une gestion g�en�erale et originaledu voisinage, ressemblant aux listes de mouvements 
andidats (
andidate lists) propos�eespar Glover [Glover et Laguna, 1997℄. Une nouvelle m�ethode simple idw pour mar
he ave
intensi�
ation et diversi�
ation (Intensi�
ation Diversi�
ation Walk) �a un seul param�etre



24a alors �et�e d�e�nie dans 
e 
adre : il s'agit du nombre N de voisins �a explorer pour 
hoisirun mouvement. Le 
ara
t�ere al�eatoire de 
ette m�ethode provient du fait qu'une portiondu voisinage (au maximum N voisins) est par
ourue al�eatoirement, son 
ara
t�ere gloutondu fait que le premier voisin parmi les N qui a une �evaluation meilleure ou �egale �a la 
ou-rante est pris. Deux variantes permettent de sortir des minimums lo
aux en remontantplus ou moins haut [Neveu et al., 2004℄. Si tous lesN voisins visit�es d�et�eriorent la fon
tiond'�evaluation, on 
hoisit soit un voisin quel
onque, soit le voisin d�et�eriorant le moins lafon
tion d'�evaluation. Suivant les types de probl�emes et le paysage de re
her
he, une de
es deux variantes est la plus eÆ
a
e : par exemple, pour les probl�emes d'a�e
tation defr�equen
es du CELAR (Centre d'Ele
tronique de l'Armement) au paysage tr�es 
hahut�e,il vaut mieux remonter assez haut, alors que pour les probl�emes d'ordonnan
ement dev�ehi
ules de la CSPLIB, il vaut mieux au 
ontraire remonter le moins haut possible. Ler�eglage du param�etre N du nombre de voisins examin�es permet d'�equilibrer l'approfon-dissement de la re
her
he dans le voisinage (N assez long) et le fait de s'�e
happer desminimums lo
aux (N assez 
ourt).Un algorithme hybride g�erant plusieurs 
on�gurations �a la fois 
omme GWW et int�egrant
ette re
her
he lo
ale idw (
f 
i apr�es GWW-idw) a aussi �et�e r�ealis�e et de bons r�esultatsont �et�e obtenus sur des probl�emes de 
oloriage de graphes et sur des instan
es d'a�e
-tation de fr�equen
es du CELAR [Neveu et Trombettoni, 2004℄. Nous avons par ailleursr�eussi �a 
olorier pour la premi�ere fois en 30 
ouleurs le graphe flat 300 28 du 
hallengeDima
s[Johnson et Tri
k, 1996℄ ave
 l'algorithme de Metropolis (temp�erature �xe) et unvoisinage donn�e par l'heuristique \Min-
on
i
t" de Minton [Minton et al., 1992℄(
hoisirune variable en 
on
it et une valeur pour 
ette variable minimisant les 
on
its). Cettebiblioth�eque peut �egalement traiter des probl�emes de 
lique maximum dans un graphe,des CSP binaires ou n-aires ave
 des 
ontraintes donn�ees en extension, le probl�eme desn-reines, les 
arr�es latins, l'ordonnan
ement de 
hâ�nes de montage de v�ehi
ules d�e�nidans la CSPLIB ...Cette biblioth�eque est pr�esent�ee en d�etail dans le 
hapitre 6 et une premi�ere versionest disponible sur le site :http ://www-sop.inria.fr/
oprin/neveu/in
op/presentation-in
op.html2.3.2 Algorithmes �a populationAu lieu de faire �evoluer une seule 
on�guration 
omme le font les algorithmes dere
her
he lo
ale, des algorithmes ont �et�e 
on�
us pour explorer l'espa
e de re
her
he enfaisant �evoluer plusieurs 
on�gurations et en �e
hangeant de l'information entre elles. Onparle alors d'algorithmes �a population : les plus 
�el�ebres d'entre eux sont les algorithmesg�en�etiques dont le 
adre a ensuite �et�e �elargi pour donner les algorithmes �evolutionnistes.2.3.2.1 Les algorithmes g�en�etiquesLes algorithmes g�en�etiques, introduits par Holland [Holland, 1975℄, sont des algorithmestr�es g�en�eraux d'optimisation 
ombinatoire qui peuvent s'av�erer utiles quand on manqued'information pour guider la re
her
he dans un probl�eme d'optimisation ou quand on
her
he plusieurs solutions di��erentes. Ils font �evoluer une population de 
on�gurationsen lui appliquant divers op�erateurs inspir�es par la th�eorie de l'�evolution (s�ele
tion, muta-tion, 
roisement). Il s'agit don
 d'une exploration de l'espa
e de re
her
he par plusieurs



25individus interagissant. Par la suite, on a �etendu le 
adre de 
es algorithmes en propo-sant d'autres m�e
anismes de s�ele
tion ou de re
ombinaison : on parle alors d'algorithmes�evolutionnistes.Nous avons 
her
h�e �a utiliser 
es algorithmes g�en�etiques pour r�esoudre des probl�emesde satisfa
tion de 
ontraintes. Mais les op�erateurs g�en�etiques g�en�eraux, 
on�
us pour unemod�elisation par 
hâ�ne de bits, ne prenaient pas en 
ompte les sp�e
i�
it�es des probl�emesde satisfa
tion de 
ontraintes. Or, dans les CSP, on a souvent une stru
turation duprobl�eme et des 
orr�elations entre variables (les 
ontraintes) que les op�erateurs 
lassiquesde 
roisement ne voient pas.Quelques �etudes pour r�esoudre des CSP ave
 des algorithmes g�en�etiques sont pr�esent�eesdans [Eiben et Ruttkay, 1997℄ et dans [Eiben, 2001℄.Op�erateurs sp�e
ialis�es pour les CSPMaria-Cristina Ri� [Ri�, 1997b℄ a men�e une th�ese sur le sujet. Notre id�ee a �et�e deprendre en 
ompte les 
ara
t�eristiques du probl�eme pour d�e�nir de nouveaux op�erateursg�en�etiques et modi�er la fon
tion d'�evaluation. M-C Ri� a tout d'abord propos�e de biai-ser la fon
tion d'�evaluation en prenant en 
ompte le graphe de 
ontraintes lui-même. Aulieu de minimiser la somme des violations de 
ontraintes, on pond�ere 
es violations enfon
tion de la \diÆ
ult�e probable" de satisfaire une 
ontrainte en regardant lo
alementla densit�e du graphe [Ri�, 1996℄. Elle a aussi propos�e de nouveaux op�erateurs de re
ombi-naison et de mutation qui utilisent l'�etat de satisfa
tion des 
ontraintes. Ces op�erateursnomm�es Ar
-mutation et Ar
-
rossover ne fon
tionnent plus en aveugle [Ri�, 1997a℄.Ar
-
rossover est un op�erateur de re
ombinaison qui �a partir de deux parents 
onstitueun enfant. Celui-
i est 
onstruit par un pro
essus glouton qui 
her
he �a satisfaire enpremier les 
ontraintes portant sur le plus grand nombre de variables quand il 
hoisitles valeurs des variables parmi 
elles des parents. Une variante nomm�ee Ar
-
rossoverDynamique Adaptatif re
al
ule l'ordre de priorit�e des 
ontraintes selon leur satisfa
tionpar les parents [Ri�, 1998℄, traitant en premier les 
ontraintes non satisfaites dans lesdeux parents. L'op�erateur de mutation Ar
-mutation 
hoisit une variable au hasard etpour 
ette variable, 
hoisit la valeur (di��erente de la valeur 
ourante) qui satisfait aumieux les 
ontraintes.Op�erateurs g�en�eraux dynamiques ou adaptatifsUne deuxi�eme th�ese e�e
tu�ee par Blaise Madeline [Madeline, 2002℄ s'est plus int�eress�eeau 
oloriage de graphes et aux m�ethodes �evolutionnistes g�en�erales (sans sp�e
ialisationpar rapport au probl�eme). Nous avons propos�e de nouveaux op�erateurs g�en�eraux �a pa-ram�etrage dynamique (taux de mutation adaptatif en fon
tion du degr�e de 
onvergen
ede la population, taux de mutation suivant une fon
tion sinus). Nous avons 
on�
u d'autrepart un nouvel op�erateur de 
roisement multi-points, qui o�re plus de possibilit�es de 
roi-sements que 
elui �a N-points 
lassique et un op�erateur de diversi�
ation pour le 
oloriagede graphe. Tous 
es op�erateurs ont �et�e test�es sur des probl�emes de 
oloriage de graphe,dont 
ertains sont issus de probl�emes de dimensionnement de r�eseaux tout optique (te
h-nologie WDM) �etudi�es par le projet MASCOTTE de l'INRIA [Madeline et Neveu, 2001℄.Nous avons utilis�e pour 
es tests la biblioth�eque AgCSP, biblioth�eque C++ pour r�esoudredes probl�emes de satisfa
tion de 
ontraintes ave
 des algorithmes g�en�etiques, d�evelopp�eedans l'�equipe par Fabri
e Didierjean.



262.3.2.2 GWWLes algorithmes g�en�etiques, ave
 leurs tr�es nombreuses variantes, nous semblant dif-�
iles �a r�egler et surtout les op�erateurs globaux 
omme le 
roisement ne permettant pasdes �evaluations in
r�ementales des individus, nous avons exp�eriment�e une autre m�ethode�a population plus simple : Go with the winners (GWW).
Prin
ipes de l'algorithmeL'algorithme GWW a �et�e introduit dans [Aldous et Vazinari, 1994℄ pour trouver une feuillede profondeur maximum dans un arbre. Au d�ebut, plusieurs parti
ules sont pla
�ees �ala ra
ine de l'arbre. L'algorithme alterne ensuite phases d'exploration et de regrou-pement. Dans la phase d'exploration, 
haque parti
ule est d�epla
�ee sur un n�ud �ls
hoisi al�eatoirement. Dans la phase de regroupement, les parti
ules qui ont atteint unefeuille sont redistribu�ees : elles sont rempla
�ees par une 
opie d'une autre parti
ule nonfeuille 
hoisie al�eatoirement. Le pro
essus s'arrête quand toutes les parti
ules sont surune feuille. Les auteurs ont d�etermin�e le nombre de parti
ules n�e
essaire pour trouver len�ud le plus profond ave
 une forte probabilit�e d�ependant d'une mesure d'�equilibragede l'arbre.L'algorithme GWW que nous avons �etudi�e est pr�esent�e dans [Dimitriou et Impagliazzo,1996℄. C'est une modi�
ation de la premi�ere version pour l'optimisation 
ombinatoire.Un arbre apparâ�t en e�et dans tout probl�eme d'optimisation quand on g�ere un seuilet utilise une m�ethode de re
her
he lo
ale qui interdit tout mouvement fran
hissant leseuil. Le graphe de re
her
he est form�e par la notion de voisinage : les n�uds du graphe
orrespondent aux points de l'espa
e de re
her
he et deux n�uds sont reli�es par unar
 s'il existe un mouvement �el�ementaire allant du premier au se
ond. Un tel graphepeut alors être divis�e hi�erar
hiquement en plusieurs sous-graphes selon leurs 
oûts. Pluspr�e
is�ement, un n�ud de l'arbre est 
onstitu�e d'un sous-graphe de re
her
he dont lessommets ont un 
oût inf�erieur ou �egal au seuil. Le sommet de l'arbre 
ontient le graphede re
her
he entier (quand le seuil est au plus haut). Baisser le seuil divise le graphe dere
her
he en 
omposantes 
onnexes qui forment une hi�erar
hie entre un n�ud de l'arbreet ses �ls. Le fait que deux r�egions deviennent d�e
onne
t�ees quand le seuil d�e
rô�t signi�equ'au
une mar
he al�eatoire (restant au niveau du seuil ou sous le seuil) ne peut d�epla
erune parti
ule d'une r�egion �a l'autre.



27algorithme GWW (B : nombre de parti
ules ; S : longueur de la mar
he, T : param�etre seuil ;WP : param�etres de la mar
he) : 
on�gurationInitialisation : 
haque parti
ule est al�eatoirement pla
�ee sur une 
on�guration et rang�eedans le tableau Parti
ulesseuil  
oût plus mauvaise parti
uleBou
leseuil  Baisserseuil(seuil, T, Parti
ules)si Meilleur(Parti
ules) > seuil alors retourner(Meilleur-trouv�e) /* lameilleure 
on�guration trouv�ee durant la re
her
he */Redistribuer(Parti
ules) /* Pla
e 
haque parti
ule ayant un 
oût sup�erieur auseuil sur la 
on�guration d'une parti
ule sous le seuil 
hoisie al�eatoirement */pour tout parti
ule p dans Parti
ules fairepour i de 1 �a S fairevoisin  Cher
hervoisin(p, WP)D�epla
er(p,voisin) /* Mouvement de p sur une nouvelle 
on�guration */�n.�n.�n.�n.Algorithm 1: L'algorithme GWW pour l'optimisation 
ombinatoire : l'hybridationave
 la re
her
he lo
ale r�eside dans l'implantation de la fon
tion Cher
hervoisinHybridation ave
 de la re
her
he lo
alePour a

�el�erer la re
her
he, nous avons adopt�e une strat�egie d'hybridation ave
 de lare
her
he lo
ale, id�ee qui s'est av�er�ee fru
tueuse pour les algorithmes �evolutionnistes enaboutissant �a la d�e�nition du 
adre des algorithmes m�em�etiques [Mos
ato, 1999℄, quiappliquent syst�ematiquement une m�ethode de des
ente apr�es 
haque individu 
r�e�e pourn'avoir dans la population que des optimums lo
aux.Nous avons rempla
�e l'�etape de mar
he al�eatoire de GWW par de la re
her
he lo
ale pourfavoriser les meilleures solutions. Nous avons propos�e une instan
e de 
et algorithme hy-bride, appel�ee GWW-idw), o�u la mar
he de 
haque parti
ule est e�e
tu�ee ave
 l'algorithmeidw pour \intensi�
ation diversi�
ation walk" d�e�ni en 2.3.1.1)[Neveu et Trombettoni,2003d; 2003a℄. Une attention parti
uli�ere a �et�e port�ee sur l'eÆ
a
it�e pour des probl�emesde taille r�ealiste. Les �evaluations des mouvements test�es et e�e
tu�es pendant la mar
heutilisent les stru
tures de donn�ees in
r�ementales de la biblioth�eque INCOP. Nous avons
ompar�e di��erentes mani�eres de baisser le seuil. Dans l'algorithme de base, on optimisaitsur des petits entiers et on pouvait baisser le seuil de 1 �a 
haque fois, 
e qui n'est plus le
as ave
 des valeurs d'�evaluation plus grandes. Nous avons aussi adopt�e l'�elitisme d�e�nidans les algorithmes g�en�etiques : nous remettons �a 
haque 
hangement de seuil dans lapopulation le meilleur individu trouv�e jusqu'alors.Un seul param�etre a �et�e ajout�e pour int�egrer la re
her
he lo
ale dans le s
h�emaexistant : il s'agit du param�etre de la m�ethode idw, le nombre de voisins explor�es �a
haque pas de la mar
he. L'algorithme GWW-idw a �nalement 4 param�etres : le nombrede parti
ules, la vitesse de baisse du seuil, la longueur de la mar
he de 
haque parti
uleet le nombre de voisins explor�es �a 
haque pas de la re
her
he lo
ale. Une m�ethode simplepour r�egler en s�equen
e 
es param�etres a �et�e propos�ee. Cet algorithme a �et�e implant�edans la biblioth�eque INCOP.



28 Une �etude exp�erimentale a �et�e men�ee sur des instan
es diÆ
iles de 
oloriage de grapheissues du 
hallenge DIMACS et sur des probl�emes d'a�e
tation de fr�equen
es du CELAR.Les meilleures bornes 
onnues ont �et�e trouv�ees sur toutes les instan
es.Une pr�esentation d�etaill�ee de 
et algorithme se trouve dans le 
hapitre 7.2.4 Autres re
her
hesCitons i
i deux autres re
her
hes e�e
tu�ees dans le projet Se
oia dans le domaine des
ontraintes.Philippe Ballesta a 
on�
u dans sa th�ese un syst�eme d'aide �a la 
omposition musi-
ale en utilisant la programmation par 
ontraintes [Ballesta, 1994℄. Un prototype a �et�er�ealis�e,dans le 
adre parti
ulier, mais non restri
tif, de la musique tonale en utilisant l'ou-til de programmation par 
ontraintes PECOS d'ILOG. Un 
ertain nombre de stru
turesmusi
ales omnipr�esentes dans 
e type de musique (notes, intervalles, a

ords ou tonalit�e)ont �et�e repr�esent�eesLe r�eemploi et l'extension de telles stru
tures ont 
onduit au d�eveloppement d'unoutil d'aide d�edi�e �a la r�esolution d'exer
i
es d'harmonie �a quatre voix. Ces stru
tures dedonn�ees ont form�e les variables du CSP, les 
ontraintes �etant form�ees par les r�egles del'harmonie (distan
e entre les voix, mouvements m�elodiques autoris�es ...)Ni
olas Chleq a �etudi�e dans sa th�ese le raisonnement temporel abdu
tif (g�en�erationd'hypoth�eses de persistan
e). Il a pla
�e un tel raisonnement dans le 
adre de la program-mation logique ave
 
ontraintes, en g�erant 
es hypoth�eses de persistan
es 
omme des
ontraintes temporelles quantitatives [Chleq, 1995b℄.



Chapitre 3R�esolution de probl�emes de
ontraintes sur domaines
ontinusCe 
hapitre pr�esente les re
her
hes e�e
tu�ees dans les domaines 
ontinus. Alors queles 
ontraintes en domaines �nis se retrouvent essentiellement dans les probl�emes dere
her
he op�erationnelle 
omme l'ordonnan
ement, l'a�e
tation de ressour
es, les emploisdu temps, les tourn�ees de v�ehi
ule, les probl�emes en domaines 
ontinus se trouvent euxplutôt dans des domaines faisant intervenir des grandeurs physiques ou g�eom�etriques
omme en CAO, dans le graphique. Nous nous sommes int�eress�es �a la r�esolution dedeux types de 
ontraintes, les 
ontraintes fon
tionnelles (3.1) qui apparaissent souventdans la mod�elisation des interfa
es graphiques et les 
ontraintes g�eom�etriques (3.2) pourlesquelles nous avons plus parti
uli�erement �etudi�e les m�ethodes de d�e
omposition dusyst�eme de 
ontraintes.3.1 Contraintes fon
tionnellesNous quittons les domaines �nis pour aborder les domaines 
ontinus. Dans une 
ettepartie, nous pr�esentons les re
her
hes men�ees dans le domaine des 
ontraintes fon
tion-nelles, 
'est-�a-dire des 
ontraintes 
ontenant des formules expli
ites pour 
al
uler unevariable de la 
ontrainte en fon
tion des autres. Ces re
her
hes ont fait l'objet de la th�esede Gilles Trombettoni [Trombettoni, 1997℄.Le mod�ele le plus simple est 
elui des tableurs [Hudson, 1994℄, o�u les 
ontraintes sontunidire
tionnelles (les formules sont �e
rites dans un seul sens).Nous nous sommes int�eress�es aux 
ontraintes multi-dire
tionnelles, utiles pour mod�e-liser des interfa
es graphiques, en sp�e
i�ant la relation �a v�eri�er et di��erentes m�ethodespour re
al
uler une variable en fon
tion des autres. Ce mod�ele, qui remonte �a Sket
hpad[Sutherland, 1963℄, est pourtant en
ore peu utilis�e �a 
ause de doutes 
on
ernant l'eÆ-
a
it�e des te
hniques de r�esolution par propagation lo
ale d'une part, et du manque depr�edi
tibilit�e de la solution obtenue [Myers et al., 2000℄. Chaque 
ontrainte qui porte surun ensemble de k variables poss�ede di��erentes m�ethodes qui (r)�etablissent la satisfa
tion29



30de la 
ontrainte en re
al
ulant une ou plusieurs variables, appel�ees variables de sortie dela m�ethode en fon
tion d'autres variables, les variables d'entr�ee.Les algorithmes de propagation lo
ale, 
ontrairement aux algorithmes r�ea
tifs pro
�e-dent en 2 phases : une premi�ere phase, dite de plani�
ation, 
onstruit un graphe orient�ede m�ethodes, si possible sans 
ir
uit et une deuxi�eme phase applique 
es m�ethodes dansun ordre topologique 
ompatible ave
 
e graphe. Les 
ir
uits peuvent être trait�es parune r�esolution globale des 
ontraintes y parti
ipant. On atteint alors les limites de lapropagation lo
ale.3.1.1 Nouveaux algorithmes de propagation lo
aleGilles Trombettoni a propos�e dans sa th�ese plusieurs nouveaux algorithmes de pro-pagation lo
ale pour r�esoudre des syst�emes de 
ontraintes fon
tionnelles. Citons en par-ti
ulier OpenPlan et GPDOF qui traitent la phase de plani�
ation dans des 
adres plus�etendus que PDOF.Ces algorithmes se situent dans le 
adre de l'algorithme de propagation de degr�esde libert�e PDOF [Sutherland, 1963℄. Cet algorithme re
her
he une m�ethode libre, 
'est-�a-dire une m�ethode re
al
ulant une variable li�ee �a au
une autre 
ontrainte. Il d�ete
tedon
 la 
ontrainte �a r�esoudre en dernier, l'enl�eve du graphe et 
ontinue sa re
her
hede m�ethode libre, jusqu'�a que le graphe soit vide ou qu'il soit bloqu�e. Un �e
he
 de 
etalgorithme signi�e qu'il n'existe pas de graphe de m�ethodes sans 
ir
uit.GPDOF traite le 
as o�u des m�ethodes sont d�e�nies pour r�esoudre non seulementune, mais plusieurs 
ontraintes �a la fois. Cela permet de traiter 
ertains 
y
les simplesdans le graphe de 
ontraintes pour lesquels on 
onnâ�t une m�ethode de r�esolution.Une appli
ation de 
et algorithme a �et�e e�e
tu�ee pour un probl�eme de 
onstru
tionde mod�ele g�eom�etrique 3D �a partir d'images 2D et de 
ontraintes g�eom�etriques sur lesobjets [Trombettoni et Wil
zkowiak, 2003℄. Les m�ethodes 
orrespondent �a des r�esolutionsg�eom�etriques simples, par exemple la r�esolution de deux 
ontraintes de distan
e entre 3points revient �a 
al
uler l'interse
tion de deux 
er
les.L'algorithme OpenPlan fait appel �a des r�esolveurs annexes quand PDOF est bloqu�eet ne trouve plus de m�ethode libre �a appliquer. OpenPlan 
onstruit alors des \petits"ensembles de 
ontraintes appel�es blo
s libres qui pourront être r�esolus en �n de s�equen
epar un r�esolveur annexe. Le probl�eme de minimiser la taille du plus grand de 
es sous-ensembles de 
ontraintes semble être NP-diÆ
ile (mais la d�emonstration n'a, �a notre
onnaissan
e, pour le moment pas �et�e e�e
tu�ee). Nous avons don
 propos�e deux versionsde 
et algorithme [Bliek et al., 1998℄ une version OpenPlanSB, de 
omplexit�e exponen-tielle qui minimise le 
rit�ere de taille des blo
s et une version heuristique OpenPlanHMqui, en appliquant un algorithme de 
ouplage maximum, trouve un blo
 libre et essaiede r�eduire sa taille de mani�ere heuristique par un algorithme de HillClimbing.3.1.2 Analyse de 
omplexit�eCertains algorithmes de r�esolution par propagation lo
ale ont une phase de plani�-
ation qui a une 
omplexit�e en pire 
as polynomiale (
omme Qui
kPlan [Vander Zan-den, 1996℄, DeltaBlue [Freeman-Benson et al., 1990℄), d'autres (
omme SkyBlue [Sanella,1994℄) exponentielle. En fait, 
haque syst�eme existant traite un probl�eme sp�e
i�que etles 
ons�equen
es des diverses restri
tions dans le formalisme des 
ontraintes trait�ees surla 
omplexit�e th�eorique n'�etaient pas d�etermin�ees pr�e
is�ement. Nous avons pr�esent�e des



31r�esultats de 
omplexit�e th�eorique qui ont permis de 
lassi�er les di��erents probl�emestrait�es lors de la phase de plani�
ation par les syst�emes existants. Les prin
ipales 
a-ra
t�eristiques dis
riminantes sont la re
her
he de graphes de m�ethodes solutions inter-disant ou non les 
ir
uits, la pr�esen
e de m�ethodes ave
 plusieurs variables de sortie, lefait que toutes les variables d'une 
ontrainte apparaissent en entr�ee ou en sortie dans unem�ethode, la pr�esen
e de hi�erar
hies de 
ontraintes. Nous avons d�emontr�e en parti
ulierque le probl�eme trait�e par SkyBlue (re
her
he de solution ave
 ou sans 
ir
uit pour desm�ethodes �a plusieurs variables de sortie) est NP-diÆ
ile [Trombettoni et Neveu, 1997℄même en l'absen
e de hi�erar
hie de 
ontraintes.3.1.3 Liens s�emantiques : algorithme AzurelinkUn autre handi
ap des m�ethodes de propagation lo
ale est le manque de pr�edi
tibilit�e,
e qui peut être tr�es gênant dans les syst�emes intera
tifs. En e�et, apr�es une intera
tionde l'utilisateur 
omme l'ajout d'une 
ontrainte, une nouvelle solution est re
al
ul�ee parle syst�eme et peut être tr�es di��erente de 
elle attendue par l'utilisateur. Nous avonspropos�e le formalisme [Trombettoni et Neveu, 2001℄ des liens s�emantiques pour justementsp�e
i�er lo
alement quelle m�ethode doit être lan
�ee pour r�etablir 
haque 
ontrainte. Cemod�ele indique, pour 
haque variable perturb�ee dans une 
ontrainte, quelle est l'uniquem�ethode qui doit être d�e
len
h�ee pour r�etablir la satisfa
tion de la 
ontrainte. Nousavons montr�e que 
e nouveau mod�ele permet d'obtenir un algorithme polynomial nomm�eAzurelink pour re
al
uler une solution satisfaisant les 
ontraintes mais qu'une extensiondu mod�ele permettant un 
hoix de plusieurs m�ethodes par intera
tion rend le probl�eme
orrespondant NP-
omplet. Ce mod�ele semble être un bon 
ompromis entre le tr�es utilis�emod�ele des tableurs et 
elui des 
ontraintes multi-dire
tionnelles.3.1.4 Hi�erar
hie de 
ontraintesUne th�ese a �et�e men�ee dans l'�equipe par Mouhssine Bouzoubaa [Bouzoubaa, 1996℄sur les algorithmes de r�esolution de hi�erar
hies de 
ontraintes fon
tionnelles dans le 
adredu formalisme d�e�ni par A. Borning [Borning et al., 1992℄. M. Bouzoubaa a 
on�
u unnouvel algorithme, Houria, qui agr�ege les erreurs dans 
haque niveau et entre niveaux demani�ere globale, alors que les prin
ipaux algorithmes de propagation lo
ale ne prenaienten 
ompte que des 
rit�eres lo
aux (ils 
omparaient deux solutions en 
omparant leserreurs 
ontrainte par 
ontrainte sans agr�egation : une solution lo
alement meilleure auniveau k qu'une autre doit satisfaire de la même mani�ere un sous ensemble de 
ontraintesdu niveau k et mieux les 
ontraintes restantes de 
e niveau).D'autres m�ethodes r�ealisent une agr�egation des 
rit�eres, mais abandonnent la propa-gation lo
ale pour une r�esolution globale : les 
ontraintes doivent alors être lin�eaires. Onpeut 
iter QOCA quand le 
rit�ere global est quadratique (somme de 
arr�es d'erreurs) ouCassowary [Borning et al., 1997℄ quand le 
rit�ere global est est une somme de valeursabsolues d'erreurs. Dans le syst�eme Hirise, le 
rit�ere reste lo
al, la r�esolution globalepermet de r�esoudre des syst�emes lin�eaires assez gros [Hosobe, 2000℄.



323.2 Contraintes g�eom�etriques et m�ethodes de d�e
om-positionLes 
ontraintes g�eom�etriques sont apparues dans des appli
ations de 
on
eption m�e
a-nique trait�ees ave
 Sme
i [Trousse, 1989℄. Quand le projet Se
oia s'est int�eress�e aux
ontraintes, nous avons don
 naturellement �etudi�e la r�esolution de syst�emes de 
ontraintesg�eom�etriques. Il s'agit de mani�ere g�en�erale de syst�emes de 
ontraintes o�u l'on 
her
he �apla
er un ensemble d'objets dans un espa
e. Il peut s'agir de probl�emes d'ar
hite
ture,de CAO m�e
anique, de 
himie mol�e
ulaire ...3.2.1 Am�enagement spatial : appro
he par dis
r�etisationDans les probl�emes d'am�enagement spatial, une dis
r�etisation pr�eexiste souvent (�el�e-ments pr�efabriqu�es de dimensions donn�ees). Philippe Charman a men�e dans l'�equipeune th�ese sur 
e sujet [Charman, 1995℄. Nous avons parti
uli�erement �etudi�e les probl�e-mes d'am�enagement d'appartement en 2D ave
 des syst�emes g�eom�etriques 
ompos�es dere
tangles parall�eles aux axes. Nous avons propos�e une repr�esentation parti
uli�ere desobjets ave
 des variables bidimensionnelles pour 
es re
tangles et un �ltrage parti
ulierpour la 
ontrainte de non re
ouvrement entre 2 re
tangles, qui a men�e �a d�e�nir la notiond'ar
-
oh�eren
e semi-g�eom�etrique.3.2.2 Les m�ethodes de d�e
ompositionLes probl�emes de 
ontraintes g�eom�etriques ren
ontr�es en CAO, 
himie, sont g�en�erale-ment form�es de syst�emes d'�equations ayant un nombre �ni de solutions, les in�egalit�es neservant qu'�a s�ele
tionner 
ertaines solutions. Le 
adre �etudi�e 
i-apr�es est don
 
elui de lar�esolution de syst�emes d'�equations sans optimisation.Chaque �equation ne fait souvent intervenir qu'un petit nombre d'objets g�en�eralementpro
hes. Les syst�emes sont don
 peu denses et se prêtent bien aux m�ethodes de d�e
ompo-sition. Nous avons �etudi�e deux d�e
ompositions, une g�en�erale et une sp�e
i�que aux syst�emes
omprenant des sous-parties rigides.3.2.2.1 D�e
omposition �equationnelleEn �etudiant les probl�emes 
ontinus g�en�eraux mais restant peu denses, nous avons pro-pos�e l'utilisation d'une m�ethode de d�e
omposition de syst�emes d'�equations. Une premi�ered�e
omposition 
anonique, de Dulmage et Mendelsohn [Dulmage et Mendelsohn, 1958℄,bas�ee sur un algorithme de 
ouplage maximum du graphe bi-parti 
ontraintes variables,isole les parties stru
turellement bien 
ontraintes, sur-
ontraintes et sous-
ontraintes. Unedeuxi�eme d�e
omposition �ne [K�onig, 1916℄ de la partie bien 
ontrainte produit un graphesans 
ir
uit de blo
s 
arr�es. Ces blo
s peuvent être r�esolus en suivant un ordre topolo-gique sur 
e graphe. Les algorithmes r�ealisant 
es d�e
ompositions sont expli
it�es dans[Pothen et Fan, 1990℄ et une telle d�e
omposition a �et�e mise en �uvre dans [Ait-Aoudiaet al., 1993℄ pour la r�esolution de 
ontraintes g�eom�etriques.Nous avons repris 
ette d�e
omposition et nous avons utilis�e pour la r�esolution de
haque blo
 une m�ethode de r�esolution par intervalles, 
elle de IlogSolver. Plusieursordres de grandeur peuvent ainsi être gagn�es en temps de r�esolution par rapport �a uner�esolution par intervalles sur le syst�eme initial non d�e
ompos�e.



33Nous avons �etudi�e les m�e
anismes de retour-arri�ere entre blo
s en adaptant desm�ethodes existantes pour la r�esolution de CSP en domaines �nis. Nous avons propos�eune m�ethode originale de retour-arri�ere entre blo
s [Bliek et al., 1998℄, inspir�ee du PartialOrder Ba
ktra
king [M
Allester, 1993℄, utilisant un sto
kage de \nogoods" 
omme l'al-gorithme Dynami
 Ba
ktra
king [Ginsberg, 1993℄. Nous avons par la suite propos�e unedeuxi�eme m�ethode de retour-arri�ere inter-blo
s [Jermann et al., 2003b℄, nomm�ee Inter-Blo
k Ba
ktra
king (IBB), plus simple, inspir�ee par le Graph Based Ba
kjumping [De
h-ter, 1990℄. Nous avons �egalement �etudi�e des m�e
anismes de propagation des 
ontraintesinter-blo
s, mais 
eux-
i se sont souvent r�ev�el�es être moins eÆ
a
es qu'une propagatione�e
tu�ee uniquement �a l'int�erieur des blo
s. Le 
hapitre 9 d�etaille 
ette re
her
he.3.2.2.2 D�e
omposition g�eom�etriqueEn �etudiant plus parti
uli�erement la r�esolution des syst�emes de 
ontraintes g�eom�e-triques, nous nous sommes int�eress�es aux m�ethodes utilisant la rigidit�e. Ces �etudes ontfait l'objet de la th�ese de Christophe Jermann [Jermann, 2002℄.Nous nous sommes limit�es alors aux syst�emes d'objets g�eom�etriques simples (points,droites, plans), en 2D et en 3D, reli�es par des 
ontraintes g�eom�etriques topologiques(in
iden
e, parall�elisme) ou m�etriques (distan
e, angle).Pour r�esoudre un syst�eme rigide (n'ayant que des d�epla
ements 
omme mouvements)ayant des sous-parties elles-mêmes rigides, il est int�eressant de r�esoudre ind�ependamment
haque sous-partie rigide et d'assembler ensuite le tout. Plutôt que d'avoir �a r�esoudre ungros syst�eme d'�equations, on est ramen�e �a la r�esolution su

essive de syst�emes de pluspetites tailles : on peut ainsi gagner des ordres de grandeur dans le temps de r�esolutiondes m�ethodes par intervalles.On peut trouver dans le m�emoire d'HDR de Pas
al S
hre
k [S
hre
k, 2002℄ unepr�esentation d�etaill�ee de m�ethodes de r�esolution de 
ontraintes g�eom�etriques et en par-ti
ulier 
elles qui utilisent la rigidit�e qui 
orrespond �a l'invarian
e par d�epla
ement dessolutions.Nous avons plus parti
uli�erement �etudi�e les m�ethodes de d�ete
tion et d'assemblagede sous-parties rigides propos�ees par l'�equipe de C. Ho�mann. La te
hnique est appel�eerigidi�
ation r�e
ursive : on d�ete
te de petits sous-syst�emes rigides qui vont ensuite êtreassembl�es dans des syst�emes rigides plus gros, jusqu'�a si possible le syst�eme entier si 
edernier est rigide. Ces algorithmes fon
tionnent g�en�eralement en deux phases : une phasede plani�
ation qui d�etermine les di��erents sous-syst�emes et une phase de r�esolutionnum�erique qui r�esout de mani�ere e�e
tive les syst�emes d'�equations des sous-syst�emes.Des premiers syst�emes �a base de r�egles re
onnaissaient �a partir d'un r�epertoire deformes rigides 
onnues, 
ertaines sous-parties rigides [Bouma et al., 1995℄. Un s
h�emag�en�eral d'algorithme bas�e sur un algorithme de 
ot maximum avait ensuite �et�e pr�esent�edans [Ho�mann et al., 1997℄, pour d�ete
ter des parties rigides et les assembler, mais lesheuristiques pour d�eterminer la rigidit�e �etaient mises en d�efaut dans de nombreux 
as.Elles �etaient en e�et bas�ees sur la rigidit�e stru
turelle. De même, la version de base del'algorithme de d�ete
tion de syst�emes rigides ou sur-rigides devait être modi��ee pourprendre en 
ompte aussi de nombreux 
as parti
uliers.La rigidit�e stru
turelle g�en�eralement utilis�ee est une extension aux objets g�eom�etriquesdu th�eor�eme de Laman [Laman, 1970℄, qui 
ara
t�erise la rigidit�e g�en�erique de syst�emede barres (points et 
ontraintes de distan
e) en 2D. Elle se fonde sur un 
al
ul simple



34des degr�es de libert�e du syst�eme g�eom�etrique �a partir des degr�es de libert�e des objetseux-mêmes et des 
ontraintes.Rigidit�e stru
turelle �etendueNous avons d�e�ni une nouvelle heuristique pour la rigidit�e, appel�ee rigidit�e stru
tu-relle �etendue, [Jermann et al., 2000℄ qui essaie de tenir 
ompte des 
ara
t�eristiquesg�eom�etriques du syst�eme et du nombre de d�epla
ements ind�ependants que 
es 
ara
t�eristiquespermettent. Nous avons appel�e 
ette notion degr�e de rigidit�e. Ainsi, en 3D, un syst�emerigide form�e de points align�es sur une droite n'a que 5 degr�es de rigidit�e, alors qu'un tri-angle a 6 degr�es de rigidit�e.D�etermination de parties bien ou sur rigidesNous avons aussi propos�e de nouveaux algorithmes, toujours �a base de 
al
uls de 
otsmaximums 
omme 
elui de [Ho�mann et al., 1997℄ pour d�ete
ter des syst�emes bien ousur-rigides [Jermann et al., 2003a℄. La prin
ipale di��eren
e r�eside dans la mani�ere deposer la 
ontrainte de pla
ement de rep�ere sur des sous-ensembles d'objets, en prenanten 
ompte notre nouvelle heuristique de rigidit�e stru
turelle �etendue. Ces algorithmessont d�etaill�es dans le 
hapitre 8. Ils peuvent être utilis�es pour d�eterminer d'une partdes parties stru
turellement sur-
ontraintes et pour d'autre part e�e
tuer la phase deplani�
ation d'un algorithme de rigidi�
ation r�e
ursive.LimitesDans la 
as de la d�ete
tion d'une sur-rigidit�e stru
turelle, il reste �a d�eterminer si 
ela 
or-respond �a un syst�eme r�eellement sur
ontraint sans solution ou �a une 
ontrainte suppl�ementairepermettant de dis
riminer la solution voulue parmi l'ensemble des solutions du syst�emebien-
ontraint, 
omme dans le 
as de la 
onformation de mol�e
ules. On a en e�et be-soin de plus de mesures de distan
es que 
elles garantissant la rigidit�e pour obtenir unesolution unique [Hendri
kson, 1992℄.Il existe des 
as o�u le degr�e de rigidit�e d'un syst�eme d�epend de la solution elle-même :des singularit�es peuvent être pr�esentes dans 
ertaines solutions et pas dans d'autres. Ilfaudrait dans 
e 
as au lieu de faire un plan d'assemblage a priori le r�ealiser au fur et �amesure de la r�esolution qui va alors entrela
er phases de plani�
ation et de r�esolution.La rigidit�e stru
turelle �etendue n'est par ailleurs qu'une heuristique qui ne prendpas en 
ompte les singularit�es d�ependant des valeurs num�eriques des �equations (
ommepar exemple des valeurs de distan
e rendant 3 points align�es). Elle ne peut non plusd�ete
ter 
ertaines sur-rigidit�es (
omme le 
ontre-exemple de la "double banane" qui in-valide l'extension du th�eor�eme de Laman en 3D), qui peuvent être trouv�ees par d'autresm�ethodes 
omme la m�ethode num�erique probabiliste [Lamure et Mi
helu

i, 1998℄ ou desmod�elisations non 
art�esiennes [Ortuzar et Serr�e, 2003℄.



Chapitre 4Voies de re
her
heDeux prin
ipales voies de re
her
he m'int�eressent a
tuellement, une premi�ere 
on
erneles m�ethodes in
ompl�etes pour les CSP �a domaines �nis, une deuxi�eme 
on
erne les
ontraintes sur domaines 
ontinus, ave
 en parti
ulier les r�esolveurs par intervalles, th�emeprin
ipal du projet COPRIN.4.1 Voies de re
her
he en re
her
he lo
ale4.1.0.3 R�eglage automatique des param�etresLes m�ethodes de re
her
he lo
ale ont souvent des param�etres dont le r�eglage est pri-mordial pour l'eÆ
a
it�e de la m�ethode (la temp�erature pour l'algorithme de Metropolis,le s
h�ema de baisse de temp�erature pour le re
uit simul�e, la longueur de la liste taboue).Souvent, le temps de r�eglage des param�etres n'est pas pris en 
ompte dans les r�esultatsexp�erimentaux, qui ne pr�esentent que les r�esultats obtenus ave
 les meilleurs param�etrages.Il semble don
 important, quand une nouvelle m�ethode est d�e�nie, soit de fournir un pa-ram�etrage par d�efaut robuste, soit de fournir un mode si possible automatique de r�eglagedes param�etres.Nous avons d�e�ni une nouvelle m�ethode, assez simple, idw [Neveu et al., 2004℄, quia pour prin
ipal param�etre la taille du voisinage explor�e autour de la 
on�guration 
ou-rante. Nous avons mis en �uvre une m�ethode de r�eglage automatique de 
e param�etre quialterne phases de r�eglage sur des mar
hes 
ourtes et phase d'�ex�e
ution ave
 le param�etrer�egl�e.Nous avons aussi propos�e dans [Neveu et Trombettoni, 2003d℄ une m�ethode de r�eglagedes 4 param�etres de l'algorithme GWW-idw. Nous souhaiterions �egalement automatiser
ette m�ethode.4.1.0.4 Adaptation des param�etresAu lieu d'essayer de d�eterminer a priori un r�eglage des param�etres avant de lan
erla re
her
he, des �etudes ont �et�e men�ees pour 
hanger dynamiquement les valeurs desparam�etres pendant la re
her
he : on parle alors de m�ethodes dynamiques, si 
e 
hange-ment ne d�epend pas de l'�etat de la re
her
he (param�etre suivant une fon
tion sinuso��dale[Madeline, 2002℄, param�etre variant al�eatoirement) ou de m�ethodes adaptatives quand le35
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hangement d�epend de l'�etat de la re
her
he (diÆ
ult�e �a sortir d'un minimum lo
al ouau 
ontraire diÆ
ult�e �a se fo
aliser dans des zones sus
eptibles d'am�eliorer l'�evaluation).On peut 
iter les m�ethodes �a voisinage variable (VNS) [Mladenovi
 et Hansen, 1997℄,qui pour sortir d'un minimum lo
al, augmentent la taille du voisinage explor�e. D'autresm�ethodes r�eglent de mani�ere adaptative la longueur de la liste taboue 
omme dans [Haoet al., 1998℄ ou le s
h�ema de baisse de temp�erature du re
uit simul�e [Anagnostopouloset al., 2003℄. Les algorithmes �evolutionnistes ont pouss�e 
ette id�ee jusqu'�a int�egrer lesparam�etres dans la 
on�guration et optimiser �a la fois la solution et la mani�ere d'explorerl'espa
e de re
her
he. On parle alors d'algorithmes auto-adaptatifs [B�a
k, 1997℄.Il serait int�eressant d'�etudier une variante adaptative de idw, qui modi�erait la tailledu voisinage explor�e en fon
tion de la re
her
he. Une longue stagnation pourrait parexemple faire augmenter 
ette taille.D'autres m�ethodes en�n adaptent la fon
tion d'�evaluation elle-même en ajoutant desp�enalit�es aux 
ontraintes qui restent non satisfaites (SAW [Eiben et van der Hauw, 1997℄).4.2 Voies de re
her
he dans le domaine 
ontinu4.2.1 R�esolveurs de 
ontraintes dans le domaine 
ontinuDans l'�equipe Coprin, nous �etudions plus parti
uli�erement les r�esolveurs de 
ontraintesdans le domaine 
ontinu. Il s'agit alors de r�esoudre des syst�emes d'�equations et in�egalit�esave
 des variables dont les domaines sont des intervalles de r�eels. On est dans le 
adredes CSP num�eriques [Lhomme, 1993℄.R�esolveurs existantsLes m�ethodes arbores
entes 
ompl�etes par intervalles sont utiles pour trouver toutes lessolutions d'un syst�eme d'�equations ayant un nombre �ni de solutions isol�ees.En e�et, les m�ethodes num�eriques it�eratives 
lassiques trouvent une solution, 
elle-
id�ependant du point de d�epart de la m�ethode. Pour trouver toutes les solutions, il existetrois grands types de m�ethodes :{ les m�ethodes de 
al
ul formel qui sont, de part leur 
omplexit�e, limit�ees �a dessyst�emes d'�equations alg�ebriques de petite taille. Citons les bases de Gr�obner [Bu
h-berger, 1985℄ et les ensembles 
ara
t�eristiques [Ritt, 1950; Wu, 1986℄.{ les m�ethodes homotopiques qui sont plus ou moins fa
iles �a mettre en �uvre enfon
tion de la proximit�e entre le syst�eme �a r�esoudre et le syst�eme initial [Lamure etMi
helu

i, 1998℄ (voir la th�ese de C. Durand [Durand, 1998℄ pour leur utilisationpour r�esoudre des syst�emes de 
ontraintes g�eom�etriques).{ les m�ethodes par intervalles, tr�es g�en�erales, qui n�e
essitent seulement un en
adre-ment a priori des solutions.Le projet se fo
alise sur les m�ethodes par intervalles, qui ont besoin de bornes donn�eesa priori pour les domaines des variables, 
as qui se produit toujours dans les appli
a-tions de robotique �etudi�ees par COPRIN. Cette restri
tion devient alors un avantage 
arles solutions obtenues sont garanties de respe
ter 
es bornes. Ces m�ethodes ont de plusl'avantage de fournir un en
adrement sûr de 
ha
une des solutions. Au
une solution n'estperdue. Dans 
ertains 
as, des th�eor�emes d'uni
it�e garantissent �egalement qu'il existeune solution et une seule dans les bô�tes rendues. Elles r�ealisent, 
omme les m�ethodes



37de re
her
he arbores
ente d�e�nies pour les CSP en domaines �nis, une re
her
he arbo-res
ente en alternant bisse
tion des intervalles et �ltrage des domaines par propagationdes 
ontraintes. Plusieurs degr�es de �ltrage ont �et�e d�e�nis 
es derni�eres ann�ees. Citonsdes 
onsistan
es lo
ales 
omme la 2B-
onsistan
e (appel�ee aussi Hull-
onsistan
e) et laBox-
onsistan
e [Benhamou et al., 1994℄, des 
onsistan
es plus globales 
omme la 3B-
onsistan
e [Lhomme, 1993℄ ou la Bound-
onsistan
e.Deux r�esolveurs par intervalles ont d�ej�a �et�e d�evelopp�es dans l'�equipe, ALIAS [Merlet,2001℄ et ICOS [Lebbah, 2002℄. ALIAS est un r�esolveur en C++, interfa
�e ave
 Maple,qui permet de r�esoudre des syst�emes d'�equations et d'in�egalit�es en mixant des te
hniquesd'analyse num�erique et quelques te
hniques de propagation de 
ontraintes (2B, 3B). ICOSest un r�esolveur qui 
ontient diverses te
hniques de �ltrage (2B, 3B, Box, Quad [Lebbahet al., 2003℄, Newton par intervalles) et permet un pilotage assez �n de 
es te
hniques(notions de points �xes, de pr�e
ision, ...).D'autres r�esolveurs ont aussi �et�e d�evelopp�es 
omme Numeri
a [Van Hentenry
k et al.,1997℄, en partie r�eimplant�e dans IlogSolver[ILO, 1997℄, 
omme De
li
 [Goualard, 2000℄int�egr�e dans GNU-Prolog ou RealPaver [Granvilliers, 2003℄, mais sont des bô�tes noires,diÆ
iles �a utiliser par une �equipe de re
her
he pour d�evelopper de nouvelles m�ethodes.Re
her
hes �a menerNous sommes en train de d�e�nir un nouveau r�esolveur, fa
ilement param�etrable, o�u l'onpuisse 
ombiner diverses m�ethodes de �ltrage par propagation de 
ontraintes et m�ethodesprovenant de l'analyse num�erique (appli
ation du th�eor�eme de Kantorovit
h pour l'exis-ten
e d'une solution unique dans une bô�te, m�ethode de Newton par intervalles).Nous avons montr�e que la 
onsistan
e d'ar
 n'�etait pas toujours r�ealisable pour les
ontraintes 
ontinues [Chabert et al., 2004℄ et propos�e une m�ethode r�ealisant des \bis-se
tions naturelles" en utilisant les parties monotones des 
ontraintes pour trouver unensemble de bô�tes ar
-
onsistantes. Il reste �a valider 
ette m�ethode exp�erimentalement.Dans les 
as o�u l'obtention de toutes les solutions est trop 
oûteux, il peut être judi-
ieux d'utiliser les algorithmes de re
her
he arbores
ente tronqu�ee de type LDS. De telleste
hniques doivent aussi pouvoir être utilis�ees dans le 
as de probl�emes d'optimisation.Il est aussi, je pense, int�eressant pour les probl�emes d'optimisation de pouvoir utiliserde la re
her
he lo
ale pour am�eliorer une borne quand une solution est trouv�ee et ainsipermettre d'avoir un meilleur �elagage de l'arbre de re
her
he.En�n, quand l'espa
e de re
her
he est hors d'atteinte des m�ethodes arbores
entes
ompl�etes, les m�ethodes de re
her
he lo
ale ou �a population peuvent s'av�erer int�eressantespour l'optimisation globale. Bien que les m�etaheuristiques 
omme la re
her
he tabou oule re
uit simul�e aient �et�e 
on�
ues pour r�esoudre des probl�emes dis
rets d'optimisation
ombinatoire, quelques essais ont montr�e leur utilit�e dans les domaines 
ontinus [Che-louah, 1999℄. Il faudrait �etudier 
omment adapter la re
her
he dans le voisinage de notrem�ethode de re
her
he lo
ale idw.De même, il serait int�eressant d'�etudier 
omment adapter la m�ethode GWW. D'autresm�ethodes �a population, 
omme les strat�egies d'�evolution (ES) [Re
henberg, 1973℄, ou laprogrammation �evolutionniste (EP) [Fogel et al., 1966℄ ont �et�e d�e�nies pour l'optimisa-tion de fon
tions sur les r�eels. Il serait int�eressant de s'inspirer de 
es m�ethodes pourl'adaptation de GWW et de GWW-idw (en parti
ulier pour leurs op�erateurs de mutation qui
orrespondent �a un pas de re
her
he dans un voisinage).En�n, plus g�en�eralement, il faudrait �etudier l'adaptation au 
ontinu des m�ethodes



38hybrides mêlant re
her
he lo
ale et re
her
he arbores
ente, d�e�nies pour l'optimisation
ombinatoire, 
omme par exemple Large Neighborhood Sear
h (LNS) [Shaw, 1998℄, o�ude grands voisinages sont explor�es par des m�ethodes arbores
entes.4.2.2 D�e
ompositionNotre m�ethode de r�esolution de syst�emes d�e
ompos�es pr�esent�ee en 3.2.2 et d�e
rite end�etail dans le 
hapitre 9 [Jermann et al., 2004b℄ 
omporte un \point faible" dans sa phasede r�esolution : l'heuristique du point milieu. En e�et, 
haque intervalle autour d'unevaleur solution d'une variable d'un blo
 est rempla
�e pour les r�esolutions des blo
s en avalpar le point milieu de l'intervalle. D'autre part, il arrive que dans 
ertains 
as, la pr�e
isiondu r�esolveur soit insuÆsante pour isoler des solutions. Dans 
e 
as, la r�esolution de
haque blo
 peut renvoyer un grand nombre de bô�tes alors que quelques-unes seulement
ontiennent une solution. Il peut alors se produire une explosion 
ombinatoire de sous-syst�emes �a r�esoudre. Pour pallier 
e probl�eme, nous ne gardons pas les bô�tes solutions �apetite distan
e d'une solution d�ej�a trouv�ee. Cette heuristique, 
ombin�ee �a la pr�e
�edentepeut faire perdre des solutions. Il faudrait laisser les intervalles solutions et dans le
as de solutions pro
hes, les rempla
er par un intervalle englobant. Cela suppose unr�esolveur sa
hant manipuler des intervalles 
onstants, 
e qui n'est pas le 
as d'IlogSolver,le r�esolveur a
tuellement utilis�e. Du 
oup, les blo
s ne seraient plus 
arr�es et on perdraitle test d'uni
it�e de solution et les tests d'arrêt pour isoler les solutions tels qu'ils existenta
tuellement. Il faudrait d�e�nir un nouveau test d'arrêt pour les �equations param�etr�eesou permettre de r�eduire les intervalles des variables d�ej�a r�esolues dans les blo
s en amont.Nous pensons don
 revoir en profondeur 
et algorithme et en r�ealiser ensuite unenouvelle implantation dans le nouveau r�esolveur de 
ontraintes par intervalles en 
oursde sp�e
i�
ation dans le projet COPRIN.Il faudrait aussi pouvoir tester 
ette m�ethode sur des probl�emes de 
ontraintes d�e
om-posables r�ealistes, qui semblent exister en CAO ou en 
himie mol�e
ulaire.4.2.3 Traitement des in
ertitudesNous avons �etudi�e 
omment on pouvait g�erer les in
ertitudes dans les param�etres d'unsyst�eme d'�equations de distan
e. Quand le syst�eme sans in
ertitudes a un nombre �nide solutions pon
tuelles, le fait de prendre en 
ompte des in
ertitudes dans les �equationsimplique que les solutions deviennent des r�egions 
ontinues.En partant des solutions pon
tuelles du syst�eme sans les in
ertitudes, nous avons
her
h�e �a isoler les ensembles 
ontinus de solutions se trouvant autour de 
ha
une dessolutions pon
tuelles. Nous avons pour 
ela r�ealis�e [Grandon, 2003℄ un algorithme dy-namique de bisse
tion des domaines des variables de mani�ere �a 
e que 
haque solutionappartienne �a un seul sous-domaine et avons appliqu�e des te
hniques de 
onsistan
e surdomaine 
ontinu (intervalles) pour obtenir des bô�tes int�erieures (i-
onsistan
e [Collavizzaet al., 1999℄) et ext�erieures des solutions du syst�eme ave
 in
ertitudes, sous l'hypoth�eseque 
es domaines-solutions soient sans interse
tion. Il s'agit maintenant d'�etudier d'autrestypes d'�equations plus g�en�erales, de d�ete
ter les limites de 
ette appro
he, de la 
ompa-rer ave
 d'autres appro
hes plus g�en�erales qui essaient d'englober des sous-ensembles desolutions 
ontinus [Vu et al., 2002; 2004℄.Cette probl�ematique de traitement des in
ertitudes qui se pose d�es que l'on prend en
onsid�eration les erreurs de mesure, a aussi de fortes impli
ations dans les appli
ations



39de robotique 
omme l'�etalonnage de robot qui sont �etudi�ees dans le projet COPRIN.4.3 Con
lusionLe domaine des 
ontraintes s'est r�ev�el�e 
es derni�eres ann�ees être un domaine de re-
her
he tr�es a
tif, ave
 des liaisons importantes qui se sont d�evelopp�ees ave
 d'autresdomaines 
omme la re
her
he op�erationnelle (RO) pour 
e qui 
on
erne l'optimisation
ombinatoire et l'analyse par intervalles pour la r�esolution de probl�emes de satisfa
tionde 
ontraintes num�eriques. Il s'appuie �a la fois sur des �equipes de re
her
he et des so
i�et�es
ommer
iales (Ilog, Cosyte
) qui vendent des logi
iels utilisant les r�esultats des re
her
heset permettent ainsi �a de nombreuses appli
ations industrielles l'usage de 
es m�ethodes.Depuis 1995, le 
ongr�es annuel CP (Constraint Programming) regroupe la 
ommu-naut�e de re
her
he dans le domaine des 
ontraintes. En plus de 
e 
ongr�es sp�e
ialis�e,des sessions d�edi�ees aux 
ontraintes ont lieu dans les prin
ipaux 
ongr�es d'intelligen
earti�
ielle (IA) : IJCAI, AAAI et ECAI. Le nouveau 
ongr�es CP-AI-OR sur l'int�egrationde te
hniques d'IA et de RO dans la programmation par 
ontraintes pour des probl�emesd'optimisation 
ombinatoire, faisant suite en 2004 au 
olloque du même nom, t�emoignede l'intera
tion 
roissante entre la propagation par 
ontraintes et les m�ethodes de lare
her
he op�erationnelle [Milano, 2003℄.Le projet europ�een COCONUT et son 
olloque COCOS montrent le d�eveloppementdes m�ethodes utilisant la propagation de 
ontraintes pour l'optimisation globale dans lesdomaines 
ontinus [Neumaier, 2004℄.De nombreuses voies de re
her
he restent don
 �a explorer pour les pro
haines ann�ees,en parti
ulier pour la r�esolution de syst�emes de 
ontraintes dans les domaines 
ontinus.
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Chapitre 5La re
her
he �a fo
alisationprogressiveVersion fran�
aise de l'arti
le paru dans les a
tes de ECAI 2002 sous le titre ProgressiveFo
using Sear
hAuteurs : Ni
olas Pr
ovi
, Bertrand NeveuR�esum�eCet arti
le traite des heuristiques de 
hoix de valeur utilis�ees dans un algorithme
omplet de re
her
he arbores
ente pour la r�esolution de probl�emes de satisfa
tion de
ontraintes binaires. Leur but est de guider la re
her
he vers une solution. Tout d'abord,nous montrons les limites des appro
hes prospe
tives traditionnelles, qui utilisent la tailledes domaines des variables pas en
ore a�e
t�ees. Dans un 
ontexte avantageux, quandla 
oh�eren
e d'ar
 est maintenue et que le temps de 
al
ul pour 
ette heuristique estn�egligeable, l'a

�el�eration est faible quand les probl�emes sont diÆ
iles. Nous pr�esentonsalors une nouvelle heuristique bas�ee sur un s
h�ema d'apprentissage par l'�e
he
. Au lieude faire un 
hoix a priori, une re
her
he altern�ee est men�ee dans 
haque sous-arbre poura

umuler de l'information. Apr�es 
ette phase d'apprentissage, l'algorithme se fo
alisesur le sous-arbre le plus prometteur. Nous avons en�n int�egr�e 
ette phase d'apprentissagedans la re
her
he elle-même et 
on�
u un nouvel algorithme, appel�e Re
her
he �a fo
alisa-tion progressive (PFS). Cet algorithme est 
ompar�e ave
 la re
her
he entrela
�ee IDFS etest apparu eÆ
a
e pour des probl�emes au pi
 de 
omplexit�e de la transition de phase.5.1 Introdu
tionPour r�esoudre un probl�eme de satisfa
tion de 
ontraintes (CSP) en domaines �nis ave
une m�ethode 
ompl�ete, on utilise g�en�eralement un algorithme de re
her
he arbores
enteen profondeur d'abord (DFS). Plusieurs am�eliorations du retour arri�ere 
hronologiqueont �et�e propos�ees pour limiter l'explosion 
ombinatoire. Citons par exemple le �ltragedes domaines par propagation des 
ontraintes, les retours arri�ere ave
 saut (ba
kjumping)et l'utilisation d'heuristiques de 
hoix de variables.41



42 Pour les plus grands espa
es de re
her
he explorables par une m�ethode 
ompl�ete,les r�esultats suivants sont g�en�eralement admis pour les CSP binaires. Le meilleur ni-veau de �ltrage est le maintien de 
oh�eren
e d'ar
(MAC)1 [Sabin et Freuder, 1994℄, lesretours-arri�ere ave
 sauts ne sont pas utiles [Bessi�ere et R�egin, 1996℄ et, en l'absen
e de
onnaissan
es sp�e
i�ques sur le probl�eme �a r�esoudre, les heuristiques de 
hoix de variableg�en�erales 
omme min-domain+degree ou min-domain/degree sont aujourd'hui re
onnuesêtre les plus eÆ
a
es. Pour l'obtention d'une seule solution, les heuristiques de 
hoix devaleur peuvent aussi être utilis�ees, mais elles sont 
onsid�er�ees moins importantes pourr�eduire l'arbre de re
her
he.Nous pr�esentons tout d'abord dans la partie 5.2 quelques heuristiques de 
hoix devaleur existantes. Jusqu'�a pr�esent, l'id�ee prin
ipale de 
es heuristiques est d'�etudier lese�ets du 
hoix d'une valeur dans une appro
he prospe
tive, 
omme le fait l'heuristiquedes solutions potentielles (MP) [Geelen, 1992℄ Les e�ets de l'instan
iation de la valeur
ourante ave
 
haque valeur sont partiellement propag�es, avant de 
hoisir la valeur la plusprometteuse. Nous proposons une autre appro
he bas�ee sur un s
h�ema d'apprentissagepar l'�e
he
, utilisant de l'information a

umul�ee pendant la re
her
he. Dans la partie 5.3,nous montrons les limites de l'heuristique de 
hoix de valeur MP. Les gains dus �a 
etteheuristique sont importants quand le probl�eme a beau
oup de solutions, mais deviennentn�egligeables au pi
 de 
omplexit�e. La raison en est la suivante : l'heuristique n'a qu'une
onnaissan
e tr�es partielle au d�ebut de la re
her
he et peut faire des 
hoix d�esastreux.Nous proposons dans la partie 5.4 une nouvelle sorte d'heuristique pour les premiers
hoix. Nous explorons une sous-partie de 
haque sous-arbre issu de l'instan
iation despremi�eres variables ave
 
ha
une de leurs valeurs. L'information ainsi a

umul�ee pen-dant le d�ebut de la re
her
he dans 
haque sous-arbre est alors utilis�ee pour 
hoisir leplus prometteur �a explorer enti�erement. Nous d�e�nissons un nouvel algorithme, nomm�eRe
her
he �a fo
alisation progressive, qui implante 
ette id�ee. Nous montrons 
ommentint�egrer l'a

umulation d'information dans la re
her
he elle-même et 
omment l'algo-rithme alterne des re
her
hes dans tous les sous-arbres au d�ebut et �nit par se fo
alisersur le sous-arbre le plus prometteur. Dans la partie 5.5, nous le 
omparons ave
 l'al-gorithme de re
her
he en profondeur entrela
�ee (IDFS) [Meseguer, 1997℄ sur des CSPal�eatoires.5.2 Travaux ant�erieurs sur les heuristiques de 
hoixde valeurDans une re
her
he arbores
ente standard, deux 
hoix doivent être faits �a 
haque�etape. Tout d'abord, on 
hoisit la pro
haine variable �a instan
ier. Le probl�eme est alorsd�e
ompos�e en k sous-probl�emes, un pour 
haque valeur du domaine de 
ette variable. Le
hoix de valeur d�etermine quel sous arbre sera explor�e en premier par DFS.Les e�ets de 
es deux 
hoix sur la re
her
he sont 
ompl�ementaires. Le 
hoix de variablea un e�et sur l'arbre de re
her
he lui-même et le 
hoix de valeur sur les bran
hes del'arbre qui seront explor�ees. Le but prin
ipal de l'utilisation d'une heuristique de 
hoixde variable est de 
onstruire un arbre le plus petit possible, 
'est-�a-dire de limiter le1Dans 
et arti
le, quand nous nous r�ef�erons �a MAC, il s'agit seulement du niveau de �ltrage (
oh�eren
ed'ar
) e�e
tu�e �a 
haque a�e
tation de variable et non du 
ara
t�ere binaire de l'arbre de re
her
hed�evelopp�e par 
et algorithme.



43nombre de bran
hes et d'avoir les bran
hes 
onduisant �a des �e
he
s les plus 
ourtespossibles [Smith et Grant, 1998℄. Les heuristiques hybrides min-domain+degree et min-domain/degree se basant sur la taille des domaines et le degr�e des variables jouent sur
es deux e�ets.Le but d'une heuristique de 
hoix de valeur est d'�eviter de faire un mauvais 
hoix,
'est-�a-dire de s�ele
tionner un sous-arbre sans solution. Elles utilisent pour 
ela uneinformation partielle qui di��eren
ie les valeurs. Cette information peut être 
al
ul�ee unefois pour toutes avant la re
her
he ou dynamiquement au 
ours de la re
her
he.Quand l'heuristique est dynamique, la prin
ipale information utilis�ee est la tailledes domaines des variables futures, 
'est-�a-dire non en
ore instan
i�ees. Ces tailles varientdynamiquement quand l'algorithme de re
her
he 
omme MAC 2 [Sabin et Freuder, 1994℄.Cette information peut être utilis�ee de diverses mani�eres.{ LVO-MC de Frost et De
hter [Frost et De
hter, 1995℄ : la valeur s�ele
tionn�ee est
elle qui a la plus grande somme des nombres de valeurs 
ompatibles dans tous lesdomaines des variables futures.{ plus grand support de Larrosa et Meseguer (highest support) [Larrosa et Meseguer,1995℄ : somme des tailles normalis�ees des domaines des variables futures en prenanten 
ompte les in
oh�eren
es.{ plus grande taille de domaine (max-domain-size) [Frost, 1997℄ : les valeurs sontordonn�ees dans l'ordre d�e
roissant de la taille du plus petit domaine des futuresvariables.{ ES estimation du nombre de solutions [De
hter et Pearl, 1988℄ : le nombre desolutions potentielles est estim�e en r�esolvant une relaxation arbores
ente du graphede 
ontraintes restant.{ MP Solutions potentielles (max-promises) de Geelen [Geelen, 1992℄. C'est un 
assimple de l'heuristique pr�e
�edente : la relaxation du probl�eme restant est le probl�emeform�e des 
ontraintes reliant la variable 
ourante aux variables futures. La valeur
hoisie est 
elle pour laquelle le produit des tailles de domaines 
ompatibles estmaximum.Pour 
al
uler 
ette information sur la taille des domaines des variables futures, ilfaut propager l'e�et de l'instan
iation de la variable 
ourante ave
 toutes les valeurs deson domaine pour pouvoir 
hoisir la meilleure valeur selon le 
rit�ere de l'heuristique. End'autres termes, il faut e�e
tuer �a l'avan
e la propagation du Forward Che
king dans desbran
hes qui ne seront peut être pas explor�ees par la suite et 
ela peut être 
oûteux.Pour pallier 
ette diÆ
ult�e, quelques heuristiques statiques ont �et�e d�e�nies.{ stati
 least-
on
i
ts (SLC) [Frost, 1997℄ : les valeurs sont ordonn�ees selon le nombrede 
on
its auxquels elles prennent part. Ces 
al
uls sont e�e
tu�es sur les domainesinitiaux et 
et ordre statique est utilis�e pendant toute la re
her
he.{ stati
 max-promises (SMP) : de la même mani�ere, pour 
haque variable v, on
al
ule avant la re
her
he pour 
haque valeur dans le domaine de v, le produitdes nombres de valeurs 
ompatibles dans les domaines des autres variables et onordonne le domaine de v selon 
es produits.{ 
hamp moyen (mean �eld) : un pr�etraitement bas�e sur la th�eorie du 
hamp moyenordonne les domaines avant la re
her
he [Cabon et al., 1996℄.La plupart des r�esultats publi�es utilisent pour la r�esolution l'algorithme du Forward2Dans 
et arti
le, quand nous nous r�ef�erons �a l'algorithme MAC, il s'agit seulement du degr�e de�ltrage r�ealis�e (
oh�eren
e d'ar
) et non de la 
ara
t�eristique d'arbre binaire de l'algorithme.



44Che
king [Harali
k et Elliott, 1980℄. Ils montrent qu'une heuristique dynamique a unsur
oût important et ne devient b�en�e�que que quand le probl�eme est suÆsamment diÆ
ile(n�e
essitant plus d'un million de tests de 
ontraintes dans [Frost et De
hter, 1995℄).Mais, aujourd'hui, les probl�emes r�esolus le sont ave
 un algorithme maintenant unniveau de 
oh�eren
e 
omme la 
oh�eren
e d'ar
 et l'on peut esp�erer que le sur
oût e�e
tu�e�a 
haque n�ud pour 
al
uler une heuristique dynamique devienne n�egligeable.5.2.1 Justi�
ation de l'heuristique des solutions potentiellesLes diverses exp�erimentations e�e
tu�ees jusqu'�a pr�esent n'ont pas mis en �eviden
ela sup�eriorit�e d'une heuristique par rapport aux autres. L'ensemble de 
es heuristiquesdonnent des r�esultats 
omparables. Parmi 
es heuristiques, nous avons d�e
id�e d'�etudierplus en d�etail le 
omportement de l'heuristique des solutions potentielles MP, qui a unfondement th�eorique.Cette heuristique donne le nombre de solutions dans un sous-arbre, s'il n'y avait pasde 
ontraintes entre les variables futures. En absen
e d'information sur 
es 
ontraintes, onpeut supposer que 
e nombre est proportionnel �a une estimation du nombre de solutionsdans un sous-arbre. En e�et, dans le mod�ele de CSP al�eatoires que nous avons utilis�edans nos tests (voir 
i-apr�es), les paires de valeurs interdites par une 
ontrainte sontind�ependantes des paires interdites par une autre 
ontrainte. Ainsi, si nous 
onsid�eronsun algorithme 
omme le Forward Che
king, o�u il n'y a pas de propagation due aux
ontraintes entre les variables futures, 
haque paire de valeurs restant dans les domainesdes variables futures a la même probabilit�e de satisfaire toutes les 
ontraintes entre 
esvariables.Nous avons montr�e dans une �etude pr�e
�edente [Pr
ovi
 et Neveu, 1999a℄ que le 
om-portement de 
ette heuristique dynamique s'am�eliorait quand la profondeur de re
her
heaugmentait. Elle est plus inform�ee et se trompe moins souvent. Dans la partie suivante,nous allons �etudier plus en d�etail son eÆ
a
it�e.Nous avons aussi d�e
id�e d'utiliser MAC : l'information sur les tailles des domainesdes variables futures est alors plus pertinente qu'ave
 FC et la qualit�e de l'heuristiqueMP devrait être meilleure.5.3 E�ets de l'heuristique des solutions potentiellesPour �etudier les e�ets de l'heuristique de 
hoix de valeur des solutions potentielles,nous avons e�e
tu�e quelques exp�erimentations sur des CSP al�eatoires binaires. Nousnous sommes restreints �a des tests dans des zones o�u les CSP ont des solutions et o�u lesprobl�emes ne sont pas trop fa
iles (un nombre signi�
atif de retours-arri�ere se produit).Quand MAC r�esout sans heuristique un probl�eme sans au
un retour-arri�ere, il n'y a�evidemment au
un besoin d'heuristique de 
hoix de valeur. Une heuristique est aussiinutile pour les probl�emes sans solution. Frost avait remarqu�e dans [Frost et De
hter,1995℄ que l'utilisation d'une heuristique de 
hoix de valeur pouvait avoir un e�et quandon e�e
tue des sauts ave
 CBJ, mais 
omme il a d�ej�a �et�e vu dans [Bessi�ere et R�egin,1996℄, de tels sauts n'arrivent en pratique jamais ave
 MAC.



455.3.1 R�esultats exp�erimentaux sur des CSP al�eatoiresNous avons r�ealis�e des tests en utilisant la CSP-LIB de Hulubei [Hulubei, 1999℄, unebiblioth�eque C++ pour la r�esolution de CSP binaires en domaines �nis. Nous avons im-plant�e les heuristiques de 
hoix de valeur des solutions potentielles statique (SMP) etdynamique (MP). Pour �etudier l'importan
e du premier 
hoix, nous avons aussi r�ealis�edes tests o�u l'heuristique n'�etait utilis�ee que pour 
e premier 
hoix, tous les autres 
hoix�etant e�e
tu�es selon l'ordre naturel des domaines. Nous avons appel�e H1 
ette heuris-tique du premier 
hoix dans le tableau pr�esentant les r�esultats et HO l'algorithme sansheuristique de 
hoix de valeur.Les tests ont �et�e e�e
tu�es sur des probl�emes al�eatoires, en utilisant le g�en�erateur deprobl�emes al�eatoires de la CSP-LIB. Une 
lasse de probl�emes est d�e�nie par 4 param�etres :{ le nombre de variables,{ la taille des domaines,{ le nombre de 
ontraintes, d�etermin�e par le param�etre densit�e D,{ le nombre de paires de valeurs interdites par 
ontrainte, d�etermin�e par le param�etreduret�e T .Les tests ont �et�e e�e
tu�es ave
 des probl�emes ayant 50 variables, des domaines detaille 15. Nous avons fait varier les param�etres de densit�e et de duret�e pour obtenir desprobl�emes diÆ
iles, mais qui pouvaient être r�esolus en un temps raisonnable (au maxi-mum quelques minutes par instan
e de probl�eme). Pour 
haque ensemble de param�etres,nous avons r�ealis�e des tests ave
 les heuristiques H1, SMP et MP, et les avons 
ompar�esave
 des tests sans heuristique(H0). Quant �a l'heuristique de 
hoix de variable, nousavons utilis�e min-domain/degree qui s�ele
tionne la variable ayant le plus petit rapporttaille des domaines sur degr�e (nombre de 
ontraintes entre 
ette variable et les variablesfutures). Le niveau de �ltrage, la 
oh�eren
e d'ar
, a �et�e r�ealis�e ave
 l'algorithme AC3,fourni par la biblioth�eque.La partie gau
he du tableau 5.1 pr�esente la profondeur du plus haut retour-arri�ereapparu sur un ensemble de 100 probl�emes sans heuristique(H0), ave
 les heuristiquesde premier niveau H1, statique SMP et dynamique MP. Un r�esultat i(k) signi�e queles i-1 premiers 
hoix ont �et�e de bons 
hoix pour les 100 instan
es de probl�eme, il n'apas �et�e n�e
essaire de revenir sur eux pour trouver une solution et que k probl�emes sur100 ont dû revenir �a 
e niveau i. Cela peut être vu 
omme une sorte de mesure dela distan
e de la 
lasse de probl�emes 
onsid�er�ee au pi
 de 
omplexit�e 
orrespondant �ala zone de transition de phase entre probl�emes ave
 et sans solutions [Smith et Dyer,1996℄. Quand la profondeur i pour l'algorithme H0 est assez grande, 
ela signi�e quepour toutes les instan
es, bien qu'il ne fussent pas guid�es par une heuristique de 
hoixde valeur, 
es i � 1 premiers 
hoix n'ont jamais 
aus�e d'erreur. On est don
 alors dansune 
lasse de probl�emes ave
 de nombreuses solutions. Quand, au 
ontraire, des retours-arri�ere remontent jusqu'au premier niveau pour 
ertaines instan
es, le premier 
hoix a
onduit �a un sous-arbre sans solution et on se trouve dans une 
lasse de probl�emes pro
hedu pi
 de 
omplexit�e.La partie droite du tableau 5.1 pr�esente le temps 
pu utilis�e sur un Pentium III 500pour la r�esolution des 100 instan
es de la 
lasse trait�ee.Nous pouvons voir que l'heuristique MP est tr�es eÆ
a
e pour des probl�emes assez�eloign�es du pi
 de 
omplexit�e. Le gain en temps obtenu est un fa
teur entre 4 et 8. Lefaible sur
oût dû au 
al
ul de l'heuristique est largement 
ompens�e par la diminution dunombre de n�uds g�en�er�es : la version dynamique de l'heuristique est presque toujours



46Tab. 5.1 { Profondeur du plus haut retour-arri�ere (partie gau
he), ave
 le nombre deprobl�emes �a 
ette profondeur, et temps 
pu en mn utilis�e (partie droite) pour r�esoudre100 instan
es de probl�emes ayant 50 variables, des domaines de taille 15, une densit�e Det une duret�e T .D,T H0 H1 SMP MP H0 H1 SMP MP.89,.10 4(3) 4(1) 7(7) 7(3) 1143 996 147 149.75,.12 4(9) 4(4) 6(9) 6(1) 1140 980 196 156.52,.16 4(2) 4(3) 6(7) 7(9) 133 130 39 21.41,.20 2(2) 3(5) 4(1) 5(11) 323 206 61 57.40,.20 4(16) 4(3) 5(2) 5(1) 72 39 13 11.32,.25 2(20) 2(2) 2(1) 3(6) 337 187 98 83.31,.25 2(2) 3(5) 4(4) 4(3) 66 42 17 10.30,.25 4(5) 4(3) 5(1) 6(2) 10 6 2 2meilleure que la statique. Nous pouvons aussi remarquer en analysant les r�esultats de H1qu'une part signi�
ative des gains est due au premier 
hoix, même si 
e 
hoix n'a pas �et�eremis en 
ause durant la re
her
he.5.3.2 IneÆ
a
it�e au pi
 de 
omplexit�eUne se
onde s�erie de tests a �et�e r�ealis�ee plus pr�es du pi
 de 
omplexit�e ave
 desdomaines de taille 8 et 15. Alors, le fa
teur de gain dû �a l'utilisation de l'heuristiqueMP est tomb�e entre 1.4 et 1.1 (voir par exemple les 
lasses de probl�emes S=15, D=0.20,T=0.36 et S=8, D=0.44, T=0.15). Comme nous l'avons d�ej�a remarqu�e, le sous-arbreayant le plus grand nombre de solutions potentielles a la plus forte probabilit�e de 
ontenirdes solutions. Mais, 
e sous-arbre a aussi la probabilit�e d'avoir la plus grande taille etquand l'heuristique se trompe, le dommage est plus important.En restant dans la zone des probl�emes ave
 solutions et en s'appro
hant du pi
 de 
om-plexit�e, une telle erreur arrive plus haut dans l'arbre et peut avoir des e�ets d�esastreux.Ce
i peut expliquer l'ineÆ
a
it�e de l'heuristique pr�es du pi
, bien que les 
as d'erreurssoient moins nombreux que sans heuristique. En analysant en d�etail les r�esultats pr�es dupi
, par exemple pour une taille des domaines de 15, une densit�e de 0.20 et une duret�ede 0.36, l'heuristique se trompe 18 fois pour l'a�e
tation de la premi�ere variable, alorsque sans heuristique, une telle erreur au premier niveau de la re
her
he intervient 50 foissur l'ensemble des 100 instan
es de probl�emes de 
ette 
lasse. Mais le temps le plus longpour r�esoudre une instan
e est de 14mn ave
 heuristique et de 2 mn sans heuristique. Onpeut aussi remarquer que 
e premier 
hoix est 
ritique pour le temps global de r�esolutiondes 100 instan
es. Même si l'heuristique guide la re
her
he vers une solution dans unsous-arbre qui en 
ontient, elle n'a au
un e�et sur les sous-arbres sans solutions. Comme
es sous-arbres, une fois 
hoisis, doivent être explor�es enti�erement, le temps pass�e dansleur exploration est la majeure partie du temps total.Dans les probl�emes suÆsamment �eloign�es du pi
 de 
omplexit�e dans la zone desprobl�emes ave
 solution, il y a toujours eu dans l'ensemble des 100 probl�emes trait�es unedi��eren
e de niveau pour le plus haut retour-arri�ere intervenu ave
 et sans heuristique.



47Tab. 5.2 { R�esultats au pi
 de 
omplexit�e pour des probl�emes ave
 50 variables, unetaille des domaines S, une densit�e D et une duret�e T.S,D,T H0 H1,SMP,MP H0 H1 SMP MP15,.25,.31 1(38) 1(16) 592 512 407 50215,.20,.36 1(50) 1(18) 140 124 126 12115,.14,.44 1(44) 1(12) 18 12 10 88,.50,.13 1(51) 1(26) 149 109 107 1088,.44,.15 1(49) 1(27) 97 88 82 878,.435,.15 1(30) 1(9) 46 35 31 318,.315,.20 1(39) 1(18) 16 15 14 14Ce
i peut expliquer l'eÆ
a
it�e de l'heuristique dans 
e 
as. L'heuristique dynamique, quiest plus inform�ee par les 
hoix pr�e
�edents dans la bran
he 
ourante est alors plus eÆ
a
e.Nous avons vu au 
ontraire que l'heuristique dynamique des solutions potentiellesn'�etait pas suÆsante pour am�eliorer substantiellement les r�esultats dans la zone de 
om-plexit�e : elle fait trop souvent un 
hoix d�esastreux au premier niveau. Comme les 
hoix
ru
iaux sont les premiers et 
omme l'heuristique ne peut pas b�en�e�
ier d'une informa-tion des
endante par la bran
he 
ourante, une id�ee pour l'am�eliorer est de remonter del'information des sous-arbres, avant de 
hoisir 
elui �a explorer en premier. Dans la partiequi suit, nous allons pr�esenter l'algorithme de re
her
he �a fo
alisation progressive, quiexploite 
ette id�ee.5.4 Ordonner les valeurs par apprentissageNotre but est de trouver une meilleure heuristique de 
hoix de valeur que MP pourles premi�eres variables en haut de l'arbre de re
her
he. Pour 
es variables, nous avonssubstitu�e l'appro
he prospe
tive par une appro
he d'apprentissage par l'�e
he
.Nous avons pour 
ela d�e�ni une mesure statistique, 
al
ul�ee sur un �e
hantillon de
haque sous arbre �a profondeur d, et bas�ee sur la longueur moyenne des bran
hes (ABL),
.�a.d la longueur entre le sommet du sous-arbre et un �e
he
.Nous allons tout d'abord pr�esenter une m�ethode o�u 
ette statistique est pr�e
al
ul�ee,puis l'algorithme de re
her
he �a fo
alisation progressive (PFS) qui met �a jour 
ette mesurependant la re
her
he et 
hange de sous-arbre si la mesure ABL du sous-arbre 
ourantdevient mauvaise.5.4.1 La mesure ABLNous sommes partis d'une id�ee simple :1. e�e
tuer une re
her
he DFS sur un sous-arbre �a partir de la profondeur d et s'arrêterquand un nombre donn�e b de feuilles a �et�e explor�e, puis e�e
tuer 
ette re
her
he surun autre sous-arbre et ainsi de suite jusqu'�a 
e que tous les sous-arbres �a profondeurd aient �et�e ainsi partiellement explor�es.2. extraire une information empirique de l'�e
hantillon de b bran
hes de 
haque sous-arbre et ordonner 
es sous-arbres.



48 3. terminer la re
her
he DFS sur le reste du meilleur sous-arbre, puis sur le deuxi�eme etainsi de suite jusqu'�a 
e qu'une solution soit trouv�ee ou que l'arbre soit enti�erementexplor�eIl semble raisonnable de penser que le sous-arbre qui a la plus grande moyenne desbran
hes 
ontiendra le plus grand nombre de solutions. Appelons Di;j , la longueur de laj�eme bran
he du i�eme sous-arbre. Nous pouvons 
al
uler la longueur moyenneDi(b) = Pj=bj=1Di;jb sur l'�e
hantillon des b bran
hes explor�ees dans le i�eme sous-arbre etordonner les sous-arbres selon 
e 
rit�ere Di(b), appel�e ABL.Une question importante demeure : 
omment �xer la valeur b ? Le 
rit�ere ABL peutnous permettre d'obtenir un meilleur ordre si l'�e
hantillon est assez grand. Si l'�e
hantillonest trop petit, le r�esultat peut être moins bon que l'ordre donn�e par MP ; si l'�e
hantillonest trop grand, le temps pass�e �a trouver 
et ordre peut être sup�erieur au temps gagn�epar l'heuristique. Pour �eviter d'avoir �a 
hoisir une valeur b, nous proposons d'int�egrerla phase d'�e
hantillonnage dans la re
her
he elle-même, 
e qui donne l'algorithme PFSd�e
rit 
i-dessous.5.4.2 L'algorithme PFSL'id�ee est de mettre �a jour la mesure ABL pendant la re
her
he. Le nouveau 
rit�ereest alors Di(bi), la longueur moyenne des bi bran
hes explor�ees dans le sous-arbre i avantet pendant la re
her
he. Le sous-arbre i tel que Di(bi) = maxj(fDj(bj)g) est explor�ejusqu'�a 
e que Di(bi) devienne inf�erieur �a un autre Dj(bj) ou que le sous-arbre i soit
ompl�etement explor�e. Puis, la re
her
he 
ontinue dans le sous-arbre 
ontenant le plusgrand Di(bi).L'avantage de 
ontinuer �a mettre �a jour Di(bi) pendant la re
her
he est de permettre�a l'algorithme de \
hanger d'avis" s'il s'aper�
oit que le sous-arbre qu'il a 
hoisi s'av�eremoins prometteur qu'il le semblait auparavant. Quand bi 
rô�t, 
haque Di(bi) devient deplus en plus stable et la re
her
he �nit par rester 
oin
�ee dans un sous-arbre jusqu'�a sonexploration 
ompl�ete.Ce m�e
anisme permet d'�eliminer la phase d'�e
hantillonnage, laquelle n'a plus besoind'atteindre un ordre des valeurs de qualit�e suÆsante avant de 
ommen
er la re
her
he. Ene�et, l'�e
hantillonnage est maintenant int�egr�e dans la re
her
he. Une bran
he est explor�eedans 
haque sous-arbre et la re
her
he d�ebute dans le sous-arbre qui a la premi�ere bran
hela plus longue. Ensuite, la re
her
he peut passer �a un autre sous-arbre si la longueurmoyenne des bran
hes du sous-arbre 
ourant devient plus petite que 
elle d'un autresous-arbre. Cependant, il peut se passer le ph�enom�ene suivant : la premi�ere bran
hed'un sous-arbre peut être tr�es 
ourte et pas repr�esentative. Dans 
e 
as, 
e sous-arbrerisque d'être d�e�nitivement mis de 
ôt�e. Pour r�esoudre 
ette diÆ
ult�e, nous proposonsune mesure biais�ee qui va for
er l'algorithme �a visiter plusieurs bran
hes dans 
haquesous-arbre.La version �nale de l'algorithme est la même que 
elle que nous venons de pr�esentersauf que, au lieu de prendre 
omme mesure Di(bi), nous prenons une nouvelle mesurepour 
hanger de sous-arbre : Ei(bi) = K:n+Pj=bij=1 Di;jK+bi , o�u K est un param�etre 
onstantet n est le nombre de variables dans le CSP. Ei(bi) est une moyenne biais�ee qui 
al
ule lamoyenne 
omme si une phase de pr�etaitement avait explor�e K bran
hes de longueur n.Cet algorithme, appel�e Re
her
he �a fo
alisation progressive (PFS), est pr�esent�e en 5.1.



49PFS 
ommen
e la re
her
he en alternant entre tous les sous-arbres 
ommen�
ant �a pro-fondeur d, ordonn�es dans une �le de prorit�e Q selon leur valeur Ei. Durant la re
her
he,
omme la mesure bais�ee 
onverge vers la mesure ABL, l'algorithme va progressivement sefo
aliser sur le sous-arbre le plus prometteur : les sous-arbres ave
 la meilleure moyenneDi(bi) (ABL) seront explor�es de plus en plus souvent, jusqu'�a que l'algorithme rejoigne lem�e
anisme pr�e
�edent, o�u la re
her
he est maintenue dans un sous-arbre tant que 
elui-
ia la plus grande valeur Di(bi).PFS(d) :1 Ins�erer les noeuds de profondeur d dans la �le de priorit�e Q2 s enl�eve max(Q)3 TANTQUE sommet(pile[s℄) n'est pas une solution4 noeud  d�epile(pile[s℄)5 SI noeud = E
he
6 mettre �a jour Es7 ins�erer(s, Q)8 s enl�eve max(Q)9 SINON10 empile(les �ls(noeud), pile[s℄)11 SI pile[s℄ = ;12 SI Q = ;13 retourne E
he
14 SINON15 s enl�eve max(Q)16 retourne sommet(pile[s℄)Fig. 5.1 { Re
her
he �a fo
alisation progressive. Les sous-arbres �a la profondeur d sontordonn�es dans la �le de priorit�e Q en fon
tion de leur valeur Es. les �ls(noeud) retournela liste des �ls de noeud.Voi
i les propri�et�es de la mesure Ei(bi) et leurs 
ons�equen
es sur la re
her
he arbo-res
ente :{ Comme 8Di;bi : Di;bi � n, nous avons 8bi : Ei(bi) > Di(bi).Ei(0) = n et Ei(bi) 
onverge vers Di(bi) quand bi 
rô�t et d�epasse largement K.Cela signi�e que l'exploration du sous-arbre i fait augmenter bi et diminuer Ei(bi)�Di(bi). Don
, Ei(bi) a tendan
e �a diminuer même si Di(bi) reste 
onstant. Ce
i faitalterner la re
her
he entre les sous-arbres de mani�ere arti�
ielle.{ Ei(bi + 1) = K:n+Pj=bi+1j=1 Di;jK+bi+1 = K+biK+bi+1Ei(bi) + Di;bi+1K+bi+1 .Ainsi, Ei(bi + 1) < Ei(bi) si et seulement si Ei(bi) > Di;bi+1.En d�ebut de re
her
he, si K � bi alors K:n �Pj=bij=1 Dj et Ei(bi) ' n > Di;bi+1.Don
, Ei(bi) va diminuer presque toujours et on 
hangera souvent de sous-arbre.Apr�es un 
ertain temps, quand K � bi, nous aurons K:n�Pj=bij=1 Dj et Ei(bi) 'Di(bi). Don
, Ei(bi) d�e
rô�tra si et seulement si Di;bi+1 < Di(bi). Cela signi�e queEi(bi) est plus sus
eptible de diminuer en d�ebut de re
her
he que plus tard. Ainsi,l'entrela
ement sera progressivement att�enu�e tout au long de la re
her
he.{ Si K = 0 alors Ei(bi) = Di(bi). Si K � 1 alors Ei(bi) ' n. Le r�eglage de K permet



50 don
 de 
hanger la vitesse de 
onvergen
e de Ei(bi) vers Di(bi), 
'est-�a-dire, lavitesse de fo
alisation vers le sous-arbre pr�esentant la plus grande valeur de Di(bi).5.4.3 Comparaison ave
 IDFSPFS peut être 
ompar�e ave
 la re
her
he en profondeur d'abord entrela
�ee (en an-glais :Interleaved Depth First Sear
h, IDFS)[Meseguer, 1997℄. IDFS a �et�e d�e�ni a�n deprendre en 
ompte la qualit�e 
roissante de l'heuristique de 
hoix de valeur en fon
tion dela profondeur. Son 
omportement peut être oppos�e �a 
elui de DFS. Quand il ren
ontreun �e
he
, DFS revient d'abord sur le dernier 
hoix alors que IDFS revient sur le premier
hoix. La justi�
ation de 
e 
omportement est simple : les 
hoix e�e
tu�es �a de petitesprofondeur sont moins sûrs don
 
e sont les plus profonds qui doivent en priorit�e être
onserv�es. Il y a deux versions de IDFS. IDFS pur applique exa
tement le 
omporte-ment que nous venons de pr�esenter. L'arbre de re
her
he est explor�e de telle mani�ereque, quelle que soit la profondeur, au
un sous-arbre ne sera revisit�e avant que tous lesautres de même profondeur aient �et�e visit�es aussi. IDFS limit�e restreint l'entrela
ement�a une profondeur �x�ee et �a un nombre limit�e de sous-arbres. Il simule exa
tement l'ordred'examen des bran
hes qui serait e�e
tu�e par une re
her
he arbores
ente parall�ele, laprofondeur d'entrela
ement et le nombre de sous-arbres a
tifs 
orrespondant respe
tive-ment �a la profondeur de distribution et au nombre de pro
essus engag�es. Dans le restede l'arti
le, lorsque nous nous r�ef�ererons �a IDFS, il s'agira impli
itement de sa versionlimit�ee.IDFS ne fait au
un 
hoix jusqu'�a 
e que la profondeur d'entrela
ement d soit atteinte.Chaque n-uplet de valeurs pour les d premi�eres variables est ensuite essay�e de fa�
onentrela
�ee.On notera que IDFS est plus eÆ
a
e que DFS dans le 
ontexte que nous �etudions.Il a �et�e montr�e, en th�eorie et en pratique [Meseguer, 1997; Meseguer et Walsh, 1998;Pr
ovi
 et Neveu, 1999a℄ que IDFS pouvait avoir de meilleures performan
es que DFSlorsque la qualit�e de l'heuristique de 
hoix de valeur augmentait ave
 la profondeur, 
equi est le 
as de l'heuristique dynamique des solutions potentielles (MP). Les r�esultatsexp�erimentaux de la partie suivante le 
on�rmeront.Au d�ebut de la re
her
he, PFS se 
omporte en quelque sorte 
omme IDFS, dans le senso�u il g�en�ere une bran
he dans 
haque sous-arbre et n'en g�en�erera pas une autre dans lemême avant qu'il ait visit�e tous les autres sous-arbres. Quand la re
her
he arbores
ente
ommen
e, 
haque Ei(0) = n. Ainsi, le premier sous-arbre est s�ele
tionn�e, une de sesbran
hes est g�en�er�ee jusqu'�a la profondeurD1;1 (o�u un �e
he
 survient) et E1(1) prend unevaleur inf�erieure �a n. En 
ons�equen
e, la re
her
he doit être 
ontinu�ee dans le se
ond sous-arbre et le pro
essus se r�ep�ete jusqu'�a 
e qu'une bran
he ait �et�e g�en�er�ee dans 
ha
un dessous-arbres. Ensuite, le sous-arbre j ayant la plus grande valeur de Ej(1) est s�ele
tionn�eet Ej(2) est d'autant plus sus
eptible d'être la plus petite valeur que K est grand.Quand K � bi, si bi > bj , Ei(bi) est souvent inf�erieur �a Ej(bj).Si bi = bj , (Ei(bi) > Ej(bj)) � (Di(bi) > Dj(bj)). Don
, PFS ave
 un grand K en-trela
era autant la re
her
he que IDFS mais pas exa
tement dans le même ordre : unsous-arbre qui aura g�en�er�e moins de bran
hes que les autres aura plus tendan
e �a être
hoisi avant 
es derniers mais si lui et les autres ont g�en�er�e le même nombre de bran
hesalors 
'est 
elui qui aura la plus grande valeur de Di(bi) qui sera 
hoisi. Une re
her
hePFS ave
 un K tr�es grand peut être vue 
omme une re
her
he IDFS qui r�eordonne



51les sous-arbres selon leur valeur de Di(bi) apr�es avoir g�en�er�e une bran
he dans 
ha
und'eux. Cela entrâ�ne que PFS ave
 un tr�es grandK devrait g�en�erer un petit peu moins debran
hes et de n�uds que IDFS. Maintenant, nous allons voir pourquoi une valeur de Kplus faible et une fo
alisation progressive peuvent 
onduire �a de meilleures performan
es.PFS peut être vu 
omme une re
her
he arbores
ente dont le 
omportement imiteIDFS au d�ebut mais qui se fo
alise progressivement sur le sous-arbre le plus prometteur,imitant ainsi DFS apr�es un 
ertain temps. Si nous d�e
idons d'utiliser l'heuristique delongueur moyenne des bran
hes (ABL) pour les d premi�eres variables et MP pour lesn� d variables restantes, alors :{ Au d�ebut de la re
her
he, la mesure ABL est pauvrement inform�ee et in
ertainedon
 la qualit�e de MP la d�epasse. A 
e stade de la re
her
he, il est don
 fond�ed'utiliser IDFS plutôt que DFS.{ Les estimations de ABL 
onvergeant vers les vraies valeurs, il y aura un momentdans la re
her
he o�u la qualit�e de ABL d�epassera 
elle de MP. Alors, la qualit�ede l'heuristique de 
hoix de valeur MP utilis�ee �a la profondeur d + 1 ne sera plusmeilleure que 
elle, ABL, utilis�ee entre les profondeurs 1 et d. Il deviendra n�efasted'entrela
er la re
her
he �a la profondeur d. Ainsi, l'utilisation de DFS donnera demeilleurs r�esultats �a partir de 
e moment l�a.Au lieu d'un 
hangement progressif de IDFS vers DFS, nous pourrions envisagerun 
hangement brusque d�es que ABL deviendrait meilleur que MP. Malheureusement,nous n'avons pas d'�el�ement nous permettant de savoir quand aura lieu 
e bas
ulement.C'est pourquoi un 
hangement progressif est un moyen d'obtenir un algorithme stable.L'eÆ
a
it�e de PFS repose sur la vitesse de fo
alisation. En 
ons�equen
e, il faudra prendresoin du r�eglage de K.5.5 R�esultats exp�erimentauxLes exp�erimentations ont �et�e faites en utilisant le même g�en�erateur de CSP al�eatoires.Les probl�emes ont �et�e 
hoisis de fa�
on �a rester �a gau
he du pi
 de 
omplexit�e, o�u laplupart des instan
es ont des solutions. Pour 
haque param�etrage, nous avons ex�e
ut�edi��erents algorithmes sur les mêmes 100 instan
es de probl�emes dont 
ha
une avait aumoins une solution. Tous les algorithmes maintenaient la 
oh�eren
e d'ar
, utilisaientl'heuristique de 
hoix de variable dynamique min-domain/degree et l'heuristique de 
hoixde valeur MP. Les algorithmes �etaient : DFS, IDFS(d) et PFSK(d), o�u d est la profondeurd'entrela
ement.Notre but n'�etait pas de trouver les param�etres optimaux pour maximiser les gainsde PFS sur DFS ou IDFS, mais de 
ommen
er �a �etudier 
omment 
e gain varie quandon s'appro
he du pi
 de 
omplexit�e ou quand d et K varient.Nous avons 
ommen
�e par tester si PFS pouvait être plus eÆ
a
e sur des probl�emesde même taille (50 variables, domaines de taille 8) 
omme dans la partie 5.3 �a gau
he dupi
 de 
omplexit�e (voir tableau 5.3).On peut remarquer que quand les probl�emes deviennent diÆ
iles, PFS est plus eÆ
a
eet que l'entrela
ement au niveau 2 est meilleur qu'au niveau 1. Pour voir 
e qui se passeraitsi on augmentait en
ore l'entrela
ement, nous avons 
ontinu�e les tests sur des probl�emesave
 S = 4 pour limiter le nombre de sous-arbres pr�esents en m�emoire. (voir tableau 5.4).Nous avons aussi fait varierK. QuandK �etait grand (K = 1000), PFSd �etait toujoursl�eg�erement meilleur(de moins de 1%) que IDFSd. Ave
 K petit (K = 5), nous avons pu
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Tab. 5.3 { Exp�erimentations ave
 N = 50, S = 8, D = 5=64 et T variant. Nous avonstoujours indiqu�e le nombre total de tests de 
ontraintes (en millions) sur les 100 instan
es.T 1000/1275 1020/1275 1040/1275 1060/1275DFS 2060 2290 7872 21070IDFS1 541 894 3093 8720IDFS2 1233 1555 3808 8176PFS1(5) 707 680 2246 8721PFS2(5) 1216 1452 3487 8029

Tab. 5.4 { Variation de la duret�e des probl�emes et de la profondeur d'entrela
ement.Exp�erimentations ave
 N = 100, S = 4 et di��erents (D;T ). Pour le param�etrage (0.166,0.125), deux probl�emes �etaient sans solution.D,T .158,.125 .162,.125 .166,.125 .327,.0625 .336,.0625DFS 109 598 1306 384 2005IDFS1 102 509 1302 198 1230IDFS2 60.1 298 979 142 605IDFS3 73.9 308 718 197 597PFS1(5) 91.9 520 1483 121 1223PFS2(5) 49.9 195 973 137 505PFS3(5) 69.7 204 597 175 444



53obtenir obtenir de meilleurs r�esultats que IDFS, mais le gain n'�etait pas tr�es important.Par exemple, pour les probl�emes dans la troisi�eme 
olonne du tableau 5.4, les r�esultatsvarient entre 563 et 659 quand 1 � K � 10.On notera que :{ IDFS surpasse DFS sur des probl�emes diÆ
iles.{ Une profondeur d'entrela
ement plus importante est meilleure pour les probl�emesdiÆ
iles.{ PFS surpasse DFS (gains jusqu'�a 78%) et IDFS (jusqu'�a 35%) quand les probl�emessont diÆ
iles.{ L'eÆ
a
it�e de PFS sur IDFS semble augmenter quand les probl�emes deviennentplus diÆ
iles.Nous avons not�e que les r�esultats de PFS avaient un plus petit �e
art type que 
eux deDFS ou IDFS. Quand le probl�eme est fa
ilement r�esolu par DFS, IDFS et PFS produisentplus de n�uds. Quand le probl�eme a pris beau
oup de temps pour être r�esolu par (degrands sous-arbres sans solutions �etant explor�es), PFS produit g�en�eralement beau
oupmoins de n�uds.Le fait que IDFS surpasse DFS sur les probl�emes diÆ
iles 
on�rme l'int�erêt d'�eviterde 
hoisir entre les valeurs possibles pour les premi�eres variables. L'entrela
ement estune bonne option quand la qualit�e de l'heuristique de 
hoix de valeur augmente ave
la profondeur. Les performan
es de PFS sur IDFS montrent qu'il y a un moment o�u sefo
aliser sur un sous-arbre devient meilleur que de 
ontinuer l'entrela
ement.Les gains de PFS sur IDFS ne sont pas tr�es grands. Une raison peut être que les CSPal�eatoires trait�es �etaient r�eguliers et qu'il n'y avait de sous-arbre r�eellement meilleur surlequel se fo
aliser pour a

�el�erer la re
her
he.Nous pensons que PFS pourrait montrer de meilleures performan
es sur des CSPmoins �equilibr�es. Le 
rit�ere de moyenne de longueur des bran
hes �etait tr�es simple : unautre 
rit�ere plus pertinent pourrait peut être produire de meilleurs r�esultats.5.6 Con
lusion et perspe
tivesNous avons montr�e l'ineÆ
a
it�e de l'appro
he prospe
tive pour ordonner les valeursdans les probl�emes diÆ
iles ave
 des solutions. Nous avons 
ommen
�e �a explorer lespossibilit�es d'un s
h�ema d'apprentissage par l'�e
he
. Une simple mesure de la longueurmoyenne des bran
hes des sous-arbres a permis �a PFS d'obtenir de meilleurs r�esultatsque DFS ou IDFS. Ce 
rit�ere ABL �etant tr�es simple, il y a sûrement d'autres 
rit�eres �atrouver pour am�eliorer les performan
es de PFS. Il serait aussi utile de trouver un moyenautomatique de �xer le param�etre K �a sa meilleure valeur. Deux appro
hes semblentpossibles :1. pr�e
al
uler K �a partir des 
ara
t�eristiques du CSP2. ajuster K durant la re
her
he selon un pro
essus �a d�eterminer.Nous pensons qu'une appro
he empirique pour (r�e)ordonner les valeurs est promet-teuse pour a

�el�erer la re
her
he des probl�emes diÆ
iles et peut avantageusement rem-pla
er les appro
hes prospe
tives traditionnelles.
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Chapitre 6Biblioth�eque INCOPVersion longue en fran�
ais de l'arti
le de pr�esentation de la biblioth�eque INCOPpubli�e dans les a
tes de CP 2003.Auteurs : Bertrand Neveu, Gilles TrombettoniR�esum�eNous pr�esentons une nouvelle biblioth�eque, INCOP, d'algorithmes in
omplets pourdes probl�emes d'optimisation 
ombinatoire. Cette biblioth�eque o�re des m�ethodes dere
her
he lo
ale 
lassiques 
omme le re
uit simul�e, la re
her
he ave
 liste taboue, ainsiqu'une m�ethode �a population, \Go with the winners". Di��erents probl�emes ont �et�e 
od�es,in
luant les probl�emes de satisfa
tion de 
ontraintes, le 
oloriage de graphes, l'a�e
tationde fr�equen
es.INCOP est une biblioth�eque C++ extensible. L'utilisateur peut fa
ilement ajouter denouveaux algorithmes et 
oder de nouveaux probl�emes. La gestion du voisinage a �et�e�etudi�ee ave
 soin. D'abord, une s�ele
tion de mouvement originale et param�etr�ee permetd'implanter fa
ilement la plupart des m�etaheuristiques existantes. Ensuite, di��erents ni-veaux d'in
r�ementalit�e peuvent être sp�e
i��es pour le 
al
ul du 
oût d'un mouvement, 
equi augmente grandement l'eÆ
a
it�e en terme de temps de 
al
ul.INCOP s'est montr�e tr�es performant sur quelques ban
s d'essais 
onnus. Il surpasse laplupart des outils 
on
urrents. L'instan
e diÆ
ile de 
oloriage de graphe flat300 28 a �et�e
olori�ee en 30 
ouleurs pour la premi�ere fois par un algorithme de Metropolis standard.6.1 Introdu
tionLes probl�emes d'optimisation dis
rets peuvent être r�esolus par deux prin
ipales 
lassesde m�ethodes : les m�ethodes 
ompl�etes et les m�ethodes in
ompl�etes. Les algorithmes
omplets sont bas�es sur une re
her
he arbores
ente ave
 un s
h�ema de \s�eparation -�evaluation" (Bran
h and Bound). Plusieurs outils logi
iels 
ommer
iaux proposent detelles m�ethodes. Quand un probl�eme d'optimisation peut être mod�elis�e par des 
ontrainteset un 
rit�ere lin�eaires, des logi
iels de programmation lin�eaire en nombres entiers (PLNE)peuvent être utilis�es. Autrement, des outils de programmation par 
ontraintes, 
ommeIlogSolver or Chip, peuvent traiter des 
ontraintes quel
onques.55



56 Quand l'espa
e de re
her
he devient trop grand, 
es te
hniques de re
her
he syst�ema-tique sont souvent d�epass�ees par les m�ethodes in
ompl�etes sto
hastiques. Ces algorithmesin
omplets ne peuvent prouver l'optimalit�e d'une solution, mais peuvent fournir rapide-ment une bonne solution. Les m�ethodes in
ompl�etes les plus 
ourantes sont �a base dere
her
he lo
ale : elles essaient de modi�er lo
alement une 
on�guration pour am�eliorerson 
oût. D'autres m�ethodes in
ompl�etes explorent l'espa
e de re
her
he en manipulantune population de 
on�gurations, 
'est-�a-dire plusieurs 
on�guration �a la fois.Implanter eÆ
a
ement des algorithmes 
omplets requiert un grand e�ort. Il faut ene�et propager les 
ontraintes le plus possible pour r�eduire la 
ombinatoire et 
haque typede 
ontraintes peut n�e
essiter le d�eveloppement d'algorithmes sp�e
i�ques. Des logi
iels
ommer
iaux ont �et�e r�ealis�es et sont utilis�es ave
 su

�es. Au 
ontraire, il est fa
ile d'im-planter une m�ethode in
ompl�ete et au
un e�ort important n'a �et�e r�ealis�e pour 
onstruireun outil 
ommer
ial. IlogSolver a r�e
emment ajout�e un module de re
her
he lo
ale,mais 
e dernier est in
lus dans la biblioth�eque enti�ere et ne peut être utilis�e s�epar�ement.Ce manque d'outil a 
onduit r�e
emment de nombreux 
her
heurs �a 
onstruire leurspropres biblioth�eques de m�ethodes in
ompl�etes de re
her
he. Beau
oup de projets ont�et�e pr�esent�es 
es derni�eres ann�ees [Vo� et Woodru�, 2002
℄. Citons iOpt [Voudouriset Dorne, 2002℄ par British Tele
om, SCOOP [Nielsen, 1998℄ par SINTEF, Lo
alizer++[Mi
hel et Van Hentenry
k, 2001℄ �a Brown University, Hotframe [Vo� et Woodru�, 2002b℄�a l'universit�e de Brauns
hweig, Dis
ropt [Phan et Skiena, 2002℄ �a State University ofNew York. Philippe Galinier et Jin-Kao Hao [Galinier et Hao, 1999℄ ont aussi propos�eun 
adre pour la re
her
he lo
ale.Cependant, pour le moment, toutes 
es biblioth�eques ne sont pas libres ou pas dispo-nibles. Nous n'avons trouv�e qu'une seule biblioth�eque libre sur Internet : EasyLo
al++,�a l'Universit�e d'Udine [DiGaspero et S
haerf, 2000℄, qui implante des m�ethodes de re-
her
he lo
ale.Au d�epart, nous voulions tester une m�ethode �a population et la 
omparer ave
 desm�ethodes de re
her
he lo
ale dans la même implantation. En e�et, une 
omparaison�equitable ne peut être r�ealis�e que sur une même plate-forme logi
ielle. Nous avons re-marqu�e que l'implantation elle-même, les stru
tures de donn�ees utilis�ees et le degr�ed'in
r�ementalit�e �etaient tr�es importants pour les performan
es. C'est pourquoi nous avonsd�e
id�e de r�ealiser une biblioth�eque libre, implantant les prin
ipales m�etaheuristiques dere
her
he lo
ale et des m�ethodes �a population eÆ
a
es.6.1.1 Prin
ipales 
ara
t�eristiques de la biblioth�eque INCOPSans perte de g�en�eralit�e, notre biblioth�eque ne traite que des probl�emes de minimi-sation.Pour le moment, seul un type de 
on�guration est implant�e : une 
on�guration estrepr�esent�ee par un ensemble �x�e de variables enti�eres ave
 des domaines de valeurs 
onnusa priori. De nombreux probl�emes d'optimisation 
ombinatoire peuvent être 
od�es dans 
e
adre. Il est imm�ediat de repr�esenter les probl�emes de voyageur de 
ommer
e (TSP) et desatisfa
tion de 
ontraintes (CSP). Le 
oloriage de graphe et 
ertains probl�emes d'a�e
-tation de fr�equen
es peuvent aussi être vus 
omme des CSP sp�e
i�ques. La biblioth�eque�etant extensible, d'autres types de 
on�gurations peuvent être ajout�es.



57Contributions.Puisque la re
her
he lo
ale e�e
tue des d�epla
ements dans l'espa
e des 
on�gura-tions, nous devons proposer un 
omposant pour les mouvements. Pour des raisons d'ef-�
a
it�e, INCOP permet aux algorithmes de 
al
uler, lorsque la fon
tion d'�evaluation estd�e
omposable, de mani�ere in
r�ementale le 
oût d'une 
on�guration quand un mouvementest r�ealis�e. De plus, INCOP poss�ede les 
ara
t�eristiques suivantes :{ Une fa�
on originale et param�etr�ee pour s�ele
tionner un voisin est propos�e : 
'estune sorte de strat�egie de liste de 
andidats [Glover et Laguna, 1997℄.{ Une m�ethode �a population (GWW) est implant�ee, ave
 une version hybrid�ee ave
 dela re
her
he lo
ale, qui la rend plus eÆ
a
e (GWW-idw).{ Il est possible d'ajouter une nouvelle m�ethode et d'implanter un nouveau probl�emed'optimisation 
ombinatoire.{ Les m�etaheuristiques de re
her
he lo
ale les plus 
ourantes sont implant�ees 
ommela des
ente, GSAT [Selman et al., 1992℄, le re
uit simul�e [Kirkpatri
k et al., 1983℄,Metropolis [Connolly, 1990℄, la re
her
he taboue [Glover, 1986℄.6.1.2 PlanLa partie 6.2 pr�esente l'ar
hite
ture de la biblioth�eque programm�ee par objets. Cettepartie montre aussi 
omment ajouter une nouvelle m�etaheuristique, un nouveau probl�emeou 
omment d�e�nir un nouveau voisinage. La partie 6.3 d�etaille les 
ontributions deINCOP : les 
al
uls in
r�ementaux des 
oûts des 
on�gurations, la s�ele
tion param�etr�eedes mouvements et les algorithmes �a population implant�es. Les r�esultats exp�erimentauxobtenus sur des instan
es de 
oloriage de graphe et d'a�e
tation de fr�equen
es sontpr�esent�es dans la partie 6.4 et mettent en valeur les bonnes performan
es de INCOP.Les travaux en rapport sont pr�esent�es dans la partie 6.5.6.2 Ar
hite
tureNous avons 
hoisi une 
on
eption par objets et implant�e la biblioth�eque en C++, enutilisant les m�ethodes virtuelles et les stru
tures de donn�ees fournies par la STL. Bienqu'au
un langage sp�e
i�que pour les algorithmes in
omplets n'ait �et�e d�evelopp�e (
ommeOPL [Mi
hel et Van Hentenry
k, 2001℄ ou SALSA [Laburthe et Caseau, 1998℄), nous allonsmontrer qu'il n'est pas diÆ
ile de d�e�nir de nouvelles m�etaheuristiques ou de nouveauxprobl�emes.INCOP 
omprend six 
lasses prin
ipales :{ La 
lasse Configuration sp�e
i�e le 
odage d'une solution.{ Sp�e
ialiser la 
lasse Move permet de d�e�nir un nouveau voisinage pour les 
on�gu-rations.{ La 
lasse NeighborhoodSear
h permet �a une 
on�guration de 
her
her un voisinde fa�
on param�etr�ee (
f partie 6.3.3).{ La sp�e
ialisation de la 
lasse In
ompleteAlgorithm d�e�nit un nouvel algorithmein
omplet.{ La sp�e
ialisation de la 
lasse Metaheuristi
 d�e�nit une nouvelle m�etaheuristique.{ La sp�e
ialisation de la 
lasse OpProblem ajoute un nouveau probl�eme.On notera que les algorithmes et les probl�emes sont s�epar�es en deux hi�erar
hies de
lasse. Cela rend possible l'ajout d'un nouveau probl�eme et sa r�esolution ave
 toutes les



58m�etaheuristiques d�ej�a implant�ees, ou inversement, l'ajout d'un nouvel algorithme et sontest ave
 tous les probl�emes d�ej�a implant�es.Signalons aussi qu'une gestion originale du voisinage est propos�ee dans INCOP. L'at-tribut tab
onfli
ts des sous-
lasses de Configuration, et les m�ethodes de la 
lasseOpProblem o�rent un haut degr�e d'in
r�ementalit�e pour l'�evaluation du 
oût d'un mou-vement par les m�etaheuristiques. Les attributs de la 
lasse NeighborhoodSear
h per-mettent une s�ele
tion param�etr�ee d'un mouvement (
f partie 6.3.3).6.2.1 D�e�nir une 
on�gurationDans la version 
ourante, la 
lasse Configuration est seulement sp�e
ialis�ee pourrepr�esenter la solution d'un probl�eme MAX-CSP, o�u l'on minimise le nombre (ou unesomme pond�er�ee) des violations de 
ontraintes. La hi�erar
hie de 
lasses 
ourantes est lasuivante :ConfigurationCSP
onfigurationIn
rCSP
onfigurationFullin
rCSP
onfigurationUn objet de la 
lasse CSP
onfiguration a trois attributs prin
ipaux. La solution est
od�ee dans l'attribut 
onfig 
omme un ve
teur de valeurs, une pour 
haque variable del'instan
e de CSP. Un autre attribut valuation 
ontient le 
oût de la 
on�guration.Un troisi�eme attribut, appel�e tab
onfli
ts, est d�e�ni dans les sous-
lasses de CSP
onfigu-ration pour sto
ker le nombre de 
on
its de la valeur 
ourante ou de 
haque valeurselon le degr�e d'in
r�ementalit�e 
hoisi. La partie 6.3.1 d�etaille la mani�ere dont l'attribut
onfli
ts est mis �a jour quand un mouvement est e�e
tu�e.6.2.2 D�e�nir un nouveau voisinageLe voisinage est d�e�ni en deux 
lasses prin
ipales : NeighborhoodSear
h et Move.Les objets de la 
lasse Move 
ontiennent l'information asso
i�ee �a la modi�
ation de la
on�guration (le mouvement) : un 
al
ul du 
oût de 
e mouvement permet le 
al
ulin
r�emental du 
oût de la 
on�guration modi��ee par 
e mouvement.Pour ajouter un nouveau voisinage, il faut d�e�nir une sous-
lasse de 
ette 
lasse. Deuxsous-
lasses sont a
tuellement implant�ees. La sous-
lasse SwapMove d�e�nit un mouvementd'�e
hange dans une 
on�guration de type permutation : les valeurs de deux variablessont �e
hang�ees. Un tel mouvement est d�e�ni par les 2 variables �e
hang�ees variable1 etvariable2.
lass SwapMove : publi
 Move {publi
 :int variable1;int variable2;SwapMove();...}; La sous-
lasse CSPMove r�ealise la mani�ere la plus 
ourante de d�e�nir un voisinagepour les CSP : deux voisins di��erent par la valeur d'une variable.



59Un objet de la 
lasse NeighborhoodSear
h peut aussi être utilis�e pour aÆner levoisinage d'un CSP. En se basant sur les travaux de Minton et al [Minton et al., 1992℄,INCOP propose des variantes pour la d�e�nition du voisinage. Deux attributs bool�eens sontd�e�nis �a 
et e�et.{ var 
onfli
t : indi
ateur de la restri
tion aux variables parti
ipant �a un 
on
it.{ min 
onfli
t : indi
ateur de la restri
tion aux valeurs de la variable qui minimisentles 
on
its pour 
ette variable (heuristique Min-
on
i
ts [Minton et al., 1992℄).On pourrait aussi être plus s�ele
tif dans la d�etermination des voisins possibles en
hoisissant des variables ayant une parti
ipation forte aux violations de 
ontraintes ouau 
ontraire moins s�ele
tif et implanter des voisinages larges (
omme dans la m�ethodeLNS [Shaw, 1998℄).6.2.3 Algorithmes in
ompletsIn
ompleteAlgorithm est la 
lasse ra
ine. Elle est subdivis�ee en LSAlgorithm etGWWAlgorithm.In
ompleteAlgorithmLSAlgorithmGWWAlgorithmThresholdGWWAlgorithmNoThresholdGWWAlgorithmLa 
lasse LSAlgorithm implante les algorithmes de re
her
he lo
ale qui e�e
tuentune mar
he pour une seule 
on�guration. Cette 
lasse a les trois attributs prin
ipauxsuivants :{ la nombre de mouvements �a e�e
tuer,{ un pointeur nbsear
h vers un objet de la 
lasse NeighborhoodSear
h, qui permet�a l'algorithme de passer d'une 
on�guration �a une autre de fa�
on param�etr�ee,{ un pointeur mheur vers un objet Metaheuristi
.Les m�etaheuristiques 
ourantes sont implant�ees 
omme des sous-
lasses de la 
lasseabstraite Metaheuristi
, 
itons TabuSear
h, GreedySear
h, SimulatedAnnealing. D'au-tres peuvent être fa
ilement ajout�ees. Les sous-
lasses 
ontiennent une m�ethode sp�e
i�quea

eptan
e qui d�e
ide si un mouvement essay�e est a

ept�e et des stru
tures de donn�eessp�e
i�ques �a la m�etaheuristique. Par exemple, la 
lasse TabuSear
h a un attribut poursto
ker sa liste taboue.La 
lasse GWWAlgorithm est une sp�e
i�
it�e importante de INCOP d�etaill�ee dans lapartie 6.3.2. Elle implante des algorithmes qui traitent plusieurs 
on�gurations �a la fois.Ajouter une nouvelle m�etaheuristiquePour implanter une nouvelle m�etaheuristique, il faut d�e�nir une sous-
lasse deMetaheuristi
, ave
 ses donn�ees, et trois m�ethodes :{ reinit : initialisation des donn�ees de la m�etaheuristique,{ a

eptan
e : 
ondition d'a

eptation d'un mouvement 
andidat,{ exe
utebeforemove : mise �a jour des donn�ees de la m�etaheuristique (
omme latemp�erature du re
uit simul�e ou la liste taboue) avant d'ex�e
uter un mouvement.



60 Pour illustrer 
ette partie, nous pr�esentons le 
ode de la m�etaheuristique d'a

eptation�a seuil (Threshold A

epting) [Due
k et S
heuer, 1990℄ : un mouvement est a

ept�e sila d�et�erioration de l'�evaluation de la 
on�guration 
ourante est inf�erieure �a un seuil ; 
eseuil baisse lin�eairement de thresholdinit �a 0 pendant la re
her
he (une mar
he delongueur walklength). A 
haque mouvement, le seuil est d�e
r�ement�e de delta.
lass ThresholdA

epting: publi
 Metaheuristi
 {publi
 :double thresholdinit;double delta;double thresholda

ept;ThresholdA

epting(double maxthreshold, int walklength);int a

eptan
e (Move * move, Configuration* 
onfig);void exe
utebeforemove(Move* move, Configuration * 
onfiguration,OpProblem * problem);void reinit();};ThresholdA

epting::ThresholdA

epting(double maxthreshhold,int walklength) {thresholdinit=maxthreshhold; delta=thresholdinit/walklength;}int ThresholdA

epting::a

eptan
e (Move * move, Configuration* 
onfig) {return ((move->valuation - 
onfigvaluebefore) < thresholda

ept);}void ThresholdA

epting::reinit() {thresholda

ept = thresholdinit;}void ThresholdA

epting::exe
utebeforemove (Move * move,Configuration * 
onfiguration, OpProblem * problem) {if (thresholda

ept >= delta) thresholda

ept -= delta; }La m�etaheuristique peut alors être dire
tement utilis�ee en remplissant l'attribut mheurde l'objet de 
lasse LSAlgorithm.algo->mheur = new ThresholdA

epting (100., algo->walklength);Quelques ajouts sont aussi n�e
essaires dans l'interfa
e pour int�egrer 
ette m�etaheuristiquedans la liste des m�ethodes 
onnues au niveau de la ligne de 
ommande.6.2.4 La hi�erar
hie des probl�emesLes probl�emes qui peuvent être implant�es dans la biblioth�eque sont des probl�emesd'optimisation dis
r�ete 
omme, par exemple, le probl�eme du voyageur de 
ommer
e. Lesprobl�emes de satisfa
tion de 
ontraintes (CSP) sont transform�es en probl�emes MAX-CSP d'optimisation pour lesquels on 
her
he �a minimiser le nombre de 
ontraintes nonsatisfaites(ou plus g�en�eralement un 
rit�ere 
al
ul�e sur 
es violations de 
ontraintes). Unesolution est obtenue quand on a trouv�e une 
on�guration ave
 un 
oût �egal �a z�ero.Nous avons implant�e plusieurs CSP, in
luant le 
oloriage de graphe et les a�e
tations defr�equen
es.



61OpProblem : probl�eme d'optimisationCSProblem : probl�eme de satisfa
tion de 
ontraintesBinaryCSProblem : CSP binaireColorCSProblem : Coloriage de grapheCelarCSProblem : Affe
tation de fr�equen
es du CELAR (
rit�ere additif)ExtensionBinaryCSProblem : CSP en extension (trait�es 
omme MAX-CSP)CliqueProblem : Trouver une 
lique de taille donn�ee dans un grapheNQueenProblem : probl�eme des N reinesTSProblem : probl�eme du voyageur de 
ommer
eAjouter un nouveau probl�emeSi le probl�eme a des 
ontraintes binaires, il peut h�eriter de la stru
ture 
onstraintsde la 
lasse BinaryCSProblem. Si n�e
essaire, un voisinage sp�e
i�que peut être 
r�e�e ensp�e
ialisant la 
lasse Move. Dans 
e 
as, la m�ethode Next move doit être red�e�nie etremplir un tel mouvement.Le 
rit�ere �a optimiser est sp�e
i�que �a un probl�eme donn�e. Trois m�ethodes de la 
lasseOpProblem 
al
ulent le 
oût d'une 
on�guration. La m�ethode 
onfig evaluation �evaluele 
oût d'une 
on�guration initiale ; move evaluation r�ealise l'�evaluation in
r�ementaled'un mouvement ; les m�ethodes in
r update 
onfli
ts ou fullin
r update 
onfli
tsmettent �a jour la stru
ture de donn�ees des 
on
its d'une 
on�guration quand un mouve-ment est ex�e
ut�e, selon le degr�e d'in
r�ementalit�e 
hoisi.Par exemple, les instan
es de 
oloriage de graphe sont implant�ees par la 
lasseColorCSProblem. Nous utilisons une in
r�ementalit�e totale pour les �evaluations des mou-vements.1.
lass ColorCSProblem : publi
 BinaryCSProblem {publi
 :ColorCSProblem (int nvar, int n
onst, int nb
ol);int 
onfig_evaluation (CSP
onfiguration * 
onfig);void fullin
r_update_
onfli
ts (Fullin
rCSPConfiguration *
onfig,Move * move);void init_domains (int nbvar, int nb
ol);Configuration* 
reate_
onfiguration();}; Les instan
es de 
oloriage de graphe peuvent être 
od�ees 
omme des instan
es deMAX-CSP : les variables sont les sommets du graphe �a 
olorier ; le nombre nb
ol de
ouleurs ave
 lesquelles le graphe doit être 
olori�e donne les domaines allant de 1 �anb
ol ; les sommets li�es par une arête doivent être 
olori�es ave
 des 
ouleurs di��erentes :les variables 
orrespondantes doivent prendre des valeurs di��erentes. Colorier un grapheen nb
ol 
ouleurs revient �a minimiser le nombre de 
ontraintes non satisfaites et �a trouverune solution de 
oût 0. Cette mod�elisation nous permet de r�eutiliser une grande part du
ode d�e�ni dans la 
lasse BinaryCSProblem.1En plus, il faut d�e�nir une fon
tion qui lit les donn�ees du graphe �a partir d'un �
hier au formatDima
s, appelle le 
onstru
teur ColorCSProblem, et remplit la stru
ture de donn�ees des 
ontraintes.



62 Les mouvements sont aussi les mêmes que pour un CSP standard : 
hanger la 
ou-leur d'un sommet revient �a modi�er la valeur d'une variable du CSP 
orrespondant, Lastru
ture de donn�ees des 
on
its et la m�ethode move evaluation sont aussi h�erit�es deBinaryCSProblem.Seules les m�ethodes 
onfig evaluation et fullin
r update 
onfli
ts ne sont pasimm�ediates �a �e
rire. Elles sont d�etaill�ees 
i-apr�es.La m�ethode 
reate 
onfiguration sp�e
i�e quel degr�e d'in
r�ementalit�e est utilis�e(i
i le degr�e d'in
r�ementalit�e totale).Configuration* ColorCSProblem::
reate_
onfiguration(){return (new Fullin
rCSPConfiguration (nbvar,domainsize ));}La m�ethode 
onfig evaluation 
al
ule le 
oût d'une 
on�guration et remplit lastru
ture de donn�ees des 
on
its.int ColorCSProblem::
onfig_evaluation (Configuration* 
onfiguration){int value=0;
onfiguration->init_
onfli
ts();for(int i=0; i<nbvar; i++)for (int j=i+1; j< nbvar; j++)if (
onstraints[i℄[j℄){if (
onfiguration->
onfig[i℄==
onfiguration->
onfig[j℄)value++;
onfiguration->in
r_
onfli
ts(i,
onfiguration->
onfig[i℄,
onfiguration->
onfig[j℄,1);
onfiguration->in
r_
onfli
ts(j,
onfiguration->
onfig[i℄,
onfiguration->
onfig[i℄,1);}return value;} La m�ethode qui met �a jour la stru
ture de donn�ees des 
on
its tab
onfli
ts estimplant�ee 
omme suit.void ColorCSProblem::fullin
r_update_
onfli
ts(Fullin
rCSPConfiguration* 
onfiguration,Move* move){int 
hanged_variable = ((CSPMove*)move)-> variable;int 
hanged_value = ((CSPMove*)move)-> value;for (ve
tor<int>::iterator vi= 
onne
tions[
hanged_variable℄.begin();vi!= 
onne
tions[
hanged_variable℄.end(); vi++){
onfiguration->tab
onfli
ts[*vi℄[
onfiguration->
onfig[
hanged_variable℄℄--;
onfiguration->tab
onfli
ts[*vi℄[
hanged_value℄++;}}



63Ce 
ode illustre les prin
ipales stru
tures de donn�ees utilis�ees. Le tableau 
onfig
ontient la valeur 
ourante de 
haque variable d'une 
on�guration. Les 
on
its sontsto
k�es dans le tableau bidimensionnel tab
onfli
ts index�e par une variable et unindi
e de valeur. Les 
ontraintes binaires,
.�a.d les liens entre les sommets, sont sto
k�eesde mani�ere redondante pour des raisons d'eÆ
a
it�e dans deux stru
tures. Un tableau bi-dimensionnel 
onstraints indique si deux variables i et j sont li�ees par une 
ontrainte.6.3 ContributionsCette partie d�etaille les 
ara
t�eristiques originales de INCOP. D'abord, les 
al
uls de
oûts in
r�ementaux o�erts par notre biblioth�eque assurent son eÆ
a
it�e. Ensuite, des al-gorithmes �a population eÆ
a
es peuvent être utilis�es pour traiter les instan
es les plus dif-�
iles quand la re
her
he lo
ale ne suÆt plus. En�n, une s�ele
tion originale et param�etr�eedes mouvements, g�erant une sorte de \
andidate list strategy" [Glover et Laguna, 1997℄peut mener �a 
r�eer fa
ilement de nouvelles variantes d'algorithmes existants.6.3.1 In
r�ementalit�eIl est important de mettre �a jour de mani�ere in
r�ementale la stru
ture tab
onfli
tsdes objets Configuration (voir partie 6.2.1). On suppose qu'on a �a traiter un 
rit�ereadditif 
omme 
'est le 
as dans les MAX-CSP. En e�et, la 
ontribution de 
haque valeurd'une variable �a l'�evaluation du 
oût d'une 
on�guration est le nombre de 
ontraintesnon satisfaites par 
ette valeur, les autres variables ayant leur valeur 
ourante. Puisque
ette op�eration est r�ealis�ee tr�es souvent (�a 
haque mouvement test�e), il est utile d'�evaluerrapidement l'impa
t d'un mouvement sur le 
oût de la 
on�guration enti�ere :1. Dans CSP
onfiguration : les 
on
its ne sont pas sto
k�es : il faut 
al
uler le nombrede 
ontraintes non satisfaites par les an
iennes et nouvelles valeurs.2. Dans In
rCSP
onfiguration : la 
ontribution de la valeur 
ourante est sto
k�eedans tab
onfli
ts ; il ne faut 
al
uler que la 
ontribution de la nouvelle valeur.3. Dans Fullin
rCSP
onfiguration : toutes les 
ontributions de toutes les valeurspossibles sont sto
k�ees dans tab
onfli
ts ; l'�evaluation d'un mouvement est imm�e-diate.Cela est implant�e par deux m�ethodes de la 
lasse du probl�eme �a r�esoudre (sous-
lassede OpProblem).{ La m�ethode move evaluation est appel�ee �a la �n de la m�ethode next move, 
.�a.dquand un mouvement est essay�e.{ Les m�ethodes in
r update 
onfli
ts ou fullin
r update 
onfli
ts sont ap-pel�ees 
haque fois qu'un mouvement est e�e
tu�e.L'in
r�ementalit�e totale implant�ee dans les instan
es Fullin
rCSPConfiguration im-plique que l'e�ort de 
al
ul est r�ealis�e prin
ipalement dans la m�ethodefullin
r update 
onfli
ts. C'est int�eressant quand beau
oup de mouvements doiventêtre test�es avant d'en a

epter un. Quand le probl�eme est peu dense, 
e qui est le 
asdans la plupart des instan
es de 
oloriage de graphe, la mise �a jour est peu 
oûteuse : ellene 
on
erne que les valeurs des quelques variables li�ees par une 
ontrainte �a la variable
ourante. En pratique, 
e mode tout in
r�emental peut faire gagner un ordre de grandeurdans le temps de 
al
ul. La m�emoire requise est aussi raisonnable pour les probl�emes de
oloriage : la taille de la stru
ture de donn�ees des 
on
its est N�D , o�u N est le nombre



64de sommets et D est le nombre de 
ouleurs. Les bons r�esultats exp�erimentaux d�e
ritsdans la partie 6.4 montrent l'int�erêt de 
ette in
r�ementalit�e.6.3.2 Algorithmes Go With the WinnersLes algorithmes �a population implant�es dans INCOP sont des variantes de l'algo-rithme \Go With the Winners" [Dimitriou et Impagliazzo, 1996℄. Plusieurs 
on�gura-tions sont trait�ees simultan�ement. Chaque 
on�guration, appel�ee parti
ule, r�ealise unemar
he al�eatoire et, p�eriodiquement, les plus mauvaises parti
ules sont redistribu�ees surles meilleures. Pour assurer une am�elioration de la population, un seuil est baiss�e durantla re
her
he et au
un mouvement ne peut passer au dessus du seuil.L'hybridation ave
 de la re
her
he lo
ale est imm�ediate : au lieu de r�ealiser unemar
he al�eatoire, 
haque parti
ule e�e
tue de la re
her
he lo
ale. Dans la biblioth�eque,l'objet GWWAlgorithm poss�ede un attribut, nomm�e walkalgorithm, qui 
ontient un ob-jet LSAlgorithm. Ainsi, au
un 
ode suppl�ementaire n'est n�e
essaire et toute m�ethode dere
her
he lo
ale peut être utilis�ee. Une de 
es hybridations, GWW-idw [Neveu et Trombet-toni, 2003d℄, qui hybride GWW ave
 l'algorithme de re
her
he lo
ale idw a donn�e de tr�esbons r�esultats (
f la partie 6.4 pour les r�esultats exp�erimentaux et le 
hapitre 7 pour unepr�esentation 
ompl�ete de 
et algorithme).Il serait possible d'implanter dans la biblioth�eque des algorithmes g�en�etiques 
las-siques ou des algorithmes m�em�etiques (hybrides d'algorithmes g�en�etiques et de re
her
helo
ale). On notera 
ependant que GWW et GWW-idw pr�esentent plusieurs avantages en
omparaison ave
 des algorithmes g�en�etiques. D'abord, ils sont plus simples. Ensuite,l'op�erateur de 
roisement des algorithmes g�en�etiques n'est g�en�eralement pas tr�es perti-nent dans des probl�emes tr�es stru
tur�es 
omme les CSP. En�n, des �evaluations in
r�emen-tales des mouvements ne peuvent pas être r�ealis�ees par l'op�erateur de 
roisement, 
e quirend les algorithmes g�en�etiques diÆ
ilement 
omp�etitifs pour des probl�emes �a 
rit�ereadditif.6.3.3 Par
ours du voisinageLe point 
ru
ial dans les algorithmes de re
her
he lo
ale est la mani�ere dont les voisinsde la 
on�guration 
ourante sont examin�es et 
omment la pro
haine 
on�guration est
hoisie. Un par
ours original du voisinage a �et�e implant�e dans INCOP.Plusieurs param�etres sp�e
i�ent 
e par
ours. Ils sont d�e�nis dans les objets de la 
lasseNeighborhoodSear
h. La 
lasse LSAlgorithm poss�ede un attribut qui 
ontient un objetde la 
lasse NeighborhoodSear
h.D'abord, il faut sp�e
i�er la m�ethode is feasible qui donne la 
ondition de faisabilit�ed'un mouvement. Par exemple, dans les algorithmes ThresholdGWWAlgorithm, le 
oûtde la 
on�guration doit rester sous le seuil 
ourant. Le voisin est alors dit atteignable.Pour r�egler �nement l'e�ort d'intensi�
ation de la re
her
he, trois param�etres sont �ala disposition de l'utilisateur pour le par
ours du voisinage de la 
on�guration 
ourante :Min neighbors, Max neighbors et No a

eptation.1. On teste d'abord Min neighbors voisins pour s�ele
tionner le meilleur.2. Si au
un voisin n'a �et�e a

ept�e par la m�etaheuristique, on teste d'autres voisinsjusqu'�a 
e qu'un soit a

ept�e ou que Max neighbors voisins aient �et�e examin�es.



653. Finalement, si au
un voisin parmi 
es Max neighbors n'a �et�e a

ept�e, le param�etreNo a

eptation ave
 sa valeur no move, one neighbor ou bestneighbor indiquequelle pro
haine 
on�guration 
hoisir :{ no move : la 
on�guration 
ourante n'est pas modi��ee,{ one neighbor : on 
hoisit un voisin quel
onque atteignable parmi les Max neighborsvoisins (sans tenir 
ompte du 
rit�ere d'a

eptation de la m�etaheuristique),{ best neighbor : on 
hoisit le meilleur voisin atteignable.Dans les algorithmes existants, Min neighbors vaut g�en�eralement 0 (par exemple,dans Metropolis), ou Max neighbors (par exemple, dans une re
her
he ave
 liste taboue).Ce param�etrage permet de r�ealiser un 
ompromis entre intensi�
ation de la re
her
he etune exploration qui tente de s'�e
happer des minimums lo
aux. Il permet d'implanterfa
ilement des par
ours de voisinage 
lassiques. Par exemple :{ Re
her
her le meilleur voisin dans le voisinage entier :Min neighbors = Max neighbors = taille du voisinage{ Re
her
her le premier voisin a

eptable dans un �e
hantillon de K voisins :Min neighbors = 0, Max neighbors = K.RemarqueMin neighbors et No A

eptation sont deux param�etres qui sont rarement expli-
it�es dans les algorithmes existants. Des �etudes plus approfondies seront n�e
essaires pour�evaluer leur importan
e. Nous avons d�ej�a observ�e des 
omportements tr�es int�eressantsave
 des variantes d'algorithmes existants obtenus ave
 
e par
ours du voisinage. Parexemple, nos exp�erimentations semblent indiquer que �xer No a

eptation �a one neighborest un bon moyen pour s'�e
happer des minimums lo
aux et nous avons ainsi d�e�ni un al-gorithme simple de re
her
he lo
ale nomm�e idw pour \intensi�
ation diversi�
ation walk"ave
 Min neighbors= Max neighbors. Cet algorithme n'a qu'un seul param�etre �a r�egler,le nombre de voisins examin�es au plus �a 
haque pas. D�es qu'un voisin ne d�et�eriorantpas l'�evaluation est trouv�e, il est 
hoisi. Si tous les Max neighbors voisins d�et�eriorentl'�evaluation du 
ourant, un voisin quel
onque atteignable parmi eux est 
hoisi et l'onpeut ainsi sortir des minimums lo
aux.L'algorithme Configuration move (
f Algorithme 2) est implant�e 
omme une m�ethodede la 
lasse LSAlgorithm.6.4 Exp�erimentationsNous avons r�ealis�e des exp�erimentations sur des instan
es diÆ
iles issues prin
ipale-ment de deux 
at�egories de probl�emes 
od�es 
omme des probl�emes MAX-CSP pond�er�es :des instan
es de 
oloriage de graphe propos�ees dans le 
hallenge Dima
s il y a 10 ans etdes probl�emes d'allo
ation de fr�equen
e du CELAR 2. Tous les tests ont �et�e r�ealis�es surun PentiumIII 935 Mhz ave
 un syst�eme d'exploitation Linux.6.4.1 Coloriage de grapheNous avons 
hoisi des instan
es diÆ
iles dans deux 
at�egories du 
atalogue : lesgraphes de Leighton ave
 450 sommets le450 15
 (16680 arêtes), le450 15d (16750arêtes), le450 25
 (17425 arêtes) et le450 25d (17343 arêtes), et l'instan
e plus dense2\Centre d'ELe
tronique de l'ARmement".



66algorithme Configuration move(x : a 
on�guration) Retourne : a 
on�gurationi 0best ?  (Min neighbors > 1) or (No a

eptation=best-neighbor)best-
ost  +1 ; one-x  ?a

epted ?  falsewhile (i < Min-Neighbors) or (i < Max-Neighbors and not(a

epted ?)) dox0  next move(x)if is feasible(x0) thenif a

eptan
e ?(x, x0) then a

epted ?  trueif best ? and (
ost(x0) < best-
ost) thenx-best  x0best-
ost  
ost(x0)endif (No a

eptation=one-neighbor) then one-x  x0endi i+ 1endif a

epted ? thenif best ? thenreturn x-bestelsereturn x0endendif No-A

eptation=no-move or one-x=? thenreturn xendif No-A

eptation=best-neighbor then return x-bestif No-A

eptation=one-neighbor then return one-x�n. Algorithm 2: La m�ethode Configuration moveflat300 28 ave
 300 sommets et 21695 arêtes. Pour 
es instan
es, une solution est 
a
h�ee
oloriable en respe
tivement 15, 25 et 28 
ouleurs.L'instan
e flat300 28 n'a en
ore jamais �et�e 
olori�ee en 28 
ouleurs (ni 29 ou 30
ouleurs). A notre 
onnaissan
e, trois algorithmes in
omplets ont r�eussi �a la 
olorier en 31
ouleurs : la version distribu�ee de l'algorithme Impasse [Morgenstern, 1996℄, une re
her
heave
 liste taboue [Dorne et Hao, 1998℄, et un algorithme hybride �a base d'algorithmeg�en�etique et de re
her
he lo
ale [Galinier et Hao, 1999℄. Nous avons r�eussi �a le 
olorieren 31 
ouleurs en quelques minutes et en 30 
olors en 1.6 heures en moyenne en utilisantun algorithme de Metropolis (
.a.d., un re
uit simul�e �a temp�erature 
onstante 
ommepropos�e par [Connolly, 1990℄) et le voisinage min-
onfli
t implantant l'heuristique Min-
on
i
ts.Nous pr�esentons 
es r�esultats dans le tableau 6.1 : pour 
haque instan
e, nous avonsr�ealis�e 10 essais pour un nombre donn�e de 
ouleurs en 
hangeant la graine du g�en�erateurde nombres al�eatoires. Nous donnons le temps de 
al
ul moyen, le nombre de 
on
itsmoyen restant �a la �n de 
haque essai et le taux de su

�es.



67nb-
oul temps nb-
oul 
on
its temps su

�es algo voisin.le450 15
 15 min 15 0 1.1min 10/10 GWW-idw var-
onfli
tle450 15d 15 min 15 1.4 1min 5/10 GWW-idw var-
onfli
tle450 25
 25 min 25 1.5 55min 1/10 Metropolis var-
onfli
tle450 25d 25 min 25 1.3 58min 1/10 Metropolis var-
onfli
tflat300 28 31 h 31 0.3 4min 9/10 Metropolis min-
onfli
tflat300 28 31 h 30 1.6 1.6 h 5/10 Metropolis min-
onfli
tTab. 6.1 { R�esultats de 
oloriage de graphes. Les meilleurs r�esultats 
onnus sont indiqu�essur la patrie gau
he du tableau(nombre de 
ouleurs, temps) ; les r�esultats ave
 INCOP surla partie droite (nombre de 
ouleurs, nombre de 
on
its (moyenne), temps de 
al
ul(moyenne), taux de su

�es, algorithme et voisinage utilis�es.6.4.2 Comparaison ave
 d'autres biblioth�equesNous avons aussi 
ompar�e INCOP ave
 d'autres biblioth�eques de re
her
he lo
ale sur lesmêmes instan
es de 
oloriage de graphe. Nous pr�esentons les r�esultats publi�es dans troisarti
les : iOpt [Voudouris et Dorne, 2002℄ implant�e en Java, Easylo
al++ [DiGasperoet S
haerf, 2000℄, Galinier et Hao dans [Galinier et Hao, 1999℄. Ces 
omparaisons ont �et�efaites sur les graphes al�eatoires DSJC du 
hallenge DIMACS ave
 un nombre de 
ouleurssup�erieur au nombre 
hromatique pour rester 
onforme ave
 les r�esultats d�ej�a publi�es.R�e
emment, quelques r�esultats sur 
es graphes ont �et�e publi�es ave
 Dis
ropt [Phan etSkiena, 2002℄. Comme le temps de 
al
ul �etait limit�e �a 100 s, 
es graphes ont �et�e 
olori�esave
 un nombre de 
ouleurs plus grand que 
elui des exp�erimentations d�e
rites 
i-apr�eset 
ette appro
he n'est pas apparue 
omp�etitive. Les r�esultats pr�esent�es pour INCOP dansle tableau 6.2 sont les temps de 
al
ul moyens sur 10 essais pour la r�esolution de 
haqueinstan
e (la m�ethode ayant r�eussi tous ses essais). Nous avons utilis�e un algorithme deMetropolis ave
 temp�erature 
onstante et un voisinage var-
onfli
t. Nous pensons queles bons r�esultats que nous avons obtenus sont en grande partie due �a l'in
r�ementalit�etotale du 
al
ul des 
oûts r�ealis�ee par notre biblioth�eque lors de l'exploration du voisinage.Le seul autre syst�eme qui mentionne le même type d'in
r�ementalit�e est le syst�eme deGalinier et Hao [Galinier et Hao, 1999℄ qui obtient des performan
es 
omparables.6.4.3 Probl�eme des N-reinesSur la page Web de Easylo
al++, il y a deux exemples de probl�emes qui sont fournis :les n-reines et un probl�eme d'emploi du temps. Nous avons t�el�e
harg�e la biblioth�equeEasylo
al++ ave
 son implantation des n-reines et l'avons fait tourner sur notre ma
hine.Nous avons alors implant�e dans INCOP 
e probl�eme ave
 le même voisinage (�e
hangedans un 
odage par permutation). Nous avons obtenu des temps de 
al
ul 
omparablesen utilisant le même algorithme de des
ente : par exemple, 10 essais de taille 3000,initialis�es al�eatoirement, sont r�esolus en 20.5 s en moyenne ave
 Easylo
al++ et en 21.6s ave
 INCOP.6.4.4 A�e
tation de fr�equen
esNous avons aussi trait�e les trois instan
es les plus diÆ
iles du probl�eme d'a�e
tationde fr�equen
es du CELAR. : les instan
es 
elar6, 
elar7 et 
elar8. Ces probl�emes sontr�ealistes ayant �et�e 
onstruits �a partir de sous-parties d'un probl�eme r�eel. 
elar6 a 200



68Probl�eme Nb 
oul INCOP Easylo
al++ Galinier IOPTMa
hine P III 935 P III 750 Spar
 II 333 P III 866Method Metropolis Tabou Tabou Tabou ou RS125.1 6 0.005 0.031 166 (RS)125.1 5 0.36 44 (T)125.5 18 0.18 2.65 557 (T)125.9 44 0.97 13.5 2904 (T)250.1 9 0.04 0.61250.5 30 1.42 52.2 15250.5 29 7.81 85250.9 75 3.07 118.500.1 14 0.18 7.05500.5 54 2.43 457500.5 52 14.7 14500.5 51 96 47500.9 140 8.75 1856Tab. 6.2 { R�esultats sur les graphes al�eatoires DSJC (temps de 
al
ul en se
ondes)variables et 1322 
ontraintes ; 
elar7 a 400 variables et 2865 
ontraintes ; 
elar8 a 916variables et 5744 
ontraintes.Les variables sont les fr�equen
es auxquelles ont doit a�e
ter une valeur apparte-nant �a un ensemble de fr�equen
es autoris�ees. (les domaines ont environ 40 valeurs). Les
ontraintes sont de la forme jxi � xj j = Æ ou jxi � xj j > Æ (pour �eviter les interf�eren
es).Notre 
odage est standard et ne 
r�ee que les variables paires dans le CSP ave
 seulementles 
ontraintes d'in�egalit�es 3.La fon
tion obje
tif �a minimiser est une somme pond�er�ee des violations de 
ontraintes.Les 
ontraintes appartiennent �a quatre 
at�egories ave
 di��erents 
oûts de violation :{ les 
ontraintes de 
elar8 ont pour 
oût 1, 2, 3 ou 4.{ les 
ontraintes de 
elar6 ont pour 
oût 1, 10, 100 ou 1000.{ les 
ontraintes de 
elar7 ont pour 
oût 1, 100, 10000 ou 106.[de Givry et al., 1997℄ et [Koster et al., 1999℄ d�e
rivent des algorithmes 
omplets bas�essur une d�e
omposition du graphe de 
ontraintes et de la programmation dynamique pourr�esoudre l'instan
e 
elar6. Les deux autres instan
es sont r�eellement diÆ
iles et au
unalgorithme 
omplet n'a fourni de preuve d'optimalit�e 4. L'algorithme d�e
rit dans [Kolen,1999℄ est bas�e sur un algorithme g�en�etique sp�e
ialis�e ave
 un op�erateur de mutation 
o-dant de la PNLE. L'algorithme d�e
rit dans [Voudouris et Tsang, 1998℄ est de la re
her
helo
ale prenant en 
ompte les 
on
its pour s�ele
tionner les voisins. Les bons r�esultats ob-tenus par l'algorithme GWW-idw implant�e dans INCOP sont pr�esent�es sur le tableau 6.3.Nous avons par ailleurs obtenu la meilleure borne 
onnue 343592 ave
 une variante deGWW-idw utilisant un autre param�etrage dans la gestion du voisinage.3Une bije
tion existe entre les variables paires et impaires. Une simple propagation des �egalit�es permetde d�eduire les valeurs des variables impaires.4Cela peut être expliqu�e par la taille de 
elar8 et par le 
rit�ere de 
elar7.



69borne ref meilleur (moyen) temps su

�es algo
elar6 3389 mn (GVS97,KHK99) 3389 (3405.7) 9mn 4/10 GWW-idw
elar7 343592 mn (KHK99,VT98) 343596 (343657) 4.5 h 1/10 GWW-idw
elar8 262 mn (KHK99,VT98) 262 (267.4) 33mn 2/10 GWW-idwTab. 6.3 { R�esultats sur les ban
s d'essai du CELAR. Les r�esultats des meilleurs algo-rithmes sont pr�esent�es sur la gau
he du tableau ; les r�esultats ave
 INCOP sur le 
ôt�edroit.6.5 Autres biblioth�equesComme il a �et�e mentionn�e dans l'introdu
tion, de nombreuses biblioth�eques ont �et�ed�evelopp�ees 
es derni�eres ann�ees. Il n'est pas possible de les pr�esenter en d�etails enquelques lignes. Certaines sont limit�ees �a des m�ethodes de re
her
he lo
ale, d'autres four-nissent des algorithmes de re
her
he lo
ale pure et des algorithmes �a population 
ommedes algorithmes g�en�etiques hybrid�es ave
 de la re
her
he lo
ale. Templar permet d'�e
riredes algorithmes distribu�es et d'utiliser du parall�elisme. Tous 
es outils sont pr�esent�esdans [Vo� et Woodru�, 2002
℄. Nous pouvons r�esumer leurs prin
ipales 
ara
t�eristiquesdans le tableau suivant.Biblioth�eque langage m�etaheuristique diversTemplar C++ tabou, RS, algos g�en. parall�elismeNeighbor Sear
her C++ Templates re
. lo
ale + VNSHotframe C++ extension re
. lo
ale dispo. annon
�eeeEsylo
al++ C++ re
. lo
ake ouvert ; disponibleIopt Java re
. lo
ale + algo m�em�etiqueDis
ropt C++ re
. lo
ale dispo. annon
�eeLo
alizer++ C++ re
.lo
aleTab. 6.4 { Biblioth�eques de m�ethodes in
ompl�etes pour l'optimisation 
ombinatoireLe 
ara
t�ere prin
ipal de la plupart de 
es biblioth�eques est souvent plus la simpli
it�eet l'extensibilit�e que l'eÆ
a
it�e. Il est diÆ
ile de 
omparer leurs performan
es 
ar lesr�esultats ont �et�e publi�es sur des probl�emes di��erents. Nous avons analys�e dans la partie6.4.1 les r�esultats publi�es en 
oloriage de graphe qui montrent que INCOP est souvent
omp�etitif.6.6 Con
lusionCet arti
le a pr�esent�e la nouvelle biblioth�eque INCOP �e
rite en C++ pour l'optimisa-tion 
ombinatoire ave
 des algorithmes in
omplets. Nous avons implant�e plusieurs algo-rithmes de re
her
he lo
ale et �a population originaux et eÆ
a
es. Un grand e�ort a port�esur l'in
r�ementalit�e des �evaluations des mouvements que nous avons obtenue en main-tenant une stru
ture de donn�ees sp�e
i�que pour les 
on
its. Une autre 
ara
t�eristiqueest notre pro
essus param�etr�e de gestion du voisinage qui am�eliore des m�etaheuristiquesexistantes et fournit un nouvel algorithme simple de re
her
he lo
ale idw.



70 Nous pensons qu'il n'existe pas d'algorithme in
omplet pouvant r�esoudre eÆ
a
ementtous les probl�emes. Ainsi il est important de pouvoir tester rapidement di��erents algo-rithmes, di��erents voisinages. Une telle biblioth�eque le permet et nous avons obtenu debons r�esultats pour les probl�emes d'a�e
tation de fr�equen
es du CELAR ave
 GWW-idw etpour les probl�emes de 
oloriage de graphe ave
 idw ou Metropolis, ave
 un voisinagede type min-
onfli
t ou var-
onfli
t selon l'instan
e r�esolue. Nous avons, pour lapremi�ere fois, 
olori�e l'instan
e flat300 28 ave
 30 
ouleurs.La premi�ere version de INCOP est t�el�e
hargeable.



Chapitre 7Algorithme hybride GWW-idwArti
le paru dans la revue �ele
tronique JEDAI (volume 3, 2004)Auteurs : Bertrand Neveu, Gilles TrombettoniR�esum�eUne nouvelle m�etaheuristique pour l'optimisation 
ombinatoire, appel�ee \Go With theWinners" (GWW) a �et�e propos�ee par Dimitriou et Impagliazzo en 1996. GWW g�ere plusieurs
on�gurations en même temps, utilise un seuil pour �eliminer les pires 
on�gurations, etin
lut une �etape de mar
he al�eatoire qui permet une distribution uniforme des 
on�gu-rations visit�ees dans 
haque sous-probl�eme.Cet arti
le propose de rempla
er l'�etape de mar
he al�eatoire de GWW par de la re
her
helo
ale pour favoriser les meilleures solutions.Nous proposons une instan
e de 
et algorithme hybride, appel�ee GWW-idw. Nous 
om-parons di��erentes mani�eres de baisser le seuil. Nous ajoutons un seul param�etre pourint�egrer la re
her
he lo
ale dans le s
h�ema existant. Nous montrons 
omment et dansquel ordre, r�egler les param�etres.Une �etude exp�erimentale a �et�e men�ee sur des instan
es diÆ
iles de 
oloriage de grapheissues du 
hallenge DIMACS et sur des probl�emes d'a�e
tation de fr�equen
es du CELAR.Les meilleures bornes 
onnues ont �et�e trouv�ees sur toutes les instan
es.7.1 Introdu
tionNotre travail est bas�e sur l'algorithme \Go With the Winners" (GWW) pr�esent�e dans[Dimitriou et Impagliazzo, 1996℄. GWW explore di��erentes 
on�gurations de l'espa
e dere
her
he en même temps en g�erant une population de solutions appel�ees parti
ules. Aud�ebut, les parti
ules sont distribu�ees al�eatoirement et un seuil est pla
�e au niveau du
oût de la plus mauvaise parti
ule. Les phases suivantes sont e�e
tu�ees it�erativementjusqu'�a qu'il n'y ait plus de parti
ule en dessous du seuil (nous 
onsid�erons un probl�emede minimisation) :1. Redistribution : Les parti
ules au dessus du seuil sont \redistribu�ees" sur lesautres (d'o�u le nom de l'algorithme) : une parti
ule redistribu�ee est pla
�ee sur lamême 
on�guration qu'une autre parti
ule sous le seuil, 
hoisie al�eatoirement.71



72 2. Exploration al�eatoire : Cette phase est r�ealis�ee pour 
haque parti
ule et tend �as�eparer les parti
ules qui ont �et�e regroup�ees par la phase de redistribution. Elle estbas�ee sur une mar
he al�eatoire de longueur sp�e
i��ee. Chaque �etape de 
ette mar
hefait passer une parti
ule sur un �etat voisin qui reste sous le seuil.3. La valeur du seuil est d�e
r�ement�ee de 1.Quand le probl�eme a de bonnes propri�et�es (voir partie 7.2), GWW est th�eoriquement
apable de trouver une solution optimale en temps polynomial ave
 une forte probabilit�e.Cependant, en pratique, de premi�eres exp�erimentations r�ealis�ees sur les instan
es duCELAR et de 
oloriage ont donn�e de plus mauvaises performan
es qu'un algorithme deMetropolis standard [Connolly, 1990℄ (re
uit simul�e �a temp�erature 
onstante).Dans la phase d'exploration al�eatoire de l'algorithme GWW, les meilleures 
on�gurationsne sont pas favoris�ees et une parti
ule peut indi��eremment monter ou des
endre. Ainsi,la progression dans GWW est due uniquement �a la gestion du seuil. Dans 
et arti
le, nousmontrons de mani�ere exp�erimentale que GWW peut être rendu plus eÆ
a
e en rempla�
antla phase de mar
he al�eatoire par de la re
her
he lo
ale. Cela donne l'algorithme GWW-LSqui est d�e
rit par la suite. Les prin
ipales 
ontributions sont les suivantes :{ Pr�e
�edemment, GWW a �et�e appliqu�e �a des probl�emes de th�eorie des graphes : la 
liquemaximum et la bisse
tion 1. Toutes les versions 
orrespondantes de GWW supposentque les 
oûts possibles sont des entiers petits, justi�ant la baisse du seuil de 1 �a
haque it�eration. Ce n'est pas le 
as pour de nombreux probl�emes 
omme les MAX-CSP pond�er�es pr�esent�es dans 
et arti
le. Par exemple, l'instan
e 
elar7 
omprenddes 
on�gurations dont le 
oût varie entre 343000 et 2:107. Nous proposons don
di��erentes mani�eres de baisser le seuil et les 
omparons entre elles.{ GWW-LS g�ere plusieurs param�etres : le nombre B de parti
ules, un param�etre Tutilis�e pour baisser le seuil, la longueur S de la mar
he, et les param�etres addi-tionnels de la re
her
he lo
ale s�ele
tionn�ee (la longueur de la liste taboue, ou unetemp�erature permettant de s'�e
happer des minimums lo
aux). Nous proposons uneinstan
e de 
e s
h�ema GWW-LS, appel�e GWW-idw (GWW ave
 mar
he ave
 intensi�
a-tion et diversi�
ation), qui limite le nombre de param�etres additionnels �a 1. Pourminimiser l'e�ort requis pour r�egler les param�etres, les exp�erimentations ont valid�eune mani�ere heuristique d'e�e
tuer 
e r�eglage.{ Nous avons men�e des exp�erimentations sur des instan
es diÆ
iles de probl�emesd'a�e
tation de fr�equen
es et de 
oloriage de graphe. GWW-idw trouve les meilleuresbornes (
onnues) pour tous 
es probl�emes et nous le 
omparons ave
 GWW et d'autresalgorithmes de re
her
he lo
ale.La partie 7.2 donne un bref historique de GWW. La partie 7.3 d�etaille le s
h�ema GWW-LS.L'instan
e GWW-idw de GWW-LS est d�e
rite dans la partie 7.4. Les exp�erimentations sontexpos�ees dans la partie 7.5. La partie 7.5.2 pr�esente divers moyens de g�erer le seuil dansdes probl�emes r�eels. La partie 7.5.3 donne une premi�ere mani�ere heuristique de r�egler lesquatre param�etres de GWW-idw. Les parties 7.5.4 et 7.5.5 montrent les performan
es deGWW-idw et le 
omparent �a GWW et �a des m�ethodes de re
her
he lo
ale.1Couper un graphe en deux sous graphes de même nombre de n�uds ave
 un minimum d'arêtes entreles deux sous-graphes.



737.2 De GWW �a GWW-LSAvant de pr�esenter l'algorithme GWW, nous d�e�nissons un graphe de re
her
he qui estune abstra
tion d'un probl�eme d'optimisation 
ombinatoire. Les n�uds du graphe dere
her
he sont les di��erentes 
on�gurations (
.�a.d. les solutions potentielles) et les arêtesrelient deux 
on�gurations qui sont \voisines", 
.�a.d , pour lesquelles un 
hangement�el�ementaire permet de passer d'une 
on�guration �a l'autre. Nous supposons que la valeur,ou 
oût, de 
haque n�ud est un entier. Le but de l'optimisation 
ombinatoire est detrouver un n�ud de 
oût minimum.L'algorithme \Go with the winners" a �et�e introduit dans [Aldous et Vazinari, 1994℄.Cet algorithme a �et�e 
on�
u pour trouver une feuille de profondeur maximum dans unarbre. Au d�ebut, plusieurs parti
ules sont pla
�ees �a la ra
ine de l'arbre. Dans la phased'exploration, 
haque parti
ule est d�epla
�ee sur un n�ud �ls 
hoisi al�eatoirement. Dans laphase de redistribution, les parti
ules qui ont atteint une feuille sont redistribu�ees : ellessont rempla
�ees par une 
opie d'une autre parti
ule non feuille 
hoisie al�eatoirement.Le pro
essus s'arrête quand toutes les parti
ules sont sur une feuille. Les auteurs ontd�etermin�e le nombre de parti
ules n�e
essaire pour trouver le n�ud le plus profond ave
une forte probabilit�e d�ependant d'une mesure d'�equilibrage de l'arbre.L'algorithme GWW dont il est question dans 
et arti
le est pr�esent�e dans [Dimitriouet Impagliazzo, 1996℄. C'est une modi�
ation de la premi�ere version pour l'optimisation
ombinatoire. L'arbre de la premi�ere version apparâ�t dans tout probl�eme d'optimisationen g�erant un seuil. En e�et, le graphe de re
her
he peut être divis�e hi�erar
hiquementen plusieurs sous-graphes selon leurs 
oûts. Plus pr�e
is�ement, un n�ud de l'arbre est
onstitu�e d'un sous-graphe de re
her
he dont les sommets ont un 
oût inf�erieur ou �egalau seuil. Le sommet de l'arbre 
ontient le graphe de re
her
he entier (quand le seuil estau plus haut). Baisser le seuil divise le graphe de re
her
he en 
omposantes 
onnexes quiforment une hi�erar
hie entre un n�ud de l'arbre et ses �ls. Le fait que deux r�egions de-viennent d�e
onne
t�ees quand le seuil d�e
rô�t signi�e qu'au
une mar
he al�eatoire (restantau niveau du seuil ou sous le seuil) ne peut d�epla
er une parti
ule d'une r�egion �a l'autre.Dimitriou et Impagliazzo analysent dans [Dimitriou et Impagliazzo, 1998℄ les perfor-man
es de GWW par rapport aux propri�et�es 
ombinatoires du probl�eme. Ils d�emontrent enparti
ulier que deux 
onditions suÆsantes rendent un probl�eme soluble en temps poly-nomial ave
 une forte probabilit�e :{ Le nombre de �ls d'un n�ud de l'arbre doit être born�e polynomialement. Celasigni�e que baisser le seuil (de 1) ne doit pas faire apparâ�tre un nombre exponentielde r�egions d�e
onne
t�ees. Cela garantit une 
onvergen
e en temps polynomial si
haque r�egion d�e
onne
t�ee poss�ede une parti
ule.{ L'expansion lo
ale est v�eri��ee, 
.�a.d 
haque n�ud d'un sous-graphe de re
her
he aun nombre suÆsant de voisins. Ainsi, une mar
he suÆsamment longue dans uner�egion donn�ee assure une distribution uniforme des parti
ules �a l'int�erieur et ne les
on�ne pas dans une petite portion de la r�egion. Les phases de redistribution etde mar
he al�eatoire assurent que 
haque 
omposante 
onnexe re�
oit un nombre departi
ules proportionnel �a sa taille.La premi�ere 
ondition souligne l'importan
e du nombre B de parti
ules. La se
ondeest li�ee �a la longueur S d'une mar
he al�eatoire.Di��erentes mar
hes al�eatoires pour GWW sont d�e
rites dans la litt�erature2 :2Dans la version initiale [Aldous et Vazinari, 1994℄, une parti
ule est simplement d�epla
�ee sur un �ls.



74 { Dans [Dimitriou et Impagliazzo, 1996℄, une mar
he al�eatoire de longueur 1 este�e
tu�ee �a 
haque �etape : pour 
haque parti
ule de 
oût i, tous les voisins sontvisit�es et l'un d'entre eux est 
hoisi parmi 
eux ayant un 
oût i� 1.{ Dans [Dimitriou et Impagliazzo, 1998℄, une mar
he al�eatoire de longueur S estpropos�ee. Cette mar
he alterne des n�uds de 
oût i et de 
oût i� 1.{ [Carson et Impagliazzo, 1999℄ et [Dimitriou, 2002℄ pr�esentent une version simpli��eeo�u la mar
he al�eatoire de longueur S doit rester au seuil ou sous le seuil.Cet arti
le introduit l'algorithme GWW-LS o�u la mar
he al�eatoire de GWW est rempla
�eepar de la re
her
he lo
ale, 
haque �etape de 
ette mar
he restant sous ou au niveau duseuil. La di��eren
e entre les deux appro
hes est qu'une re
her
he lo
ale tend �a faireprogresser la parti
ule, 
e qu'une mar
he al�eatoire ne fait pas. La population des
enddon
 plus vite mais la distribution uniforme des parti
ules dans une r�egion 
onnexe n'estplus respe
t�ee. Cependant, les bons r�esultats exp�erimentaux obtenus ave
 GWW-LS nouslaissent penser que d'autres 
onditions de 
onvergen
e en temps polynomial ave
 forteprobabilit�e existent. Une telle hypoth�ese est �evoqu�ee dans la 
on
lusion.
7.3 Des
ription de GWW-LSLes di��eren
es entre GWW et GWW-LS r�esident dans les deux points suivants :{ La des
ente du seuil est adaptative.La partie 7.5.2 
ompare di��erentes fa�
ons de d�e�nir la fon
tion Baisserseuilutilis�ee pour baisser le seuil. Malheureusement, une gestion r�ealiste implique l'ajoutd'un nouveau param�etre T dans le s
h�ema GWW-LS.{ La mar
he n'est plus simplement al�eatoire.Les deux bou
les for de l'algorithme 1 d�e
rivent la mar
he : 
haque parti
ule ef-fe
tue une mar
he de longueur S. La di��eren
e prin
ipale ave
 les mar
hes utilis�eesdans les versions pr�e
�edentes [Carson et Impagliazzo, 1999; Dimitriou, 2002℄ r�esidedans la fon
tion Cher
hervoisin.Dans GWW, 
ette fon
tion renvoie un voisin de la 
on�guration de la parti
ule p. Pluspr�e
is�ement, tous les voisins (ou un nombre limit�e) sont visit�es jusqu'�a 
e qu'un soittrouv�e sous ou au niveau du seuil. Si au
un n'est trouv�e, la 
on�guration 
ourante estrenvoy�ee, 
.�a.d. la parti
ule ne bouge pas. Dans GWW-LS, 
ette fon
tion essaye de faireprogresser la parti
ule, tout en 
her
hant �a s'�e
happer des minimums lo
aux.



75algorithme GWW-LS (B : nombre de parti
ules ; S : longueur de la mar
he, T : param�etreseuil ; WP : param�etres de la mar
he) : 
on�gurationInitialisation : 
haque parti
ule est al�eatoirement pla
�ee sur une 
on�guration et rang�eedans le tableau Parti
ulesseuil  
oût de Pire(Parti
ules)Bou
leseuil  Baisserseuil(seuil, T, Parti
ules)si Meilleur(Parti
ules) > seuil alors retourner(Meilleur-trouv�e) /* lameilleure 
on�guration trouv�ee durant la re
her
he */Redistribuer(Parti
ules) /* Pla
e 
haque parti
ule ayant un 
oût sup�erieur auseuil sur la 
on�guration d'une parti
ule vivante 
hoisie al�eatoirement */pour tout parti
ule p dans Parti
ules fairepour i de 1 �a S fairevoisin  Cher
hervoisin(p, WP)D�epla
er(p,voisin) /* Mouvement de p sur une nouvelle 
on�guration */�n.�n.�n.�n. Algorithm 3: L'algorithme GWW-LS7.4 De GWW-LS �a GWW-idwA�n de valider le s
h�ema GWW-LS, nous devons 
on
evoir au moins un algorithmed�eduit de GWW-LS et montrer son eÆ
a
it�e. Nous avons essay�e divers algorithmes 
las-siques de re
her
he lo
ale pour am�eliorer GWW. Nous avons obtenu de bons r�esultats ave
un algorithme de Metropolis (a

eptant toujours un voisin d'un 
oût inf�erieur ou �egal, eta

eptant un voisin plus mauvais ave
 une probabilit�e d�ependant d'une \temp�erature").Cependant, un important travail nous a 
onduits �a le simpli�er en diminuant le nombrede param�etres et en trouvant 
omment les r�egler plus rapidement.L'algorithme GWW g�ere deux param�etres : le nombre B de parti
ules et la longueurS de la mar
he al�eatoire. En pratique, un troisi�eme param�etre T doit être ajout�e pourque le seuil ne baisse pas trop lentement. Notre nouvel algorithme GWW-idw (GWW ave
mar
he ave
 intensi�
ation et diversi�
ation) ajoute seulement un param�etre N pourla re
her
he lo
ale. Cet unique param�etre est utilis�e par une parti
ule pour progresservers les meilleures solutions tout en �etant 
apable de s'�e
happer des minimums lo
aux.Le param�etre N est le nombre maximum de voisins qui sont explor�es par une parti
ulependant l'ex�e
ution de la fon
tion Cher
hervoisin, en vue de bouger d'une 
on�guration�a une autre. A partir d'une 
on�guration 
ourante x, la d�etermination de la nouvelle
on�guration retourn�ee par la fon
tion Cher
hervoisin de GWW-idw s'e�e
tue ainsi :1. un voisin x0 parmi les N explor�es a un 
oût inf�erieur ou �egal au 
oûtde x ) Retourner x02. au
un voisin parmi les N explor�es n'a un 
oût inf�erieur ou �egal au
oût de x et un voisin x00 parmi les N est au niveau du seuil ou endessous ) Retourner x003. Les N voisins explor�es sont au dessus du seuil ) Retourner x



76 Le premier 
as di��ere radi
alement de GWW standard. Il reproduit le 
omportementdes algorithmes de des
ente 
omme GSAT [Selman et al., 1992℄ : un voisin est a

ept�eseulement si son 
oût est meilleur ou le même que 
elui de la 
on�guration 
ourante.Le deuxi�eme 
as indique 
omment 
hoisir une 
on�guration quand au
un voisin visit�en'a �et�e a

ept�e. Il propose une s�ele
tion al�eatoire d'un voisin qui permet de sortir desminimums lo
aux. Certaines parti
ules peuvent ainsi remonter assez haut, mais 
etteremont�ee est limit�ee par le seuil.Ainsi le param�etre N �evite de visiter tous les voisins et r�ealise un 
ompromis entreprogresser et sortir des minimums lo
aux. Cette re
her
he lo
ale, appel�ee idw [Neveuet Trombettoni, 2003d℄, peut se voir 
omme une g�en�eralisation de la 
andidate list stra-tegy A

eptation+ [Glover et Laguna, 1997℄. Pour r�esumer, GWW-idw g�ere les param�etressuivants :{ Un nombre B de parti
ules utilis�e pour explorer l'espa
e de re
her
he en parall�ele :les parti
ules doivent être uniform�ement distribu�ees entre les 
omposantes 
onnexesapparaissant dans le graphe de re
her
he quand le seuil est baiss�e.{ Une longueur S pour les mar
hes utilis�ee pour s�eparer les parti
ules regroup�ees, etqui permet aux parti
ules de progresser vers de meilleures 
on�gurations.{ Un param�etre T utilis�e pour g�erer le seuil dans les probl�emes r�eels (voir partie 7.5.2).{ Un param�etre additionnel N qui a un rôle 
ru
ial. D'abord, il est n�e
essaire delimiter le nombre de voisins visit�es quand le voisinage est grand. Par ailleurs, Ndoit être assez grand pour permettre aux parti
ules de progresser. En�n, N doitêtre suÆsamment petit pour permettre aux parti
ules de sortir rapidement desminimums lo
aux.Complexit�e de GWW-idwLa 
omplexit�e en pire 
as de GWW-LS ou GWW-idw reste la même que 
elle de GWW, 
.�a.d,O(B � S �N � nT ), o�u nT est le nombre de fois que le seuil est baiss�e, B le nombre departi
ules, S la longueur d'une mar
he et N le nombre maximum de voisins explor�es parpas d'une mar
he.7.5 Exp�erimentationsCette partie pr�esente quelques r�esultats exp�erimentaux. Nous s�ele
tionnons un moyende baisser le seuil. Nous proposons une m�ethode pour r�egler les quatre param�etres. En�n,nous 
omparons GWW-idw ave
 GWW standard d'une part, et des algorithmes de re
her
helo
ale : Metropolis, re
uit simul�e, liste taboue et idw d'autre part.7.5.1 Ban
s d'essais, 
odage, implantationNous avons r�ealis�e des exp�erimentations sur des instan
es diÆ
iles issues de deux
at�egories de probl�emes mod�elis�es 
omme des probl�emes MAX-CSP pond�er�es : des ins-tan
es de 
oloriage de graphe propos�ees dans le 
hallenge DIMACS [Morgenstern, 1996℄,et des probl�emes d'a�e
tation de fr�equen
es du CELAR (Centre d'�ele
tronique de l'Ar-mement).



77Coloriage de grapheNous avons s�ele
tionn�e trois instan
es diÆ
iles de 
oloriage de graphes du 
atalogueDIMACS : le450 15
 ave
 450 sommets et 16680 arêtes, le450 25
 ave
 450 sommetset 17425 arêtes, et l'instan
e plus dense flat300 28 ave
 300 sommets et 21695 arêtes.Ces instan
es se trouvent sur le site de DIMACS :ftp://dima
s.rutgers.edu/pub/
hallenge/graphDans toutes 
es instan
es, une solution 
oloriable en respe
tivement 15, 25 et 28
ouleurs est 
a
h�ee. Dans 
et arti
le, les instan
es de 
oloriage sont mod�elis�ees en MAX-CSP : les variables sont les sommets du graphe �a 
olorier ; le nombre d de 
ouleursdonne des domaines allant de 1 �a d ; les sommets reli�es par une arête doivent prendre des
ouleurs di��erentes. Colorier un graphe en d 
ouleurs revient �a minimiser le nombre de
ontraintes non satisfaites et �a trouver une solution de 
oût 0.A�e
tation de fr�equen
es du CELARNous avons aussi s�ele
tionn�e les trois instan
es les plus diÆ
iles des probl�emes d'a�e
-tation de fr�equen
es du CELAR : 
elar6, 
elar7 et 
elar8. Ces instan
es sont r�ealistes
ar elles ont �et�e 
onstruites �a partir de di��erentes parties d'un probl�eme r�eel. 
elar6 a200 variables et 1322 
ontraintes ; 
elar7 a 400 variables et 2865 
ontraintes ; 
elar8 a916 variables et 5744 
ontraintes. Ces instan
es se trouvent sur le site :http://fap.zib.de/problems/CALMA/Les variables sont les fr�equen
es �a a�e
ter ave
 une valeur appartenant �a un ensembledis
ret pr�ed�e�ni (domaines de taille d'environ 40). Les 
ontraintes sont de la forme :jxi�xj j = Æ ou jxi�xj j > Æ (pour �eviter les interf�eren
es). Notre mod�elisation est stan-dard et 
r�ee seulement les variables paires dans le CSP ave
 les in�egalit�es uniquement3.La fon
tion obje
tif �a minimiser est une somme pond�er�ee des violations de 
ontraintes.Les 
ontraintes appartiennent �a quatre 
at�egories ave
 di��erents 
oûts de violation :{ Les 
ontraintes de 
elar8 ont un poids 1, 2, 3 ou 4.{ Les 
ontraintes de 
elar6 ont un poids 1, 10, 100 ou 1000.{ Les 
ontraintes de 
elar7 ont un poids 1, 102, 104 ou 106.VoisinageNous avons 
hoisi la d�e�nition habituelle de voisinage pour les CSP : une nouvelle
on�guration x0 est un voisin de la 
on�guration 
ourante x si les deux ont les mêmesvaleurs, sauf pour une variable. Ce voisinage est r�eduit en utilisant en partie l'heuristiqueMin-
on
i
ts de Minton [Minton et al., 1992℄ : on ne 
onsid�ere que les variables dont lavaleur 
ourante parti
ipe �a un 
on
it dans la 
on�guration x. De plus, pour le probl�eme
elar7, on ne 
onsid�ere que les 
on
its d'un 
oût signi�
atif par rapport au 
oût de
on�guration 
ourante : 
ontraintes de poids 10000, 100 et 1 pour des 
on�gurations de
oûts respe
tivement inf�erieurs �a 20000000, 800000 et 400000.ImplantationTous les algorithmes ont �et�e d�evelopp�es dans la même biblioth�eque logi
ielle IN-COP [Neveu et Trombettoni, 2003d℄. Notre plate-forme est implant�ee en C++ et toutes3Une bije
tion existe entre variables paires et impaires. Une simple propagation des �egalit�es permetde d�eduire les valeurs des variables impaires.



78les exp�erimentations ont �et�e e�e
tu�ees sur PentiumIII 935 Mhz sous Linux. Tous lesalgorithmes appartiennent �a une hi�erar
hie de 
lasses partageant du 
ode, 
e qui permetdes 
omparaisons �equitables.7.5.2 Gestion du seuilNos premi�eres exp�erimentations ont montr�e que la baisse du seuil de 1 �a 
haqueit�eration ne 
onvenait pas pour les probl�emes du CELAR, pour lesquels l'intervalle des
oûts possibles est tr�es grand. Même pour le 
oloriage o�u le paysage est plus \plat", nousavons obtenu de meilleurs r�esultats en g�erant ave
 attention la baisse du seuil. Plusieursgestions du seuil ont �et�e 
on�
ues. Elles di��erent l'une de l'autre par le delta (en termede 
oût) �a soustraire au seuil 
ourant �a 
haque it�eration :1. �aveugle = 1 + seuil� Taveugle2. �pire = 1 + dist(B) + seuil� Tpire3. �adaptatif = 1 + dist(i) (= 1 + dist(B) + 100%(
oût(B) � 
oût(i)))4. �meilleur = 1 + dist(B) + Tmeilleur(
oût(B)� 
oût(1))5. �borneinf = 1 + dist(B) + (seuil�Bborneinf )� TborneinfTaveugle, Tpire, Tmeilleur , Tborneinf ou i est le param�etre �a r�egler pour rendre la baissedu seuil plus ou moins rapide. Les quatre premiers param�etres sont des taux ; dist(i)est la distan
e (
.�a.d., la di��eren
e de 
oût) entre le seuil et la i�eme meilleure parti
ule ;ainsi, B est la parti
ule la plus mauvaise et dist(B) est la distan
e (en 
oût) entre leseuil et 
ette parti
ule B. 
oût(j) est le 
oût de la j�eme meilleure parti
ule.Le premier delta essay�e a �et�e �aveugle . Les autres deltas sont adaptatifs et tiennent
ompte de la mani�ere dont les parti
ules des
endent. Ils essayent de rem�edier �a deuxmauvaises 
ara
t�eristiques de �aveugle : �aveugle est souvent trop petit au d�ebut et tropgrand �a la �n. En e�et :{ Lors des premi�eres mar
hes, les parti
ules progressent fa
ilement et même la plusmauvaise parti
ule est tr�es en dessous du seuil. Le 
omposant dist(B) des 4 derniersdeltas est surtout utile dans 
e 
as.{ A la �n, quand le seuil se rappro
he de la meilleure 
on�guration trouv�ee, le deltareste grand si le 
oût de la meilleure solution est sup�erieur �a 0 (
'est le 
as pour lesprobl�emes du CELAR).Bborneinf est un se
ond param�etre n�e
essaire pour r�egler �borneinf . Il 
orrespond�a une borne inf�erieure d�ependant du probl�eme (par exemple 3389 pour 
elar6puisque 
ette borne a �et�e trouv�ee par des m�ethodes 
ompl�etes). �borneinf a �et�etest�e pour v�eri�er l'int�erêt d'avoir un seuil baissant lentement �a la �n.Les 
on
lusions des tests d�e
rits plus bas sont les suivantes. Premi�erement, il estg�en�eralement int�eressant de for
er le seuil �a des
endre sous la plus mauvaise parti-
ule (pour e�e
tuer au moins un regroupement). La se
onde 
on
lusion 
ontredit nospremi�eres intuitions : prêter attention �a la fa�
on dont le seuil d�e
rô�t �a la �n n'est pasutile. C'est pourquoi nous avons adopt�e la simple gestion du seuil �pire.�adaptatif tend �a 
onverger rapidement vers 1, même quand on est en
ore loin desmeilleures solutions. En e�et, quand progresser devient diÆ
ile, les parti
ules ne sont pasuniform�ement distribu�ees (en terme de 
oût) entre le seuil et la meilleure parti
ule, deplus en plus de parti
ules restent au seuil et dist(i) devient nul.



79Pour pallier 
ette diÆ
ult�e, �meilleur utilise la plus grande distan
e adaptative pos-sible puisque 
oût(B)�
oût(1) ne devient nul que quand GWW-LS termine.Finalement, les relativement mauvais r�esultats obtenus par une gestion ave
 �meilleurpar rapport au simple �aveugle sur des instan
es ave
 des paysages de re
her
he 
hahut�esnous ont 
onduits �a simplement 
orriger 
e dernier en prenant en 
ompte la parti
ulela pire pour a

�el�erer le d�ebut de l'algorithme et nous avons 
on�
u et adopt�e �pire. Less�eries de tests 
onduisant �a 
e 
hoix sont rassembl�es dans le tableau 7.1.temps aveugle adaptatif meilleur pire borneinfle450 15
 103 61 (44) 4.2 (42) 0.9 (42) 0.2 (41) {le450 25
 70 11.4 (29) 10.2 (32) 10.1 (31) 10.1 (31) {flat300 28 112 3.7 (48) 3.4 (48) 3.6 (48) 3.7 (49) {
elar8 140 303 (103) 335 (123) 306 (99) 289 (106) 303 (104)
elar6 102 3504 (49) 3515 (64) 3557 (43) 3451 (49) 3537 (41)
elar7 135 372125 (138) 627774 (152) 422616 (135) 377214 (141) 370784 (138)Tab. 7.1 { Gestion du seuil. Les 
ases donnent le 
oût moyen d'une solution obtenupar GWW-idw pour un temps d'ex�e
ution donn�e en se
ondes (deuxi�eme 
olonne) ; entreparenth�eses, le nombre moyen de modi�
ations de seuil. Les meilleurs r�esultats sont engras.Pour 
haque instan
e, 10 essais ont �et�e r�ealis�es et les moyennes sont ins
rites sur letableau. Les instan
es du CELAR ont �et�e trait�ees ave
 B = 50 (B = 200 pour 
elar6),S = 200, N = 40. Les instan
es de 
oloriage ont �et�e r�esolues ave
 B = 20, S = 2000 etdi��erentes valeurs pour N .Les tests sur le450 25
 et flat300 28 ne sont pas signi�
atifs (n'importe quel s
h�emade baisse du seuil 
onvient). �adaptatif est souvent le pire et �borneinf donne g�en�eralementde plus mauvais r�esultats que �pire. En�n, �pire n'est jamais mauvais et est souvent lemeilleur.7.5.3 R�eglage des param�etresUn avantage de GWW-idw est que 
ha
un de ses quatre param�etres semble avoir un rôlesp�e
i�que. Cependant, trois de 
es quatre param�etres ne sont pas fa
iles �a r�egler a priori.En e�et, r�eduire T ou augmenter B ou S donne toujours des r�esultats de meilleure qualit�een allongeant le temps de 
al
ul. Il n'est pas �evident de s�ele
tionner quelle augmentationde param�etre am�eliorera beau
oup la solution sans 
oûter trop de temps. Cependant, unr�eglage tr�es �n semble inutile et nous avons obtenu des pro
�edures de r�eglage promet-teuses. Nos exp�erimentations et la litt�erature nous ont 
onduits �a r�egler les param�etresde la mani�ere heuristique suivante :1. T : Le 
omportement asymptotique de T est le plus simple �a observer. Dansnos exp�erimentations, les taux Tpire et Taveugle sont toujours 
hoisis entre 0.5%et 2% ; le taux Tmeilleur entre 0.5% et 10%. Des taux plus forts 
onduisent �a detr�es mauvais r�esultats et des taux plus faibles n'am�eliorent pas les r�esultats tout enperdant beau
oup de temps. Ainsi, en 
ommen�
ant ave
 un taux de 1%, quelquesessais (typiquement 3 ou 4) sont suÆsants pour s�ele
tionner une valeur a

eptable4.4De petites valeurs pour B, S et N peuvent être 
hoisies �a 
ette �etape, par exemple B = 20, S = 200,N = 50.



80 2. N : Les exp�erimentations d�e
rites 
i-apr�es montrent que la valeur de N a unimpa
t signi�
atif sur la qualit�e des r�esultats. De nouveau, quelques essais ave
 depetites valeurs pour B et S suÆsent �a d�eterminer une valeur de N a

eptable pourune instan
e donn�ee.3. S : Suivant l'�etude men�ee dans [Dimitriou, 2002℄, les tests d�e
rits plus bas nouspermettent de d�eterminer une longueur de mar
he suÆsamment longue pour ex-plorer les sous-
omposantes 
onnexes du graphe de re
her
he4. B : Une fois les param�etres pr�e
�edents r�egl�es, B peut être augment�e jusqu'�a 
equ'une bonne solution soit obtenue.Bien sûr, 
ette �etude doit être 
onsid�er�ee 
omme une premi�ere appro
he. Nos exp�eri-mentations nous laissent �a penser que T et N sont fa
iles �a r�egler. Une meilleure 
ompr�e-hension du 
omportement de GWW-idw nous permettrait de 
onforter ou de modi�er lesmoyens de r�egler S et B.R�eglage de N
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Fig. 7.1 { R�eglage du param�etre N . Les valeurs 
hoisies pour les param�etres B et S sontindiqu�ees sur les �gures.La �gure 7.1 montre les 
ourbes obtenues pour le r�eglage du param�etre N sur lesdi��erentes instan
es. La valeur de N est donn�ee en abs
isse et les ordonn�ees donnent le
oût de la meilleure solution (moyenne sur 10 essais). Les 
on
lusions sont les suivantes :{ Il n'est pas diÆ
ile de r�egler N puisque les 
ourbes ont un minimum. En e�et, siN est trop petit, les parti
ules ne peuvent pas progresser ; si N est trop grand, lesparti
ules ne peuvent pas sortir des minimums lo
aux.



81{ R�egler N a un impa
t tr�es signi�
atif sur la performan
e. En parti
ulier, il permet�a GWW-idw de 
olorier toujours en 15 
ouleurs le 450 15
 en 2 minutes. Seulel'instan
e 
elar7 ne semble pas tr�es sensible �a 
e param�etre.Nous devons mentionner que, pour toutes les instan
es test�ees, les 
ourbes obtenuesave
 di��erents param�etres B et S ont �a peu pr�es la même forme et donnent la mêmemeilleure valeur pour N . Cela semble signi�er que pour l'algorithme GWW-idw, la valeurde N est intrins�eque �a un paysage de re
her
he donn�e (instan
e, voisinage) et ne d�ependpas des autres param�etres.R�egler SNous avons appliqu�e la te
hnique d�e
rite dans [Dimitriou, 2002℄ pour GWW. Dans
et arti
le, des tests avaient �et�e e�e
tu�es ave
 di��erentes valeurs de S mais ave
 unevaleur 
onstante de B � S : la valeur de S donnant la meilleure solution (en moyenne)est 
hoisie. Cette appro
he est justi��ee par l'intuition suivante. Dans GWW, S doit êtresuÆsamment long pour permettre aux parti
ules d'être uniform�ement distribu�ees sur lessous-
omposantes du graphe de re
her
he. Ainsi, quand 
ette longueur \minimum" demar
he a �et�e atteinte, il n'y a plus d'int�erêt �a 
ontinuer la mar
he.Cette situation est plus 
ompliqu�ee pour GWW-idw o�u S est utilis�e pour di�user lesparti
ules dans les 
omposantes 
onnexes mais aussi pour les faire progresser vers demeilleures 
on�gurations. De plus, la te
hnique d�e
rite 
i-dessus a �et�e appliqu�ee pourGWW qui a seulement deux param�etres B et S, alors que notre gestion du seuil introduitun troisi�eme param�etre (monotone) T (si on suppose que N a d�ej�a �et�e r�egl�e et �x�e).Nous avons malgr�e tout appliqu�e 
ette appro
he de r�eglage �a GWW-idw, et obtenu lesr�esultats suivants :1. Pour les instan
es du CELAR, le meilleur 
oût est obtenu quand S est 
omprisentre 200 et 400, et la même valeur est obtenue pour di��erentes valeurs de B � S.Ce
i 
onduit �a adopter une grande valeur de B (plusieurs milliers) et une petitevaleur de S (300) dans les tests suivants.2. Pour les instan
es de 
oloriage de graphe, le 
omportement oppos�e a �et�e observ�e.Les meilleurs r�esultats sont toujours obtenus ave
 un petit nombre de parti
ules,par exemple 20, et une longue mar
he.Ces tests sont une bonne indi
ation de la pertinen
e de l'utilisation de GWW-idw.L'int�erêt de g�erer plusieurs parti
ules en parall�ele est 
lair dans le premier 
as, alorsqu'une re
her
he lo
ale peut obtenir de meilleurs r�esultats dans le se
ond.7.5.4 Performan
e de GWW-idwLe tableau 7.2 rend 
ompte des meilleurs r�esultats obtenus par GWW-idw sur les ins-tan
es �etudi�ees.Le graphe flat300 28 n'a jamais �et�e 
olori�e en 28 
ouleurs. A notre 
onnaissan
e,seulement trois algorithmes in
omplets ont r�eussi �a le 
olorier en 31 
ouleurs : la versiondistribu�ee de l'algorithme Impasse [Morgenstern, 1996℄, une re
her
he ave
 liste taboue[Dorne et Hao, 1998℄, et une heuristique hybridant un algorithme g�en�etique ave
 de lare
her
he lo
ale [Galinier et Hao, 1999℄.[de Givry et al., 1997℄ et [Koster et al., 1999℄ d�e
rivent des algorithmes 
ompletsbas�es une d�e
omposition du graphe de 
ontraintes et de la programmation dynamique



82 Meilleur algo borne temps GWW-idw temps su

�es B, S, Nle450 15
 Mo93,CO99 15 
oul mn 15 
oul (0.2) 1.1 mn 8/10 20,2000,20le450 25
 Mo93 25 
oul mn 25 
oul (1.4) 2.3 h 1/10 20,800000,100flat300 28 Mo93,Do98,Ga99 31 
oul heures 31 
oul (1.3) 5.9 mn 2/10 20,20000,80
elar6 Gi97,Vo98,Ko99 3389 mn/h 3389 (3405.7) 9.2 mn 4/10 500,200,40
elar7 Vo98,Ko99 343592 mn 343596 (343657) 4.5 h 1/10 5000,300,50
elar8 Vo98,Ko99 262 mn 262 (267.4) 33.7 mn 2/10 1000,200,30Tab. 7.2 { Meilleurs r�esultats. Les r�esultats des meilleurs algorithmes 
onnus sont ins
ritssur la partie gau
he du tableau ; les r�esultats de GWW-idw sur la partie droite, les 
oûtsmoyens �etant entre parenth�eses.qui ont pu r�esoudre 
elar6. Les deux autres instan
es sont r�eellement diÆ
iles et n'ontjamais �et�e r�esolues par un algorithme 
omplet 5. L'algorithme d�e
rit dans [Kolen, 1999℄est bas�e sur un algorithme g�en�etique sp�e
ialis�e ave
 un op�erateur de mutation 
odantde la programmation lin�eaire en nombres entiers. L'algorithme d�e
rit dans [Voudouris etTsang, 1998℄ est une re
her
he lo
ale prenant en 
ompte les 
on
its pour s�ele
tionner lesvoisins.Le tableau 7.2 montre les tr�es bons r�esultats obtenus par GWW-idw. Les meilleuresbornes 
onnues sont obtenues pour toutes les instan
es test�ees, sauf pour 
elar7 o�u elleest appro
h�ee de pr�es6. De plus, le temps requis par GWW-idw est souvent tr�es satisfaisant.A notre 
onnaissan
e, il est parmi les meilleurs algorithmes pour r�esoudre flat300 28,le450 15
 et 
elar6. Pour les trois autres instan
es, le temps requis par GWW-idw estplus grand (des heures 
ontre des minutes pour les meilleurs algorithmes). Cependant, onpeut noter que GWW-idw n'utilise au
une te
hnique ou mod�elisation sp�e
i�ques au type deprobl�eme, 
ontrairement aux algorithmes d�e
rits dans [Morgenstern, 1996; Kolen, 1999℄.7.5.5 Comparaisons entre GWW-idw, GWW et la re
her
he lo
aleLe tableau 7.3 rassemble les 
omparaisons entre GWW-idw, GWW et di��erents algorithmesde re
her
he lo
ale (Metropolis, le re
uit simul�e RS, la m�ethode de la liste taboue tabou[Glover et Laguna, 1997℄) sur les instan
es 
hoisies. La ligne GWW' rend 
ompte desr�esultats de GWW ave
 la même gestion du seuil que GWW-idw. La ligne idw donne lesr�esultats obtenus ave
 l'algorithme de re
her
he lo
ale idw utilis�e seul (en dehors dus
h�ema GWW et don
 sans notion de seuil).Rappelons que tous les algorithmes de re
her
he lo
ale ont �et�e implant�es dans le mêmelogi
iel [Neveu et Trombettoni, 2003d℄ et partagent la plupart du 
ode ave
 GWW-idw etGWW.Notre Metropolis est standard. Il 
ommen
e ave
 une 
on�guration al�eatoire et unemar
he de longueur S est e�e
tu�ee 
omme suit :{ Un nouveau voisin est a

ept�e si son 
oût est inf�erieur ou �egal au 
ourant.{ Un nouveau voisin dont le 
oût est plus mauvais que le 
ourant est a

ept�e ave
une probabilit�e d�ependant d'une temp�erature donn�ee, 
onstante pour Metropo-lis [Connolly, 1990℄.{ Quand au
un voisin n'est a

ept�e, la 
on�guration n'est pas 
hang�ee dans l'it�eration
ourante.5Ce
i peut être expliqu�e par la taille de 
elar8 et par le 
rit�ere de 
elar7.6Une variante de GWW-idw 
omprenant une re
her
he lo
ale qui intensi�e un peu plus la re
her
hepermet de trouver 343592 2 fois sur 10 essais ave
 une moyenne de 343676 en 8h.



83Le re
uit simul�e RS suit le même s
h�ema, ave
 une temp�erature diminuant au 
oursde la re
her
he. Il a �et�e implant�e ave
 une baisse lin�eaire de temp�erature �a partir d'unetemp�erature initiale donn�ee en param�etre.La m�ethode taboue a �et�e implant�ee de la mani�ere 
lassique suivante : une liste ta-boue des derniers mouvements est 
onstitu�ee et on s'interdit de r�ea�e
ter une variableave
 une valeur qu'on vient d'enlever. Le 
rit�ere d'aspiration est appliqu�e quand on atrouv�e une 
on�guration meilleure que la meilleure trouv�ee jusqu'�a pr�esent. On 
hoisit
omme mouvement le meilleur non tabou dans la portion du voisinage explor�e. Les deuxparam�etres de 
et algorithme sont don
 la longueur de la liste taboue (�xe) et la tailledu voisinage explor�e.L'algorithme de re
her
he lo
ale idw est le même que 
elui utilis�e par 
haque parti
uledans l'hybridation GWW-idw. La seule di��eren
e est qu'il n'y a plus de seuil et que tousles mouvements sont don
 \faisables". On 
hoisit le premier voisin d'un 
oût inf�erieurou �egal �a la 
on�guration 
ourante si on en trouve un dans une portion du voisinage detaille N , un voisin quel
onque sinon.le15
 le25
 
at28 
elar6 
elar7 
elar8Nb 
oul 15 25 31Temps 2 14 9 14 6 50Metrop. 5.9 (2) 3.1 (2) 0.9 (0) 5048 (3906) 6 106 (2:9 106) 410 (300)RS 9.6 (0) 5.8 (4) 1.8 (0) 4167 (3539) 1:2 106 (456893) 281 (264)tabou 1.5 (0) 3.7 (3) 2.5 (1) 3778 (3616) 1:2 106 (620159) 373 (315)idw 0 (0) 3.1 (1) 0.8 (0) 3447 (3389) 373334 (343998) 291 (273)GWW' 430 (0) 11.8 (9) 3.9 (1) 3648 (3427) 583278 (456968) 272 (262)GWW-idw 0 (0) 4 (3) 1.3 (0) 3405 (3389) 368452 (343600) 267 (262)Tab. 7.3 { Comparaisons entre algorithmes. La premi�ere ligne indique le nombre de
ouleurs essay�ees pour les probl�emes de 
oloriage, la deuxi�eme ligne donne le temps (enminutes) allou�e par essai. Chaque 
ase 
ontient le 
oût moyen des solutions (sur 10 ou20 essais) ; le meilleur 
oût sur 
es essais apparâ�t entre parenth�eses.Toutes les instan
es ont �et�e r�esolues ave
 le même voisinage. Bien sûr, 
hanger aussile voisinage peut 
hanger les performan
es relatives des algorithmes sur une instan
edonn�ee, par exemple suivre l'heuristique de Minton de minimisation des 
on
its pour le
hoix de valeur am�eliore le 
omportement de Metropolis sur flat300 28.Les r�esultats de nos tests peuvent être interpr�et�es 
omme suit. D'abord, les r�esultatsde GWW standard (ave
 un seuil baiss�e de 1 �a 
haque it�eration) sont tr�es mauvais et n'ontpas �et�e ins
rits dans le tableau. Ensuite, GWW' donne de mauvais r�esultats sur les instan
esde 
oloriage de graphe et est toujours plus mauvais que GWW-idw. En parti
ulier, pourl'instan
e le15
, la limite des 2mn de temps allou�e explique qu'on a dû mettre pour GWW'une mar
he trop 
ourte, empê
hant de trouver la solution dans 9 
as sur 10, 
ar toutesles parti
ules sont alors atteintes assez rapidement par le seuil. Ses r�esultats sont moinsmauvais sur les probl�emes du CELAR, sp�e
ialement pour 
elar8, o�u la meilleure borne
onnue (262) est atteinte ave
 un petit nombre de parti
ules (10).Les algorithmes de re
her
he lo
ale ont �et�e utilis�es ave
 leurs propres param�etres (latemp�erature pour Metropolis, la temp�erature initiale pour le re
uit simul�e et la taille duvoisinage pour idw, la taille de la liste taboue et la taille du voisinage pour la m�ethodetaboue) qui ont �et�e r�egl�es pour obtenir les meilleurs r�esultats possibles.Metropolis a obtenu de mauvais r�esultats sur les probl�emes du CELAR. Pour 
elar6et 
elar7, 
e
i peut être expliqu�e par les poids di��erents asso
i�es aux 
ontraintes et



84pour lesquels une temp�erature unique 
onstante ne serait pas ad�equate. Le re
uit simul�eave
 une baisse lin�eaire de temp�erature donne de meilleurs r�esultats sur 
es probl�emes.Metropolis semble meilleur sur le 
oloriage de graphes. Il n'est pas mauvais sur le450 15
et bon sur le450 25
 et flat300 28, o�u il surpasse l�eg�erement GWW-idw.L'algorithme de re
her
he lo
ale idw donne de bons r�esultats sur l'ensemble desprobl�emes �etudi�es. Ce
i 
on�rme le fait que pour les probl�emes de 
oloriage de graphetrait�es, un tel algorithme suÆt et la m�e
anique de GWW-idw est alors inutile. Par 
ontre,pour les probl�emes du CELAR, GWW-idw am�eliore de mani�ere signi�
ative les r�esultatsde idw.Sur 
es probl�emes, nous avons �egalement v�eri��e que plusieurs mar
hes idw assez
ourtes men�ees sans au
une intera
tion (
omme pour GSAT) ne donnaient pas de bonsr�esultats. Ces essais sont d�enomm�es idw-restart dans le tableau 7.4. Nous avons pour
ela e�e
tu�eK essais de longueur L ave
K = 20�B et L = S�Nb 
hangement seuil pourdonner la même longueur de mar
he totale par parti
ule et le même temps global que les20 essais de GWW-idw (10 pour 
elar8). La seule 
omparaison valide est alors la meilleuresolution obtenue durant la re
her
he. Le param�etre de voisinage de idw-restart est 
eluioptimal pour idw. temps total (mn) idw-restart GWW-idw
elar6 280 3420 3389
elar7 120 364522 343600
elar8 500 294 262Tab. 7.4 { Comparaisons entre idw-restart et GWW-idw. La premi�ere 
olonne indiquele temps total allou�e. Chaque 
ase 
ontient le meilleur 
oût trouv�e.Pour 
on
lure, GWW-idw est le meilleur pour 4 des 6 instan
es et semble toujoursdonner de bons r�esultats (sur les 6 instan
es �etudi�ees). L'�e
art type sur les 
oûts obtenuspar GWW-idw est g�en�eralement tr�es faible, 
e qui indique que l'algorithme est robuste etjusti�e le fait de n'avoir e�e
tu�e que 10 essais par jeu de param�etres. Finalement, lesr�esultats semblent 
on�rmer qu'utiliser GWW-idw est pertinent quand l'utilisateur peutfa
ilement trouver une longueur de mar
he S minimisant le 
oût en maintenant 
onstantB � S (voir �n de 7.5.3).7.6 Travaux 
onnexesGWW peut être vu 
omme une version simpli��ee (sans op�erateur de 
roisement) d'unalgorithme g�en�etique. Cet op�erateur est souvent tr�es 
oûteux et ne permet pas une�evaluation in
r�ementale des 
oûts dans le 
as des probl�emes MAX-CSP. Au 
ontraire,les mouvements �el�ementaires dans GWW-LS sont de la re
her
he lo
ale si bien qu'une�evaluation in
r�ementale des 
oûts peut fa
ilement être implant�ee. Certaines �etudes 
omme[Baluja et Caruana, 1995℄ avaient d�ej�a essay�e d'enlever l'op�erateur de 
roisement dansles algorithmes g�en�etiques. L'hybridation ave
 de la re
her
he lo
ale a aussi �et�e essay�eeave
 les algorithmes g�en�etiques et a souvent grandement am�elior�e leurs r�esultats : onparle alors d'algorithmes m�em�etiques [Mos
ato, 1999℄.L'algorithme d'a

eptation �a seuil [Due
k et S
heuer, 1990℄ et l'algorithme � [Carsonet Impagliazzo, 1999℄ sont des m�etaheuristiques de re
her
he lo
ale qui utilisent un seuil.Dans 
es deux algorithmes, une mar
he al�eatoire est e�e
tu�ee et un mouvement est
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ept�e si la nouvelle 
on�guration ou le delta ne d�epassent pas le seuil 
ourant, qui estr�eduit tout au long de l'algorithme.La te
hnique de regroupement 
lustering est prin
ipalement utilis�ee pour de l'optimi-sation globale sur les r�eels [T�orn, 1973℄, o�u elle obtient de tr�es bons r�esultats. Elle g�ereune population et des m�e
anismes existent pour �eviter le regroupement de \parti
ules".7.7 Con
lusionNous avons 
on�
u un algorithme hybride nomm�e GWW-LS introduisant de la re
her
helo
ale dans l'algorithme \Go With the Winners". Une instan
e de 
e s
h�ema, nomm�eGWW-idw, a �et�e d�e�ni. GWW-idw g�ere 4 param�etres et une premi�ere tentative de r�eglage a �et�ed�e
rite. La gestion du seuil a �et�e �etudi�ee sur des probl�emes r�ealistes. Le nombre maximumN de voisins visit�es permet �a GWW-idw de progresser vers les meilleures solutions tout ensortant des minimums lo
aux. Ce param�etre est 
ru
ial en pratique et semble pouvoirêtre r�egl�e de mani�ere ind�ependante.GWW-idw a obtenu de tr�es bons r�esultats sur le 
oloriage de graphe et sur les probl�emesdu CELAR. Seules quelques autres heuristiques d'optimisation peuvent atteindre de tellesbornes sur les instan
es test�ees. GWW-idw n'utilise par ailleurs au
une te
hnique sp�e
i�queau type de probl�eme.Bien sûr, GWW-idw devrait être essay�e sur d'autres types de probl�emes, notammentdes instan
es 
ontenant des 
ontraintes dures.Les bons r�esultats exp�erimentaux obtenus par GWW-idw 
on�rment que l'id�ee utilis�eepar les algorithmes g�en�etiques 
onsistant �a explorer l'espa
e de re
her
he en parall�elepeut être int�eressante. Cependant, le fait que GWW-idw ne poss�ede pas d'op�erateur de
roisement apporte plusieurs avantages :{ L'algorithme est plus fa
ile �a r�egler.{ Puisque le 
on
ept de voisinage de la re
her
he lo
ale est pr�eserv�e, des stru
turesde donn�ees in
r�ementales peuvent être utilis�ees quand on passe d'une 
on�guration�a son voisin.{ L'algorithme peut être d�evelopp�e dans la même plate-forme logi
ielle que les algo-rithmes de re
her
he lo
ale.Comme mentionn�e �a la �n de la partie 7.2, la des
ente gloutonne de GWW-idw viole ladistribution uniforme des parti
ules dans une r�egion 
onnexe (distribution sur laquelleest bâtie la propri�et�e d'expansion). Ainsi, un point int�eressant serait d'�etablir de mani�ereth�eorique ou exp�erimentale une autre 
ondition suÆsante de su

�es de GWW-idw, parexemple, la distribution uniforme des parti
ules �a 
haque niveau de 
oût des 
omposantes
onnexes. Ce
i indiquerait l'int�erêt d'utiliser une re
her
he lo
ale dans GWW-LS o�u lesparti
ules ne seraient pas pi�eg�ees dans les minimums lo
aux.
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Chapitre 8D�ete
tion de parties sur-rigidesArti
le paru dans la revue �ele
tronique JEDAI (volume 2, 2004)Auteurs : Christophe Jermann, Bertrand Neveu, Gilles TrombettoniR�esum�eLe th�eor�eme de Laman permet de 
ara
t�eriser la rigidit�e des syst�emes �a barres en2D. La rigidit�e stru
turelle est bas�ee sur une g�en�eralisation de 
e th�eor�eme. Elle estg�en�eralement 
onsid�er�ee 
omme une bonne heuristique pour identi�er des sous-partiesrigides dans les CSP g�eom�etriques (GCSP), mais peut en r�ealit�e se tromper sur des sous-syst�emes tr�es simples 
ar elle ne tient pas 
ompte des propri�et�es g�eom�etriques v�eri��eespar les objets. Ho�mann et al. ont propos�e en 1997 des algorithmes �a base de 
otss'appuyant sur la 
ara
t�erisation par rigidit�e stru
turelle pour r�epondre aux prin
ipalesquestions li�ees au 
on
ept de rigidit�e : d�eterminer si un GCSP est rigide, identi�er ses
omposantes bien-, sur- et sous-rigides, en minimiser la taille, et
..La rigidit�e stru
turelle �etendue, une nouvelle 
ara
t�erisation de la rigidit�e, a �et�e pro-pos�ee par Jermann et al. en 2002. Elle permet de prendre en 
ompte les propri�et�esg�eom�etriques du GCSP �etudi�e et s'av�ere ainsi plus �able. Dans le pr�esent arti
le, nouspr�esentons des algorithmes qui r�epondent aux prin
ipales questions li�ees �a la notion derigidit�e en utilisant 
ette nouvelle 
ara
t�erisation. Plus pr�e
is�ement, nous montrons quedeux modi�
ations de la fon
tion de distribution de 
ot utilis�ee dans les algorithmesde Ho�mann et al. permettent l'obtention d'une famille d'algorithmes bas�es sur la rigi-dit�e stru
turelle �etendue. Nous d�emontrons la 
orre
tion et la 
ompl�etude des nouveauxalgorithmes et �etudions leur 
omplexit�e en pire 
as.8.1 Introdu
tionLes probl�emes g�eom�etriques apparaissent dans de nombreuses appli
ations pratiques :la CAO, la robotique et la biologie mol�e
ulaire en sont trois exemples. Le paradigme dela programmation par 
ontraintes (PPC) 
onsiste �a mod�eliser les probl�emes de fa�
ond�e
larative sous forme de probl�emes de satisfa
tion de 
ontraintes (CSP) et �a utiliserdes outils g�en�eriques pour r�esoudre 
es CSP. L'appli
ation de 
e paradigme aux pro-bl�emes g�eom�etriques permet de les 
onsid�erer 
omme des probl�emes de satisfa
tion de87
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ontraintes g�eom�etriques (GCSP).Dans un GCSP, les 
ontraintes (distan
es, angles, in
iden
es, ...) visent �a restreindreles positions, orientations et dimensions que peuvent adopter des objets g�eom�etriques(points, droites, plans, ...). Un GCSP a g�en�eralement pour vo
ation d'être r�esolu, a�nde d�eterminer des positions, orientations et dimensions de tous les objets qui satisfontles 
ontraintes. Cependant, des questions d'ordre qualitatif peuvent se poser avant der�esoudre un GCSP : le syst�eme mod�elis�e est-il ind�eformable ? Sinon, quelles sont lesd�eformations qu'il admet ? Admet-il des solutions, et sinon pourquoi ? Ces questionsapparaissent souvent dans les domaines que nous avons 
it�es, o�u un 
on
epteur agissantplus au niveau g�eom�etrique qu'au niveau CSP, souhaite 
onnâ�tre a priori les propri�et�esdu syst�eme qu'il a mod�elis�e.On a alors re
ours au 
on
ept g�eom�etrique de rigidit�e et �a di��erentes 
ara
t�erisa-tions de 
e 
on
ept pour essayer de r�epondre �a 
es questions. Intuitivement, les sous-parties rigide d'un GCSP sont ind�eformables, alors que ses sous-parties sous-rigides (sous-d�etermin�ees) pr�esentent des d�eformations et ses sous-parties sur-rigides (sur-d�etermin�ees)fournissent des expli
ations �a l'absen
e de solution globale.Ces informations qualitatives sont �egalement souvent utilis�ees de fa�
on impli
ite ouexpli
ite dans les r�esolveurs d�edi�es aux GCSP [Kramer, 1992; Bouma et al., 1995; Dufourdet al., 1998; Lamure et Mi
helu

i, 1998; Ho�mann et al., 2001; Jermann et al., 2000℄.En parti
ulier, les m�ethodes de d�e
omposition g�eom�etriques ont pour but de produiredes s�equen
es de sous-GCSP rigides pouvant être r�esolus s�epar�ement puis assembl�es.Elles n�e
essitent des algorithmes eÆ
a
es permettant d'identi�er de petits sous-GCSPrigides dont les solutions partielles peuvent être assembl�ees pour re
onstituer une solutionglobale du GCSP initial.Le 
on
ept de rigidit�e dispose don
 d'un statut 
entral dans l'analyse et la r�esolutioneÆ
a
e de GCSP. La prin
ipale probl�ematique est alors de 
on
evoir des 
ara
t�erisa-tions de 
e 
on
ept qui soient suÆsamment �ables et puissent donner naissan
e �a desalgorithmes eÆ
a
es r�epondant aux questions : un GCSP est-il rigide ? Quelles sont sessous-parties bien-, sur- et sous-rigides ? Peut-on identi�er de telles sous-parties de tailleminimale ?Les m�ethodes de 
ara
t�erisation de rigidit�e peuvent être 
lass�ees en deux 
at�ego-ries : les appro
hes �a base de r�egles [Bouma et al., 1995; Kramer, 1992℄ utilisent unr�epertoire de formes rigides 
onnues qui ne peut 
ouvrir tous les 
as de �gure, alors queles appro
hes stru
turelles [Ho�mann et al., 1997; Lamure et Mi
helu

i, 1998℄ utilisentdes algorithmes de 
ots (ou de 
ouplage maximum) pour v�eri�er une propri�et�e appel�eerigidit�e stru
turelle, bas�ee sur un 
ompte des degr�es de libert�e dans le GCSP.Les appro
hes stru
turelles sont plus g�en�erales puisqu'elles peuvent être appliqu�ees�a toute 
lasse de GCSP (tous types d'objets, tous types de 
ontraintes). Cependant, larigidit�e stru
turelle n'est qu'une approximation de la rigidit�e dans le 
as g�en�eral, 
-a-d.qu'il existe des GCSP mal 
ara
t�eris�es par 
ette propri�et�e. Plusieurs heuristiques sontalors employ�ees pour assister 
ette propri�et�e, mais au
une ne permet d'�eliminer tous les
as d'erreur.Dans [Jermann et al., 2004a℄, nous avons propos�e une nouvelle 
ara
t�erisation dela rigidit�e, appel�ee rigidit�e stru
turelle �etendue, qui subsume la rigidit�e stru
turelle, et
orrespond même exa
tement �a la rigidit�e pour des GCSP exempts de 
ontraintes redon-dantes.Dans le pr�esent arti
le, nous proposons de nouveaux algorithmes bas�es sur notre



89nouvelle 
ara
t�erisation de la rigidit�e pour r�epondre aux prin
ipales questions li�ees au
on
ept de rigidit�e. Ces nouveaux algorithmes d�e
oulent naturellement de deux modi�-
ations prin
ipales dans la fon
tion de distribution de 
ots utilis�ee par les algorithmesde Ho�mann et al. [Ho�mann et al., 1997℄.Apr�es les d�e�nitions donn�ees en se
tion 8.2, nous introduisons le prin
ipe de la 
a-ra
t�erisation de la rigidit�e �a base de 
ots et pr�esentons bri�evement les algorithmes pro-pos�es par Ho�mann et al. (se
tion 8.3). Finalement, nous pr�esentons les deux modi�
a-tions que nous proposons dans la fon
tion Distribute et la famille d'algorithmes qui end�e
oule (se
tion 8.4). Pour 
haque algorithme, nous analysons ses propri�et�es : 
orre
tion,
ompl�etude et 
omplexit�e.8.2 D�e�nitionsDans 
ette se
tion, nous donnons les d�e�nitions n�e
essaires �a la 
ompr�ehension de 
etarti
le.8.2.1 Probl�eme de satisfa
tion de 
ontraintes g�eom�etriquesD�e�nition 1 GCSPUn probl�eme de satisfa
tion de 
ontraintes g�eom�etriques (GCSP) S = (O;C)est 
ompos�e d'un ensemble O d'objets g�eom�etriques et d'un ensemble C de 
ontraintesg�eom�etriques.S0 = (O0; C 0) est un sous-GCSP de S = (O;C), not�e S0 � S, ssi O0 � O et C 0 = f
 2Cj
 ne porte que sur des objets dans O0g, 
-�a-d. que S0 est induit par O0.Les objets g�eom�etriques usuels sont les points, les droites et, en 3D, les plans. Onpeut aussi 
onsid�erer des objets g�eom�etriques plus 
omplexes, tels que des 
er
les, des
oniques, des parall�el�epip�edes, et
.. Les param�etres d'un objet g�eom�etrique de type donn�ed�e�nisent sa position, son orientation et ses dimensions.Les 
ontraintes g�eom�etriques sont, par exemple, des distan
es, des angles, des in
i-den
es, des parall�elismes, des sym�etries, des alignements, et
.. Les 
ontraintes ont pour ef-fet de restreindre l'ensemble des positions, orientations et dimensions que peuvent prendreles objets g�eom�etriques du GCSP.Une solution d'un GCSP est la donn�ee d'une position, d'une orientation et d'un jeude dimensions pour 
haque objet g�eom�etrique de telle sorte que toutes les 
ontraintesg�eom�etriques soient satisfaites. 
m
A B C

a)

C
D

E

BA

b)
F

Fig. 8.1 { Deux exemples de GCSP



90 La �gure 8.1-a pr�esente un GCSP en 2D 
onstitu�e de 3 droites li�ees par 2 parall�elis-mes et deux distan
es droite-droite. La �gure 8.1-b pr�esente un GCSP en 3D 
onstitu�ed'une droite et 5 points, li�es par 4 in
iden
es point-droite et 5 distan
es point-point.Pour être r�esolu, un GCSP est g�en�eralement transform�e en un syst�eme d'�equations,
haque objet �etant repr�esent�e par des variables d�e�nissant sa position et son orientation,et 
haque 
ontrainte devenant un sous-syst�eme d'�equations sur les variables des objetsqu'elle 
ontraint.Hypoth�eses : Nous supposerons que les objets g�eom�etriques sont ind�eformables (pasde 
er
le �a rayon variable par exemple) et que les 
ontraintes ne peuvent porter que sur lespositions et orientations relatives des objets (pas de �xation par rapport au rep�ere globalpar exemple). Ces limitations simpli�ent la d�e�nition des 
ara
t�erisations stru
turelles dela rigidit�e et sont n�e
essaires aux m�ethodes de r�esolution de GCSP bas�ees sur la rigidit�e.Sous 
es hypoth�eses, une solution d'un GCSP est 
ompos�ee d'une position et d'uneorientation pour 
ha
un de ses objets qui satisfont toutes ses 
ontraintes.8.2.2 Rigidit�eLa rigidit�e d'un GCSP se d�e�nit �a partir des mouvements que 
elui-
i admet1. On dis-tingue deux types de mouvements : les d�eformations, qui ne pr�eservent pas les positionset orientations relatives des objets, et les d�epla
ements (rotations et translations) qui lespr�eservent. Intuitivement, un GCSP est bien-rigide s'il n'admet au
une d�eformationet admet tous les d�epla
ements de l'espa
e g�eom�etrique 
onsid�er�e2. Un GCSP qui ad-met des d�eformations est dit sous-rigide, alors qu'un GCSP n'admettant pas 
ertainsd�epla
ements, ou au
une solution, est dit sur-rigide. Des d�e�nitions plus formellespeuvent être trouv�ees dans [Jermann, 2002℄.Dans l'exemple pr�esent�e en �gure 8.1-b, le sous-GCSP CDF est rigide : un triangleest ind�eformable et admet tous les d�epla
ements de l'espa
e ; AF est sous-rigide puisquela droite A et le point F ne sont li�es par au
une 
ontrainte ; le sous-GCSP ACDEF estquant �a lui sur-rigide : il est g�en�eriquement impossible de pla
er le point F �a l'interse
tiondes 3 sph�eres (
ontraintes de distan
e) dont les 
entres C, D et E sont align�es.8.2.3 Rigidit�e stru
turelleLa rigidit�e stru
turelle 
orrespond �a une analyse des degr�es de libert�e (DDL)dans le GCSP. Intuitivement, un DDL repr�esente un mouvement ind�ependant dans leGCSP. Plus formellement :D�e�nition 2 Degr�e de libert�e (DDL)- Objet o : DDL(o) est le nombre de variables ind�ependantes d�e�nissant la position etl'orientation de o.1En r�ealit�e, la rigidit�e et les mouvements se d�e�nissent au niveau de 
haque solution d'un GCSP.Cependant, 
omme 
'est g�en�eralement le 
as en CAO, on 
onsid�ere la rigidit�e au niveau du GCSP
omme repr�esentant 
elle de toutes ses solutions 
ar on souhaite g�en�eralement �etudier des syst�emes nonr�esolus a�n d'en d�eduire des propri�et�es g�en�erales.2Cette se
onde 
ondition est toujours v�eri��ee sous l'hypoth�ese que nous avons pos�ee sur les 
ontraintesg�eom�etriques.
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 : DDL(
) est le nombre d'�equations ind�ependantes repr�esentant la 
on-trainte 
.- GCSP S = (O;C) : DDL(S)=PODDL(o) - PCDDL(
).En 3D, un point poss�ede 3 DDL et une droite 4 ; l'in
iden
e point-droite retire 2DDL, et une distan
e point-point 1. Ainsi, les sous-GCSP ACD, CDF et AF issus de la�gure 8.1-b ont respe
tivement 5, 6 et 7 DDL.La rigidit�e stru
turelle est une g�en�eralisation du th�eor�eme de Laman [Laman, 1970℄qui 
ara
t�erise la rigidit�e g�en�erique des syst�emes �a barres en 2D. Elle est bas�ee surl'intuition suivante : si un GCSP admet moins (resp. plus) de mouvements que le nombrede d�epla
ements (�egal �a d(d+1)2 en dimension d) admis par l'espa
e g�eom�etrique qui le
ontient, alors il est sur-(resp. sous-)rigide. Plus formellement :D�e�nition 3 Rigidit�e stru
turelle (s rigidit�e)Un GCSP S = (O;C) en dimension d est s rigide ssi DDL(S) = d(d+1)2 et S ne 
ontientpas de sous-GCSP sur-s rigide.S est sous-s rigide ssi DDL(S) > d(d+1)2 et S ne 
ontient pas de sous-GCSP sur-s rigide.S est sur-s rigide ssi 9S0 � S tel que DDL(S0) < d(d+1)2 .En pratique, la rigidit�e stru
turelle est 
onsid�er�ee 
omme une bonne approximationde la rigidit�e [Lamure et Mi
helu

i, 1998; Ho�mann et al., 1997℄. L'�e
art entre s rigidit�eet rigidit�e est en r�ealit�e important (
f. [Jermann et al., 2004a; Jermann, 2002℄). Nousillustrons i
i 
et �e
art sur 2 sous-GCSP issus de la �gure 8.1-b : ABCD est s rigide en3D puisque DDL(ABCD)=6, alors que 
e sous-GCSP est en r�ealit�e sous-rigide : le pointB peut bouger ind�ependamment des points C et D sur la droite A. ACDE est quant �alui sur-s rigide 
ar DDL(ACDE)=5, mais il s'agit en r�ealit�e d'un sous-GCSP bien-rigide.8.2.4 Rigidit�e stru
turelle �etendueLa rigidit�e stru
turelle �etendue (not�ee es rigidit�e) est bas�ee sur le 
on
ept de degr�e derigidit�e (DDR). Le degr�e de rigidit�e d'un GCSP repr�esente le nombre de d�epla
ementsadmis par 
elui-
i. Ce nombre d�epend des propri�et�es g�eom�etriques v�eri��ees par les objetsdu GCSP. Par exemple, le DDR d'une paire de droites en 2D est 3 si 
es droites sontquel
onques, alors qu'il vaut 2 si elles sont parall�eles ; le parall�elisme de 
es droites peutêtre expli
ite (
ontrainte entre les droites) mais peut aussi être induit par l'ensemble des
ontraintes du GCSP 
ontenant 
es droites. Dans 
e dernier 
as, inf�erer le parall�elisme(et don
 d�eterminer le DDR) est �equivalent �a la preuve de th�eor�eme g�eom�etrique.Le prin
ipe de la rigidit�e stru
turelle �etendue est de 
omparer le nombre de DDLd'un GCSP au DDR de 
e même GCSP, 
-a-d. le nombre de mouvements au nombre ded�epla
ements. On peut ainsi d�eterminer si un GCSP admet ou non des d�eformations.D�e�nition 4 Rigidit�e stru
turelle �etendue (es rigidit�e)Un GCSP S = (O;C) est es rigide ssi DDL(S)=DDR(S) et S n'est pas sur-es rigide.S est sous-es rigide ssi DDL(S) > DDR(S) et S n'est pas sur-es rigide.S est sur-es rigide ssi 9S0 � S, DDL(S0)< DDR(S0).La es rigidit�e subsume la s rigidit�e ; par exemple, es rigidit�e et rigidit�e 
orrespondentexa
tement sur tout sous-GCSP de la �gure 8.1. Cependant, elle demeure une approxi-mation de la rigidit�e dans le 
as g�en�eral : elle peut être tromp�ee par la pr�esen
e de



92redondan
es dans un GCSP, et il existe des GCSP dont les solutions n'ont pas toutes lamême rigidit�e, et ne peuvent être 
ara
t�eris�es par au
une 
ara
t�erisation a priori. En-�n, elle pose le probl�eme du 
al
ul du degr�e de rigidit�e, qui requiert la d�eterminationdes propri�et�es g�eom�etriques (in
iden
es, parall�elismes, ...) induites par les 
ontraintes duGCSP et �equivaut g�en�eralement �a la preuve de th�eor�eme en g�eom�etrie. Nous renvoyonsle le
teur �a [Jermann et al., 2004a℄ pour plus de d�etails sur 
ette nouvelle 
ara
t�erisationet une 
omparaison plus 
ompl�ete ave
 la rigidit�e stru
turelle.8.3 Cara
t�erisation par rigidit�e stru
turelleLa 
ara
t�erisation stru
turelle de la rigidit�e s'appuie sur une repr�esentation du GCSP
onsid�er�e sous la forme d'un r�eseau dans lequel une distribution de 
ots 
orrespond �aune distribution des DDL des 
ontraintes sur les DDL des objets.8.3.1 R�eseau Objet-ContrainteUn GCSP S = (O;C) peut être repr�esent�e par un r�eseau G = (s; V; t; E; w) ap-pel�e r�eseau objets-
ontraintes (introduit dans [Ho�mann et al., 1997℄). La �gure 8.2-arepr�esente le r�eseau objets-
ontraintes 
orrespondant au GCSP de la �gure 8.1-a. 
m
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Fig. 8.2 { R�eseaux objets-
ontraintes et distributions de 
ots par les algorithmes Denseet Over-RigidD�e�nition 5 R�eseau objets-
ontraintes (s; V; t; E; w)- s est la sour
e et t est le puits.- Chaque objet o 2 O est repr�esent�e par un n�ud-objet vo 2 V .- Chaque 
ontrainte 
 2 C est repr�esent�ee par un n�ud-
ontrainte v
 2 V .- Pour 
haque objet o 2 O, on ajoute un ar
 (vo ! t) 2 E de 
apa
it�e w(vo !t) =DDL(o).- Pour 
haque 
ontrainte 
 2 C, on ajoute un ar
 (s ! v
) 2 E de 
apa
it�e w(s !



93v
) =DDL(
).- Pour 
haque objet o 2 O sur lequel porte une 
ontrainte 
 2 C, il existe un ar
 v
 ! vode 
apa
it�e w(v
 ! vo) =1 dans E.Par d�e�nition, un 
ot dans 
e r�eseau repr�esente bien une distribution des DDL des
ontraintes sur les DDL des objets ; 
'est 
e prin
ipe qui est utilis�e pour la 
ara
t�erisationstru
turelle de la rigidit�e.8.3.2 Prin
ipe de 
ara
t�erisation par un 
otDu point de vue g�eom�etrique, la 
ara
t�erisation de la rigidit�e s'e�e
tue en v�eri�antqu'un GCSP n'admet que des d�epla
ements. Sous 
et angle, la d�ete
tion de rigidit�e �abase de 
ots peut être expliqu�ee 
omme suit :1. retirer K d�epla
ements du GCSP en introduisant K DDL suppl�ementaires du 
ôt�edes 
ontraintes ;2. v�eri�er si un sous-GCSP sur-
ontraint S0 existe en 
al
ulant un 
ot maximum dansle r�eseau objets-
ontraintes sur
harg�e ;3. si tel est le 
as, alors S0 v�eri�e DDL(S0)< K.En e�et, nous avons d�ej�a expliqu�e qu'un 
ot dans le r�eseau objets-
ontraintes repr�esen-te une distribution des DDL des 
ontraintes sur les DDL des objets, 
e qui revient intui-tivement �a 
hoisir quelles 
ontraintes r�esolvent quels objets. Un 
ot maximum repr�esentedon
 une distribution optimale des DDL dans le GCSP. Si un 
ot maximum ne peut satu-rer tous les ar
s issus de la sour
e du r�eseau, 
ela signi�e que 
ertains DDL des 
ontraintesne peuvent être distribu�es sur les objets (
f. d�e�nition 5). Il existe alors obligatoirementun sous-GCSP sur-
ontraint dans le GCSP.La d�ete
tion stru
turelle de rigidit�e exploite 
ette propri�et�e pour identi�er un sous-GCSP S0 qui v�eri�e DDL(S0)< K pour un K donn�e. Pour 
e faire, K DDL additionnelssont arti�
iellement introduits dans le r�eseau en provenan
e de la sour
e. Selon le prin
ipeexpliqu�e 
i-dessus, si le 
al
ul d'un 
ot maximum ne permet pas de saturer tous lesar
s issus de la sour
e 
ela signi�e que les objets ne peuvent pas absorber les DDL des
ontraintes plus 
es K DDL additionnels. S0 v�eri�e alors n�e
essairement DDL(S0)< K.[Ho�mann et al., 1997℄ ont montr�e que S0 est alors induit par l'ensemble des n�uds-objets travers�es durant la derni�ere re
her
he d'un 
hemin augmentant dans le r�eseau :S0 est induit par l'ensemble de tous les n�uds-objets atteignables par un par
ours dugraphe r�esiduel partant de la sour
e.En 
hoisissant la valeur ad�equate pour K, [Ho�mann et al., 1997℄ ont d�eriv�e desalgorithmes pour identi�er des sous-GCSP s rigides (K = d(d+1)2 + 1) ou sur-s rigides(K = d(d+1)2 ).8.3.3 Fon
tion DistributeLa fon
tion Distribute est la mise en appli
ation algorithmique du prin
ipe de 
ara
-t�erisation stru
turelle de la rigidit�e �a base de 
ots. Cette fon
tion, propos�ee dans [Ho�-mann et al., 1997℄, applique la sur
harge K en augmentant simplement la 
apa
it�e del'ar
 liant la sour
e �a une 
ontrainte 
 dans le r�eseau, 
-a-d. en ajoutant K au nombre



94de DDL de la 
ontrainte 
. Ce
i a pour but de retirer K d�epla
ements au sous-GCSPinduit par les objets li�es �a 
.Requiert: K > 0, S = (O;C), 
 2 CAssure: S0 � S v�eri�e DDL(S0)< K, ou S0 est videG R�eseau-Sur
harg�e(S;K; 
)V  Ford-Fulkerson(G)S0  Sous-GCSP-Induit(V; S)Retourne S0Algorithm 4: Distribute (S : un GCSP ;K : un entier ; 
 : une 
ontrainte) retourneS0 : un GCSPLa fon
tion R�eseau-Sur
harg�e retourne le r�eseau objets-
ontraintes 
orrespondantau GCSP S dans lequel la 
ontrainte 
 a �et�e sur
harg�ee, 
-a-d. que l'ar
 s ! 
 liantla sour
e s �a la 
ontrainte 
 est de 
apa
it�e DDL(
)+K. Le 
al
ul du 
ot maximumdans 
e r�eseau est e�e
tu�e par la fon
tion Ford-Fulkerson qui applique l'algorithme
lassique de [Ford et Fulkerson, 1962℄. Cette fon
tion retourne l'ensemble V des n�uds-objets travers�es lors de la derni�ere re
her
he d'un 
hemin augmentant, 
et ensemble�etant vide si le 
ot maximum sature tous les ar
s issus de la sour
e s. En�n, la fon
tionSous-GCSP-Induit retourne le sous-GCSP S0 induit par V . Selon la preuve de Ho�mannet al., S0 v�eri�e DDL(S0)< K ou S0 est vide.Exemple d'appli
ation de Distribute : La �gure 8.2-a illustre l'appel Distri-bute(S; 3; dAB) sur le GCSP S de la �gure 8.1-a. Un 
ot maximum est repr�esent�esur le r�eseau par les 
hi�res en gras. Comme l'ar
 s ! dAB n'est pas satur�e dans 
e
ot maximum, la fon
tion retourne le sous-GCSP induit par le sous-ensemble d'objetsatteignables dans le graphe r�esiduel en partant de dAB ; il s'agit du sous-GCSP AB, quidispose e�e
tivement de moins de K = 3 DDL.Complexit�e de Distribute : La 
omplexit�e de la fon
tion Distribute est domin�eepar 
elle de la fon
tion FordFulkerson qui e�e
tue le 
al
ul du 
ot maximum. En e�et,la produ
tion du r�eseau objets-
ontraintes sur
harg�e et l'extra
tion du sous-GCSP induitpar V peuvent être e�e
tu�es en temps lin�eaire, alors que le 
al
ul d'un 
ot maximumest en O(N2(N + M)), N �etant le nombre de n�uds et M le nombre d'ar
s dans ler�eseau. Notons n le nombre d'objets g�eom�etriques et m le nombre de 
ontraintes g�eom�e-triques ; en supposant que les 
ontraintes g�eom�etriques 
onsid�er�ees sont d'arit�e born�ee3,on obtient N = n+m etM � n. Il en r�esulte que la 
omplexit�e de la fon
tion Distributeexprim�ee en nombre d'objets et de 
ontraintes est O(n � (n+m)2).8.3.4 Algorithmes de Ho�mann et al.Dense et Minimal-Dense sont deux algorithmes propos�es par [Ho�mann et al., 1997℄reposent enti�erement sur la fon
tion Distribute.3En pratique, les 
ontraintes g�eom�etriques sont toujours d'arit�e born�ee ; même une 
ontrainte d'�egalit�ede distan
e sera d'arit�e au plus 4.



958.3.4.1 Algorithme DenseL'algorithme Dense a pour but d'identi�er un sous-GCSP bien ou sur-s rigide s'ilen existe un dans le GCSP pass�e en param�etre. Pour 
e faire, il 
onsiste simplement �aappliquer s�equentiellement la fon
tion Distribute �a 
haque 
ontrainte du GCSP 
onsid�er�e,ave
 une sur
harge valant �a 
haque fois K = d(d+1)2 + 1. La s�equen
e se termine lorsquel'appel 
ourant retourne un sous-GCSP S0 non vide. Par d�e�nition de la fon
tion Dis-tribute, S0 v�eri�e alors DDL(S0)< d(d+1)2 + 1, 
-a-d. que S0 est bien- ou sur-s rigide(
f. d�e�nition 3). Notons que 
et algorithme peut être utilis�e pour identi�er des sous-GCSP sur-s rigides uniquement en 
hangeant simplement la valeur de la sur
harge enK = d(d+1)2 .Requiert: d > 0 repr�esente la dimension de l'espa
e g�eom�etrique 
ontenant SAssure: S0 � S v�eri�e DDL(S0)< d(d+1)2 , ou S0 est videContraintes CS0  EmptyGCSPTant que Contraintes 6= ; ^ S0 = EmptyGCSP Faire
 Pop(Contraintes)S0  Distribute(S; d(d+1)2 ; 
)Fin Tant queRetourne S0Algorithm 5: Dense (S = (O;C) : un GCSP ; d : un entier) retourne S0 : unGCSP)Exemple d'appli
ation de Dense : La �gure 8.2-a illustre aussi l'appli
ation del'algorithme Dense sur le GCSP de la �gure 8.1-a : Dense(S; 2). En e�et, 
et algorithmeva imm�ediatement e�e
tuer l'appel Distribute(S; 4; dAB). Comme nous l'avons vu pr�e-
�edemment, Distribute(S; 3; dAB) retourne le sous-GCSPAB, et il en va de même pourl'algorithme Dense : la sur
harge K = 4 �etant sup�erieure �a K = 3, le 
ot maximum nepourra pas non plus saturer l'ar
 s! dAB liant la sour
e �a la 
ontrainte 
onsid�er�ee.Le sous-GCSP AB est don
 identi��e bien- ou sur-s rigide. Il est en r�ealit�e sur-s rigide,mais il s'agit de l'un des 
as o�u la s rigidit�e 
ara
t�erise mal la rigidit�e, 
omme nous l'avonsvu �a la se
tion 8.2.3.Complexit�e de Dense : La 
omplexit�e de l'algorithme Dense d�epend dire
tement de
elle de la fon
tion Distribute puisque 
et algorithme 
onsiste �a appeler 
ette fon
tionau plus une fois par 
ontrainte du GCSP. Il est don
 en O(m � n � (n +m)2). Il est �anoter que l'algorithme pr�esent�e dans [Ho�mann et al., 1997℄ s'applique sur un r�eseau
onstruit in
r�ementalement, 
e qui 
onduit �a une 
omplexit�e pratique moindre puisquel'algorithme termine toujours au plus tôt. Par ailleurs, d'autres optimisations peuventen
ore abaisser le 
oût de 
et algorithme. Par exemple, pr�e-
al
uler un 
ot maximum dur�eseau non-sur
harg�e une seule fois avant le premier appel �a l'algorithme Dense permetd'avoir seulement �a mettre �a jour 
e r�eseau pour 
haque sur
harge introduite, 
e quiabaisse la 
omplexit�e de la fon
tion FordFulkerson d'un fa
teur lin�eaire.



968.3.4.2 Algorithme Minimal-DenseL'algorithme Minimal-Dense a pour but de retourner un sous-GCSP bien- ou sur-s rigide minimal au sens de l'in
lusion, 
-a-d ne 
ontenant au
un sous-GCSP proprebien- ou sur-s rigide. Pour 
e faire, l'algorithme 
ommen
e par appliquer l'algorithmeDense a�n d'identi�er un sous-GCSP S0 bien- ou sur-s rigide. Il applique ensuite une�etape de minimisation qui 
onsiste �a essayer de retirer les objets de S0 un �a un. Apr�esle retrait d'un objet, un appel �a l'algorithme Dense permet de tester s'il existe toujoursun sous-GCSP bien- ou sur-s rigide, auquel 
as le pro
essus se poursuit sur 
e nouveausous-GCSP stri
tement plus petit ; autrement, l'objet retir�e �etait n�e
essaire �a l'existen
ed'un sous-GCSP bien- ou sur-s rigide et doit don
 être 
onserv�e.Requiert: d > 0 repr�esente la dimension de l'espa
e g�eom�etrique 
ontenant SAssure: S0 � S v�eri�e DDL(S0)< d(d+1)2 et 8S00 ( S0, DDL(S00)> d(d+1)2 , ou S0 est videS0  Dense(S; d)Ne
essaires ;O0  Objets(S0)Pour 
haque o 2 O0 nNe
essaires FaireS00  Sous-GCSP-Induit(O0 n fog; S0) fS00 est le sous-GCSP de S0 ne 
ontenantpas l'objet ogS00  Dense(S00; d)Si S00 6= EmptyGCSP AlorsS0  S00 fS00 est dense, don
 o n'est pas n�e
essaire ; le sous-GCSP S0 devient lenouveau sous-GCSP S00 identi��egSinonNe
essaires  Ne
essaires [ fog fo est n�e
essaire ; il est 
onserv�e a�n de nepas être test�e �a nouveaugFin SiFin PourRetourne S0Algorithm 6: Minimal-Dense (S = (O;C) : un GCSP ; d : un entier) retourneS0 : un GCSP)Exemple d'appli
ation de Minimal-Dense : appliqu�e au GCSP de la �gure 8.1-a, 
et algorithme retournera �egalement le sous-GCSP AB. En e�et, le premier appel �al'algorithme Dense retournera AB. Le retrait de A donne alors un sous-GCSP vide de
ontraintes, qui n'est don
 pas bien- ou sur-s rigide ; le retrait de B �egalement. A et B�etant n�e
essaires, le sous-GCSP minimis�e est bien AB.Complexit�e de Minimal-Dense : La 
omplexit�e de l'algorithme d�epend dire
tementde 
elle de l'algorithme Dense puisqu'il 
onsiste �a appliquer au plus une fois 
et algorithmepour 
haque objet du sous-GCSP identi��e par le premier appel �a Dense, qui est au pire leGCSP initial. Elle est en O(n�m�n�(n+m)2). L�a en
ore, les optimisations de l'algorithmeDense permettent d'obtenir une 
omplexit�e pratique inf�erieure �a 
ette 
omplexit�e en pire
as.



978.4 Nouveaux AlgorithmesNos nouveaux algorithmes, tout 
omme les algorithmes propos�es par [Ho�mann etal., 1997℄, sont bas�es sur un 
al
ul de 
ot maximum dans le r�eseau objets-
ontraintes.Cependant, ils pr�esentent deux di��eren
es prin
ipales :{ ils utilisent la es rigidit�e au lieu de la s rigidit�e ;{ ils e�e
tuent la distribution du 
ot de fa�
on g�eom�etriquement 
orre
te.Ces deux di��eren
es sont obtenues au moyen de deux modi�
ations majeures de lafon
tion Distribute dans la fa�
on d'appliquer une sur
harge dans le r�eseau objets-
on-traintes :1. La valeur de la sur
harge appliqu�ee dans le r�eseau d�epend des propri�et�es g�eom�etri-ques v�eri��ees par les objets au lieu d'être 
onstante.2. La sur
harge est appliqu�ee via un n�ud R d�edi�e �a 
et e�et, au lieu d'être appliqu�eesur 
haque 
ontrainte.8.4.1 Nouvelle fon
tion DistributeComme nous l'avons vu dans la se
tion pr�e
�edente, le prin
ipe de la 
ara
t�erisationstru
turelle de la rigidit�e est de �xer arbitrairement K d�epla
ements et de v�eri�er l'exis-ten
e d'un sous-GCSP bien-
ontraint. La fon
tion Distribute propos�ee par Ho�mannet al. applique 
e prin
ipe en �xant les K d�epla
ements via une 
ontrainte, 
-a-d. en�xant un rep�ere lo
al sur les objets g�eom�etriques li�es �a une seule 
ontrainte. Cependant,retirer K d�epla
ements �a un sous-ensemble O0 d'objets n'est g�eom�etriquement 
orre
tque si le sous-GCSP S0 qu'il induit poss�ede au moins K d�epla
ements, 
-a-d. qu'il v�eri�eDDR(S0)� K.4Consid�erons par exemple un segment en 3D, 
-a-d. un sous-GCSP 
onstitu�e de 2points li�es par une 
ontrainte de distan
e. Ce sous-GCSP n'admet que 5 des 6 (3 rotations+ 3 translations) d�epla
ements autoris�es par l'espa
e 3D puisque la rotation selon l'axed�e�ni par le segment est sans e�et sur 
elui-
i. Ainsi, retirer 6 d�epla
ements �a un segment3D pour v�eri�er s'il est rigide est g�eom�etriquement in
orre
t et produit assur�ement unr�esultat erron�e. C'est pourtant 
e que fait la fon
tion Distribute propos�ee par Ho�mannet al. lorsqu'elle applique une sur
harge K = 6 + 1 sur une 
ontrainte de distan
e liantdeux points dans un GCSP en 3D.De fa�
on �a appliquer le prin
ipe de d�ete
tion stru
turelle de rigidit�e de fa�
on g�eom�e-triquement 
orre
te, nous proposons d'introduire une 
ontrainte virtuelle R poss�edant KDDL. Cette 
ontrainte, qui repr�esente le fait de �xer K d�epla
ements sur un ensembled'objets, ne sera li�ee qu'aux sous-GCSP S0 v�eri�ant DDR(S0)� K. K et S0 sont les deuxparam�etres d'entr�ee de notre version de la fon
tion Distribute.La fon
tion R�eseau-Sur
harg�e est un peu di��erente de 
elle utilis�ee par Ho�mannet al.. Elle retourne le r�eseau objets-
ontraintes 
orrespondant au GCSP S dans lequella 
ontrainte R a �et�e introduite, ainsi que les ar
s s ! R et R ! o, pour 
haqueo 2 S0, de 
apa
it�es respe
tives K et +1. Le 
al
ul du 
ot maximum dans 
e r�eseauest toujours e�e
tu�e par la fon
tion Ford-Fulkerson, qui retourne toujours l'ensembleV des n�uds-objets travers�es lors de la derni�ere re
her
he d'un 
hemin augmentant, 
etensemble �etant vide si le 
ot maximum sature tous les ar
s issus de la sour
e s. Selon lapreuve de Ho�mann et al., S00 v�eri�e DDL(S00)< K ou S00 est vide.4Rappelons que le DDR repr�esente le nombre de d�epla
ements admis par un sous-GCSP.



98Requiert: K > 0, S0 � S v�eri�e DDR(S0)� KAssure: S00 � S v�eri�e DDL(S00)< K, ou S00 est videG R�eseau-Sur
harg�e(S;K; S0)V  Ford-Fulkerson(G)S00  Sous-GCSP-Induit(V; S)Retourne S00Algorithm 7: Distribute (S : GCSP ;K : entier ; S0 : GCSP) retourne S00 : GCSP)Nos deux modi�
ations de la fon
tion Distribute permettent d'une part d'appliquerla sur
harge sur n'importe quel sous-GCSP, et d'autre part de ne distribuer la sur
hargeque vers les sous-GCSP pour lesquels 
ette op�eration est g�eom�etriquement 
orre
te.Exemple d'appli
ation de Distribute : Toujours sur le GCSP de la �gure 8.1-a,notre fon
tion Distribute pro
�ede di��eremment de 
elle de Ho�mann et al. : puisqueDDR(AB)=2, la sur
harge maximale appli
able sur 
e sous-GCSP est K = 2. La �-gure 8.2-b pr�esente l'appel Distribute(S; 2; AB) pour la nouvelle version de la fon
-tion. Le 
ot maximum parvient 
ette fois �a saturer tous les ar
s issus de la sour
e etau
un sous-GCSP n'est don
 retourn�e. Ce
i est �a la fois 
orre
t du point de vue stru
-turel puisque DDL(AB) n'est pas stri
tement inf�erieur �a K = 2, et du point de vueg�eom�etrique puisque 
e sous-GCSP n'est pas sur-rigide.Complexit�e de Distribute : La 
omplexit�e de la nouvelle fon
tion Distribute estexa
tement la même que 
elle de la fon
tion initialement propos�ee par Ho�mann et al..En e�et, la seule di��eren
e r�eside dans la 
onstru
tion du r�eseau, et nos modi�
ationsse font en temps lin�eaire dans la taille du sous-GCSP �a lier �a la 
ontrainte virtuelle R.Cette �etape de 
onstru
tion est toujours domin�ee par l'�etape de 
al
ul du 
ot maximum,et la fon
tion demeure en O(n � (n+m)2), 
omplexit�e en pire 
as qui peut toujours êtream�elior�ee par les heuristiques disponibles pour la version initiale de 
ette fon
tion.8.4.2 Algorithmes pour la d�ete
tion de rigidit�eA partir de la fon
tion Distribute, Ho�mann et al. d�erivaient les algorithmes Denseet Minimal-Dense qui permettent d'identi�er des sous-GCSP bien- ou sur-rigides et deles minimiser (en nombre d'objets).Ces algorithmes sont enti�erement reprodu
tibles ave
 la nouvelle fon
tion Distri-bute. Ce
i nous permet de r�epondre aux mêmes probl�emes mais de fa�
on g�eom�etrique-ment 
orre
te et ave
 une meilleure 
ara
t�erisation de la rigidit�e : la rigidit�e stru
turelle�etendue8.4.2.1 D�ete
tion de sous-GCSP sur-es rigidesS
h�ematiquement, l'algorithme Dense e�e
tue des appels �a la fon
tion Distribu-te pour 
haque 
ontrainte pr�esente dans le GCSP 
onsid�er�e, et 
e jusqu'�a 
e que 
ettefon
tion retourne un GCSP non-vide ou jusqu'�a 
e que toutes les 
ontraintes aient �et�etrait�ees. Dans 
et algorithme, la sur
harge est bas�ee uniquement sur la dimension del'espa
e g�eom�etrique 
onsid�er�e ; elle repr�esente le nombre maximum de d�epla
ements



99ind�ependants : 6 en 3D et 3 en 2D. L'algorithme Dense retourne don
 des sous-GCSPsur-s rigides5 puisque les GCSP retourn�es n'admettent pas 
ertains d�epla
ements de l'es-pa
e g�eom�etrique 
onsid�er�e. Comme nous l'avons expliqu�e, 
et algorithme est en r�ealit�ein
orre
t puisqu'il peut retirer parfois plus de d�epla
ements que n'en admet le sous-GCSPli�e �a la 
ontrainte sur
harg�ee.Pour obtenir un algorithme 
orre
t, nous proposons d'utiliser la d�e�nition de laes rigidit�e et notre fon
tion Distribute : la sur
harge pass�ee en param�etre �a la fon
tionDistribute sera le DDR du sous-GCSP sur lequel on applique la sur
harge.Ce
i nous permet de d�e�nir le nouvel algorithme Over-Rigid qui e�e
tue un appel dela forme Distribute(S,DDR(S0),S0) pour 
haque S0 � S jusqu'�a 
e qu'un sous-GCSPsur-es rigide soit retourn�e ou que tous les S0 aient �et�e trait�es. En e�et, un sous-GCSPS00 retourn�e par un appel de 
e type v�eri�e n�e
essairement DDL(S00) < DDR(S0), une
ondition suÆsante pour que S00 soit sur-rigide (
f. d�e�nition 4 et lemme 1).Bien sûr, un tel algorithme serait exponentiel en pire 
as puisque le nombre de sous-GCSP dans un GCSP est �egal au nombre de sous-ensembles d'objets dans l'ensembled'objets de 
e GCSP. Fort heureusement, nous montrerons (
f. se
tion Propri�et�es de O-ver-Rigid) qu'il est suÆsant d'appliquer la fon
tion Distribute aux sous-GCSP DDR-minimaux uniquement (
f. d�e�nition 6 
i-apr�es), 
e qui produit l'algorithme suivant :Assure: S00 � S est bien- ou sur-es rigide ou videS00  emptyGCSPM  DDR-Minimaux(S) f
onstruit l'ensemble des DDR-minimaux de SgTant que S00 = emptyGCSP et M 6= ; FaireS0  Pop(M)S00  Distribute(S,DDR(S0),S0)Fin Tant queRetourne S00Algorithm 8: Over-Rigid (S : GCSP) retourne S00 : GCSPD�e�nition 6 GCSP DDR-minimauxUn GCSP S est DDR-minimal ssi il ne 
ontient au
un sous-GCSP poss�edant le mêmeDDR, 
-a-d. que 8S0 ( S, DDR(S0)<DDR(S).L'importan
e de 
ette modi�
ation vient du fait que la taille d'un sous-GCSP DDR-minimal est born�ee en dimension donn�ee, et le nombre de tels sous-GCSP n'est don
 pasexponentiel (
f. paragraphe 
i-dessous sur la 
omplexit�e de l'algorithme).Exemple d'appli
ation de Over-RigidConsid�erons le GCSP S de la �gure 8.1-b. Soit M = fBC;CEF; :::g l'ensemble deses sous-GCSP DDR-minimaux produits par la fon
tion DDR-Minimaux(S). L'algorithmeOver-Rigid pro
�ede alors 
omme suit :1. A la premi�ere it�eration, S0 = BC et K =DDR(BC)=5. La �gure 8.2-
 repr�esentel'appel Distribute(S; 5; BC). Les ar
s issus de la sour
e s sont satur�es par le
al
ul du 
ot maximum et au
un sous-GCSP sur-rigide n'est identi��e.5ou bien- ou sur-s rigide si on utilise une sur
harge augment�ee de 1.



1002. A la se
onde it�eration, S0 = CEF et K =DDR(CEF )=6. La �gure 8.2-d pr�esentel'appel Distribute(S; 6; CEF) 
orrespondant �a 
ette it�eration. Cette fois-
i, onpeut 
onstater que l'ar
 s ! R n'est pas satur�e par le 
ot maximum. L'en-semble des objets atteignables �a partir de la sour
e dans le graphe r�esiduel �etantfA;C;D;E; Fg, l'algorithme termine �a 
ette it�eration en retournant le sous-GCSPS00 = ACDEF qui est e�e
tivement sur-es rigide.Sur 
e même GCSP, l'algorithme Dense, qui a le même obje
tif que notre algorithmeOver-Rigid retournerait soit un segment (par exemple CD), soit un sous-GCSP 
ompos�ede la droite et d'un point in
ident (par exemple AB), 
omme �etant un sous-GCSP sur-rigide, 
e qui est faux6.Propri�et�es de Over-RigidA�n de d�emontrer la 
orre
tion et la 
ompl�etude de l'algorithme, nous utiliserons leslemmes suivants qui �etablissent des propri�et�es du 
on
ept de DDR et de la distributionde 
ots dans des r�eseaux objets-
ontraintes :Lemme 1 Soit S un GCSP et S0 � S00 � S deux sous-GCSP. Alors DDR(S0) �DDR(S00).D�emonstration : Chaque unit�e du DDR dans un GCSP repr�esente un d�epla
ementind�ependant (translation or rotation) admis par 
e GCSP. L'ajout d'un nouvel objetdans 
e sous-GCSP ne peut en au
un 
as retirer un d�epla
ement de 
e GCSP puisque les
ontraintes sont ind�ependantes du rep�ere global. Ainsi, DDR(S0) � DDR(S0 [ fog).2Lemme 2 Soit S0 � S00 � S deux sous-GCSP du GCSP S. Si l'appel Distribu-te(S;K; S00) retourne un sous-GCSP S0 non vide, alors l'appel Distribute(S;K; S0)retourne n�e
essairement un sous-GCSP S1 non vide.D�emonstration : Soit GS0 le r�eseau sur
harg�e utilis�e par Distribute(S;K; S0) et GS00 ler�eseau objets-
ontraintes sur
harg�e utilis�e par Distribute(S;K; S00). La seule di��eren
eentre 
es deux r�eseaux est la pr�esen
e d'ar
s suppl�ementaires du type R ! o dans GS00puisque S0 � S00. Ainsi, la distribution de 
ot est n�e
essairement plus diÆ
ile dans GS0que dans GS00 , les 
apa
it�es totales issues de la sour
e et entrant dans le puits �etantidentiques dans 
es deux r�eseaux. Ainsi, si un 
al
ul de 
ot maximum ne peut saturerles ar
s issus de la sour
e dans GS00 , il est impossible, a fortiori, qu'un 
ot maximum lessature dans GS0 .2Corre
tion de Over-Rigid :Soit S00 un sous-GCSP non vide r�esultant de l'appel �a Over-Rigid(S). Supposonsque S00 r�esulte de l'appel Distribute(S;DDR(S0); S0) pour un sous-GCSP S donn�e ;S00 v�eri�e alors n�e
essairement DDL(S00) < DDR(S0) puisqu'il est non vide. De plus, pard�e�nition de la fon
tion Distribute,S0 � S00. Le lemme 1 assure alors que DDR(S0)�DDR(S00),et on peut don
 aÆrmer que DDL(S00)<DDR(S00), 
-a-d. que S00 est sur-es rigide.26En pratique, l'algorithme Dense est assist�e par des heuristiques qui lui permettent d'�eviter deserreurs aussi triviales, mais il demeure g�eom�etriquement in
orre
t et peut toujours être tromp�e par des
on�gurations non r�epertori�ees [Jermann, 2002℄.



101Compl�etude de Over-Rigid :L'algorithme Over-Rigid applique la sur
harge sur 
haque sous-GCSP dans l'en-semble M des sous-GCSP DDR-minimaux (g�en�er�e par la fon
tion DDR-Minimaux(S)).Remarquons que tout sous-GCSP non DDR-minimal 
ontient par d�e�nition un sous-GCSP DDR-minimal ayant même DDR. Le lemme 2 assure qu'au
un sous-GCSP sur-es rigide ne peut être manqu�e par l'algorithme.2Complexit�e de Over-Rigid :La 
omplexit�e en temps de l'algorithme Over-Rigid d�epend dire
tement du nombrede sous-GCSP DDR-minimaux. Nous avons prouv�e par �enum�eration que la taille (ennombre d'objets) d'un sous-GCSP DDR-minimal est 2 et 2D et 3 en 3D pour des GCSP
onstitu�es de points, droites et plans sous des 
ontraintes de distan
es, in
iden
es, angleset parall�elismes7. Ainsi, le nombre de sous-GCSP DDR-minimaux dans un GCSP de 
etype 
onstitu�e de n objets en dimension d est en O(nd).Appelons C1 la 
omplexit�e de la fon
tion DDR-Minimaux, et C2 
elle de la fon
tionDistribute que nous avons �etudi�ee �a la se
tion pr�e
�edente. Alors, la 
omplexit�e en pire
as de l'algorithme Over-Rigid est O(C1 + nd � C2).C1 est g�en�eralement la 
omplexit�e de la d�emonstration automatique en g�eom�etriepuisque le 
al
ul du DDR n�e
essite la d�etermination des propri�et�es g�eom�etriques v�eri��eespar les objets du GCSP. C1 est alors exponentielle en pire 
as. Cependant, 
ette 
om-plexit�e peut être polynomiale voire 
onstante pour des 
lasses de GCSP parti
uli�eres,
omme les syst�emes �a barres ou les m�e
anismes g�en�eriques. Qui plus est, on peut employerplusieurs heuristiques dans le 
al
ul du DDR qui permettent de rendre la 
omplexit�emoyenne plus abordable en pratique. Dans 
es 
as l�a, C1 est g�en�eralement n�egligeableen 
omparaison de C2, et on obtient une 
omplexit�e globale de l'algorithme Over-Ri-gid en O(nd � n � (n +m)2). En 
omparaison, la 
omplexit�e de l'algorithme Dense esten O(m � n � (n + m)2). Notre algorithme induit don
 un sur
oût approximativementlin�eaire en 2D et quadratique en 3D, puisque le nombre de 
ontraintes m dans un GCSPest g�en�eralement O(n) (moins d'�equations que de variables dans un GCSP rigide).8.4.2.2 D�ete
tion de sous-GCSP bien- ou sur-es rigidesA�n d'identi�er des sous-GCSP bien- ou sur-es rigides, il suÆt d'apporter une tr�esl�eg�ere modi�
ation �a l'algorithme Over-Rigid pr�esent�e 
i-dessus. Cette modi�
ation
onsiste simplement �a ajouter 1 �a la valeur de la sur
harge appliqu�ee �a 
haque appelde la nouvelle fon
tion Distribute. Celle-
i devient K = DDR(S0) + 1 au lieu deK = DDR(S0). Il en r�esulte que les GCSP S00 non vides retourn�es par l'algorithmeWell-Or-Over-Rigid v�eri�eront n�e
essairement DDL(S00) � DDR(S0), 
e qui 
onsti-tue une 
ondition suÆsante pour que S00 soit bien- ou sur-es rigide (
f. d�e�nition 4 etlemme 1).Toutes les propri�et�es de l'algorithme Over-Rigid sont pr�eserv�ees : l'algorithme Well--Or-Over-Rigid est 
orre
t, 
omplet et de 
omplexit�e O(nd � n � (n+m)2)).Remarque : Même si le sous-GCSP S00 v�eri�e DDL(S00) = DDR(S00), 
ela ne signi�epas qu'il est bien-es rigide. En e�et, il faut en
ore v�eri�er la se
onde 
ondition de la7La plupart des GCSP peuvent se ramener �a des syst�emes utilisant uniquement 
es objets et 
on-traintes primitives.



102es rigidit�e, 
-a-d. que S00 ne 
ontient au
un sous-GCSP sur es-rigide.8.4.2.3 D�e
ision de rigidit�e d'un GCSPPour d�e
ider si un GCSP S donn�e est bien-es rigide ou pas, il faut v�eri�er les deux
onditions impos�ees par la d�e�nition de la es rigidit�e (
f. d�e�nition 4) :{ DDL(S) = DDR(S){ S n'est pas sur-es rigidePour v�eri�er la premi�ere 
ondition, il suÆt de 
al
uler le nombre de DDL de S (parun simple 
ompte, 
f. d�e�nition 2) et son degr�e de rigidit�e DDR (voir [Jermann et al.,2004a℄).A�n de v�eri�er la se
onde 
ondition, un simple appel �a l'algorithme Over-RigidsuÆt : si 
et algorithme retourne un sous-GCSP vide, alors S n'est pas sur-es rigide.L'algorithme est 
omplet, 
orre
t et de 
omplexit�e �egale soit �a 
elle du 
al
ul du DDR(si 
elle-
i est exponentielle ou 
h�ere), soit �egale �a 
elle de l'algorithme Over-Rigid si le
al
ul du DDR est n�egligeable.8.4.2.4 Minimisation d'un sous-GCSP bien- ou sur-es rigideCet algorithme reprend le prin
ipe de minimisation propos�e par Ho�mann et al.dans l'algorithme Minimal-Dense, qui visait �a minimiser un sous-GCSP bien- ou sur-s rigide. Il suÆt de rempla
er l'appel �a Dense par un appel �a Well-Or-Over-Rigid8dans l'algorithme Minimal-Dense pr�esent�e pr�e
�edemment a�n d'obtenir l'algorithme Mi-nimal-Rigid qui retourne e�e
tivement un sous-GCSP bien- ou sur-es rigide minimalpour l'in
lusion.La 
orre
tion et la 
ompl�etude de 
et algorithme sont en
ore une fois assur�ees parles propri�et�es des algorithmes Minimal-Dense et Well-Or-Over-Rigid. La 
omplexit�e,quant �a elle, est en pire 
as O(n�nd �n�(n+m)2)) si le sous-GCSP initialement identi��eest le GCSP entier et que tout objet doit e�e
tivement être test�e.8.5 Con
lusionDans 
et arti
le, nous avons propos�e une nouvelle famille d'algorithmes permettantde r�epondre aux prin
ipales questions asso
i�ees au 
on
ept g�eom�etrique de rigidit�e ennous appuyant sur une nouvelle 
ara
t�erisation : la rigidit�e stru
turelle �etendue. Cesalgorithmes d�e
oulent des algorithmes �a base de 
ots propos�es par Ho�mann et al. pourla 
ara
t�erisation par rigidit�e stru
turelle.D'une part, nous avons montr�e dans [Jermann et al., 2004a℄ que la 
ara
t�erisationpar rigidit�e stru
turelle �etendue 
orrespond stri
tement mieux �a la rigidit�e que 
elle parrigidit�e stru
turelle, et d'autre part, nous venons de montrer que les algorithmes existantspour l'an
ienne 
ara
t�erisation pouvaient tous être reproduits pour la nouvelle 
ara
t�e-risation, moyennant un sur
oût approximativement lin�eaire en 2D et quadratique en 3D.Nous pensons don
 que toutes les m�ethodes d'analyse qualitative ou de r�esolutionde GCSP a
tuellement bas�ees sur la 
ara
t�erisation par rigidit�e stru
turelle peuvent �apr�esent 
onsid�erer l'utilisation de notre nouvelle 
ara
t�erisation. Cette alternative ap-portera vraisemblablement un gain signi�
atif en �abilit�e, mais �egalement en g�en�eri
it�e8ou Over-Rigid si on souhaite seulement minimiser des sous-GCSP sur-es rigides.



103puisque les m�ethodes a
tuelles ont pour la plupart re
ours �a des r�egles ad-ho
 pour g�ererles nombreuses ex
eptions 
onnues �a la rigidit�e stru
turelle 
lassique.Le 
on
ept de degr�e de rigidit�e (DDR), qui s'av�ere 
entral dans la d�e�nition de lanouvelle 
ara
t�erisation, pose 
ependant en
ore quelques questions : en pire 
as, 
al
ulerle DDR d'un GCSP s'av�ere de l'ordre de la preuve formelle de th�eor�eme g�eom�etrique.Nous avons d�ej�a identi��e des 
lasses de GCSP pour lesquelles 
e probl�eme est polynomial,mais un e�ort reste �a faire sur 
e sujet a�n d'identi�er d'autres 
lasses d'une part, et deproposer des heuristiques de 
al
ul permettant d'�eviter le plus possible le re
ours �a desalgorithmes exponentiels d'autre part.Par ailleurs, une 
omparaison exp�erimentale entre les deux types de 
ara
t�erisation,tant du point de vue qualitatif que du point de vue des performan
es des algorithmes
orrespondants, reste �a mener. Elle permettra de valider la d�emonstration formelle de lasup�eriorit�e de la 
ara
t�erisation par rigidit�e stru
turelle �etendue, et d'assurer la faisabilit�epratique des algorithmes 
orrespondants.



104



Chapitre 9Retour-arri�ere inter-blo
s etr�esolution par intervallesArti
le paru dans les a
tes de JNPC'04Auteurs : Bertrand Neveu, Gilles Trombettoni, Christophe JermannR�esum�eCet arti
le pr�esente une te
hnique, appel�ee Retour-arri�ere inter-blo
s (en anglais In-terBlo
k Ba
tra
king IBB), qui am�eliore la r�esolution par intervalles de syst�emes d'�equationsnon lin�eaires sur les r�eels quand 
es syst�emes sont d�e
omposables.Cette te
hnique, introduite en 1998 par Bliek et al, traite un syst�eme d'�equationsd�e
ompos�e au pr�ealable en un ensemble de (petits) sous-syst�emes k � k, appel�es blo
s.Une solution est obtenue en 
ombinant les solutions partielles 
al
ul�ees dans les di��erentsblo
s. Cette appro
he semble parti
uli�erement int�eressante pour a

�el�erer les te
hniquesde r�esolution par intervalles.Dans 
et arti
le, nous analysons en d�etail di��erentes variantes de IBB, qui di��erentdans leurs strat�egies de retour-arri�ere et de �ltrage. Nous introduisons aussi IBB-GBJ,une nouvelle variante bas�ee sur le graph-based ba
kjumping de De
hter.Une 
omparaison 
ompl�ete sur huit probl�emes nous a permis de mieux 
omprendrele 
omportement de IBB. Il montre que les variantes IBB-BT+ et IBB-GBJ sont de bons
ompromis entre simpli
it�e et performan
e. De plus, 
ela montre que limiter le �ltrage �al'int�erieur des blo
s est int�eressant. Pour toutes les instan
es test�ees, IBB gagne plusieursordres de grandeur par rapport �a une r�esolution globale sans d�e
omposition.Mots-
l�es : intervalles, d�e
omposition, retour-arri�ere, syst�emes peu denses9.1 Introdu
tionIl existe seulement quelques te
hniques pour 
al
uler toutes les solutions d'un syst�emed'�equations non lin�eaires sur les r�eels. Les te
hniques de 
al
ul formel, 
omme les basesde Gr�obner [Bu
hberger, 1985℄ et les m�ethodes de Ritt-Wu [Wu, 1986℄ sont souvent tr�es
oûteuses en temps et en m�emoire et sont limit�ees �a des syst�emes d'�equations alg�ebriquesde petite taille. La m�ethode par 
ontinuation, appel�ee aussi homotopie [Lahaye, 1934;105



106Durand, 1998℄, peut donner de tr�es bons r�esultats. Cependant, �eliminer les solutions
omplexes et prendre en 
ompte les in�egalit�es n'est pas simple. De plus, la m�ethodedoit partir d'un syst�eme initial \pro
he" du syst�eme �a r�esoudre. Cela rend diÆ
ile uneautomatisation, parti
uli�erement pour des syst�emes non alg�ebriques.Les te
hniques par intervalles sont des alternatives prometteuses, quand les domainesdes variables sont born�es a priori, 
e qui est souvent le 
as. Elles prennent aussi fa
ile-ment en 
ompte les in�egalit�es. Elles ont obtenu de bons r�esultats dans plusieurs domaines,
omme la 
ommande robuste [Jaulin et al., 2001℄ et la robotique [Merlet, 2002℄. Cepen-dant, 
es m�ethodes sont assez lentes et leur eÆ
a
it�e d�e
rô�t ave
 la taille du syst�eme�a r�esoudre : il est re
onnu que des syst�emes ave
 des 
entaines (parfois des dizaines) de
ontraintes non lin�eaires ne peuvent être r�esolus en pratique.Dans 
ertaines appli
ations faites de 
ontraintes non lin�eaires, les syst�emes sont peudenses et peuvent être d�e
ompos�es en sous-syst�emes par des te
hniques �equationnelles oug�eom�etriques. La CAO, la re
onstru
tion de s
�ene 3D ave
 des 
ontraintes g�eom�etriques[Wil
zkowiak et al., 2003℄, la 
himie mol�e
ulaire [Hendri
kson, 1992℄ et la robotiquerepr�esentent de tels 
hamps d'appli
ations prometteurs. Di��erentes te
hniques peuventêtre utilis�ees pour d�e
omposer de tels syst�emes en blo
s k � k. Les d�e
ompositions�equationnelles travaillent sur le graphe biparti form�e par les variables et les �equations [Ait-Aoudia et al., 1993; Bliek et al., 1998℄. Quand les �equations repr�esentent des 
ontraintesg�eom�etriques, les d�e
ompositions g�eom�etriques produisent g�en�eralement des blo
s pluspetits [Ho�mann et al., 1997; Jermann et al., 2000℄.L'appro
he originale, introduite en 1998 [Bliek et al., 1998℄, appel�ee dans 
et arti
leRetour-arri�ere inter-blo
s (en anglais InterBlo
k Ba
ktra
king IBB), peut être utilis�eeapr�es 
ette phase de d�e
omposition. En suivant l'ordre partiel entre les blo
s donn�e parla d�e
omposition, on peut appliquer un pro
essus de r�esolution 
lassique pour 
haqueblo
, traitant ainsi des syst�emes de taille r�eduite. IBB 
ombine les solutions partiellesobtenues pour 
onstruire les solutions globales du probl�eme.Bien que IBB puisse être utilis�e ave
 d'autres types de r�esolveurs, nous avons int�egr�edes te
hniques d'intervalles qui sont tr�es g�en�erales et eÆ
a
es sur des syst�emes r�eduits. Lepremier arti
le [Bliek et al., 1998℄ a pr�esent�e les premi�eres versions de IBB en in
luantplusieurs s
h�emas de retour-arri�ere et une te
hnique de d�e
omposition �equationnelle.Depuis, plusieurs variantes de IBB ont �et�e d�evelopp�ees sans être pr�esent�ees en d�etails etdans [Jermann et al., 2000℄ nous nous sommes par ailleurs int�eress�es �a des te
hniques ded�e
omposition g�eom�etrique utilisant des algorithmes de 
ots pour d�ete
ter des partiesrigides.Contributions.Cet arti
le d�etaille les phases de r�esolution r�ealis�ees par IBB ave
 des te
hniques parintervalles. Il apporte plusieurs 
ontributions :{ De nombreuses exp�erimentations ont �et�e r�ealis�ees sur un ban
 d'essais de plusgrande taille (entre 30 et 178 �equations). Elles ont 
onduit �a une 
omparaison plus�equitable entre les variantes. Ainsi, 
ela a 
on�rm�e que IBB pouvait gagner plusieursordres de grandeur en temps de 
al
ul par rapport aux te
hniques par intervallesappliqu�ees sur le syst�eme entier non d�e
ompos�e. Finalement, 
ela nous a permis demieux 
omprendre les subtilit�es de l'int�egration des te
hniques d'intervalles dansIBB.



107{ Une nouvelle version de IBB est pr�esent�ee, bas�ee sur l'algorithme bien 
onnu endomaines �nis GBJ [De
hter, 1990℄. Les exp�erimentations ont montr�e que IBB-GBJest un bon 
ompromis entre les versions ant�erieures.{ Un �ltrage inter-blo
s peut être ajout�e �a IBB. Son impa
t sur les performan
es estanalys�e dans les exp�erimentations.ContenuLa partie 9.2 pose quelques hypoth�eses sur les probl�emes qui peuvent être trait�es. Lapartie 9.3 rappelle les prin
ipes de IBB et de la r�esolution par intervalles. La partie 9.4d�etaille l'algorithme IBB-GBJ et la strat�egie de propagation inter-blo
s. La partie 9.5pr�esente les exp�erimentations r�ealis�ees sur un �e
hantillon de huit probl�emes. Les r�esultatssont analys�es dans la partie 9.6.9.2 Hypoth�esesIBB r�esout un syst�eme d�e
ompos�e d'�equations sur les r�eels. Tout type d'�equation peutêtre trait�e, alg�ebrique ou non. Notre ban
 d'essais 
omprend des �equations lin�eaires etquadratiques. IBB est utilis�e pour trouver toutes les solutions d'un syst�eme de 
ontraintes.Il pourrait être modi��e pour l'optimisation globale (
hoisir la solution minimisant un
rit�ere donn�e) en rempla�
ant le retour-arri�ere inter-blo
s par un algorithme 
lassique des�eparation-�evaluation (Bran
h and Bound). Rien n'a �et�e fait dans 
ette dire
tion pour lemoment.Nous faisons l'hypoth�ese que les syst�emes �a r�esoudre ont un nombre �ni de solutionspon
tuelles. Ainsi, 
ela permet �a IBB de 
ombiner un ensemble �ni de solutions partielles.Cette 
ondition vaut don
 ainsi pour 
haque sous-syst�eme (blo
), qui doit don
 être unsous-syst�eme 
arr�e, 
.-�a-d qui 
ontient autant d'�equations que de variables.Au
une autre hypoth�ese ne doit être pos�ee sur la te
hnique de d�e
omposition. Ce-pendant, 
omme nous utilisons une d�e
omposition stru
turelle, il ne doit pas y avoird'�equations redondantes. Les in�egalit�es ou les �equations suppl�ementaires utilis�ees pourr�eduire le nombre de solutions peuvent ensuite être ajout�ees fa
ilement pendant la phasede r�esolution dans le blo
 
orrespondant �a leurs variables (
omme par exemple, entant que 
ontraintes \soft" dans Numeri
a [Van Hentenry
k et al., 1997℄), mais 
etteint�egration est en dehors du 
hamp de 
et arti
le.Pour traiter 
ertaines redondan
es dans la phase de d�e
omposition, des d�e
ompositions\symboliques" pourraient aussi être envisag�ees [Bondyfalat et al., 1999℄. Ces algorithmesbas�es sur des te
hniques de 
al
ul formel peuvent tenir 
ompte des 
oeÆ
ients pr�esentsdans les 
ontraintes, et pas seulement des d�ependan
es stru
turelles.RemarqueEn pratique, les probl�emes qui peuvent être d�e
ompos�es sont souvent sous-
ontraintset ont plus de variables que d'�equations. Cependant, dans les appli
ations existantes, leprobl�eme peut être rendu 
arr�e (autant de variables que d'�equations) en donnant unevaleur �a un sous-ensemble de variables appel�ees param�etres d'entr�ee. Les valeurs de 
esparam�etres peuvent être fournies par l'utilisateur, lues sur une esquisse ou donn�ees parun pro
essus pr�eliminaire (par exemple, en re
onstru
tion de s
�ene 3D [Wil
zkowiak etal., 2003℄).



1089.3 FondementsCette partie pr�esente d'abord bri�evement la r�esolution par intervalles. La version laplus simple de IBB est ensuite introduite sur un exemple.9.3.1 Te
hniques de r�esolution par intervallesCSP num�eriquesUn probl�eme de satisfa
tion de 
ontraintes num�eriques (NCSP) P = (V;C; I) 
ontientun ensemble de 
ontraintes C et un ensemble de n variables V . Chaque variable vi 2 Vpeut prendre une valeur r�eelle dans l'intervalle di 2 I ; les bornes de di sont des nombres
ottants. R�esoudre P 
onsiste �a a�e
ter des valeurs aux variables de V de telle sorte queles 
ontraintes de C soient satisfaites.Un produit 
art�esien d'intervalles en dimension n peut être repr�esent�e par un pa-rall�el�epip�ede re
tangle n-dimensionnel appel�e bô�te. Les algorithmes de r�esolution vontdon
 manipuler des bô�tes, en appliquant des bisse
tions et des propagations de 
ontraintesqui servent �a �eliminer des bô�tes sans solution. Ils peuvent ainsi isoler des bô�tes pouvant
ontenir des solutions.Les nombres r�eels ne peuvent pas être repr�esent�es de mani�ere exa
te dans les ordina-teurs, le pro
essus de r�esolution s'arrête quand une tr�es petite bô�te a �et�e obtenue. Unetelle bô�te est appel�ee bô�te atomique dans 
et arti
le. En th�eorie, une bô�te atomiquepeut avoir la largeur existant entre deux 
ottants 
ons�e
utifs, En pratique, le pro
essusest interrompu quand tous les intervalles 
ontiennent w1 
ottants1. Il est important deremarquer qu'une bô�te atomique ne 
ontient pas n�e
essairement une solution. En e�et,le pro
essus est semi-d�eterministe : �evaluer une �egalit�e ave
 l'arithm�etique des intervallespeut prouver que la relation n'a pas de solution (quand les bô�tes de gau
he et de droiteont une interse
tion vide), mais ne permet pas d'aÆrmer qu'il existe une solution dansl'interse
tion.R�esolveur utilis�e dans IBBNous utilisons IlogSolver et sa biblioth�eque Il
Num. Il
Num implante la plupart des
ara
t�eristiques du syst�eme Numeri
a [Van Hentenry
k et al., 1997℄. Cette biblioth�equeutilise plusieurs prin
ipes d�evelopp�es dans l'analyse par intervalles et en programmationpar 
ontraintes. Le pro
essus de r�esolution suivi par IBB peut être r�esum�e de la mani�eresuivante :1. Bisse
tion : on 
hoisit une variable et on 
oupe son domaine en deux intervalles(la bô�te est 
oup�ee selon l'une de ses dimensions). Cela donne deux sous-CSP quisont trait�es en s�equen
e et rend le pro
essus de r�esolution 
ombinatoire.2. Filtrage/propagation : De l'information lo
ale (sur une 
ontrainte) ou plus globale(3B) est utilis�ee pour r�eduire la bô�te 
ourante ou arrêter une bran
he d�ete
t�ee sanssolution.1w1 est un param�etre d�e�ni par l'utilisateur. Dans la plupart des implantations, w1 est une largeuret non un nombre de 
ottants.



1093. Test d'uni
it�e : un test utilisant des m�ethodes d'analyse num�erique est r�ealis�e surle syst�eme d'�equations en prenant en 
ompte les d�eriv�ees premi�eres et se
ondes des�equations. Quand 
e test r�eussit sur la bô�te 
ourante, il assure qu'il existe unesolution unique et qu'un algorithme num�erique 
lassique (la m�ethode de Newton)peut 
onverger vers 
ette solution.Ces trois �etapes sont r�ealis�ees en bou
le. Le pro
essus s'arrête dans une bran
he quandune bô�te atomique d'une taille inf�erieure �a w1 a �et�e obtenue, ou quand le test d'uni
it�eest v�eri��e sur la bô�te 
ourante.La propagation est r�ealis�ee par un algorithme de point �xe de type AC3. Quatre typesde �ltrage aÆnent les bornes des intervalles (sans 
r�eer de trou : on ne manipule pasd'unions d'intervalles). La box-
onsistan
e [Van Hentenry
k et al., 1997℄ provient deIl
Num, la 2B-
onsistan
e provient de l'implantation initiale des CSP num�eriques dansIlogSolver. Bien qu'algorithmiquement di��erentes, 
e sont des 
onsistan
es lo
ales quine 
onsid�erent qu'une 
ontrainte �a la fois en r�eduisant les bornes des variables impliqu�ees.La 3B-
onsistan
e [Lhomme, 1993℄ utilise la 2B-
onsistan
e 
omme sous-pro
�edureet un prin
ipe de r�efutation (rognage) pour r�eduire les bornes de 
haque variable. Labound-
onsistan
e suit le même prin
ipe, mais utilise la box-
onsistan
e 
ommesous-pro
�edure. Un param�etre w2 doit être sp�e
i��e pour la bound ou la 3B : la borned'une variable n'est pas mise �a jour si la r�edu
tion de l'intervalle est inf�erieure �a w2. Leparam�etre w1 est aussi utilis�e pour �eviter un grand nombre de propagations dans le 
asde 
onvergen
e lente de la 2B ou Box : une r�edu
tion n'est e�e
tu�ee que si la portiond'intervalle �a enlever est sup�erieure �a w1.Le test d'uni
it�e a �et�e implant�e dans Il
Num. Malheureusement, il ne peut êtred�e
oupl�e de la Box ou de la Bound et il ne peut pas être appel�e quand le �ltrage est
elui de 2B ou de la 3B seul. Cela nous empê
he d'analyser �nement son 
omportement.9.3.2 IBB-BTIBB traite un Graphe sans 
ir
uit de blo
s (DAG) produit par une te
hniquede d�e
omposition. Un blo
 i est un sous-syst�eme 
omprenant �equations et variables.Certaines variables de i, appel�ees variables d'entr�ee, seront rempla
�ees par leurs valeurslors de la r�esolution du blo
. Les autres variables sont appel�ees variables de sortie. Unblo
 
arr�e a autant d'�equations que de variables de sortie. Il existe un ar
 d'un blo
 i versun blo
 j si et seulement si une �equation de j 
ontient au moins une variable de sortiede i. Le blo
 i est appel�e parent de j. Le DAG induit un ordre partiel pour la r�esolutione�e
tu�ee par IBB.Exemple :Nous allons illustrer le prin
ipe de IBB en prenant l'exemple de CAO m�e
anique 2Dintroduit dans [Bliek et al., 1998℄ (
f Fig. 9.1).Di��erents points (
er
les blan
s) sont reli�es par des barres rigides (segments). Lesbarres imposent une 
ontrainte de distan
e entre deux points. Le point h (
er
le noir)di��ere des autres par le fait qu'il est sur la barre hg; ii. En�n, le point d est 
ontraint �a
oulisser sur la droite sp�e
i��ee. Le probl�eme est de trouver une 
on�guration des pointsqui satisfait toutes les 
ontraintes. Une te
hnique de d�e
omposition �equationnelle produitle DAG montr�e sur la �gure 9.1-droite.
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5Fig. 9.1 { Graphe de blo
s : exemple.Illustration de IBB :Devant respe
ter l'ordre partiel du DAG, IBB suit don
 un des ordres totaux induits,par exemple le blo
 1, puis 2, 3, 4 et 5. Il appelle d'abord le r�esolveur par intervalles surle blo
 1 et obtient une premi�ere solution pour xb et yb(le blo
 a deux solutions). Une fois
ette solution obtenue, on peut substituer xb et yb par leurs valeurs dans les �equationsdes blo
s suivants : 2 et 3. Puis, on traite les blo
s 2, 3, 4 et 5 de fa�
on similaire.Quand un blo
 n'a pas de solution, il faut revenir en arri�ere. Un retour-arri�ere 
hro-nologique revient sur le blo
 pr�e
�edent. IBB 
al
ule la solution suivante pour 
e blo
et r�eessaye de r�esoudre les blo
s en aval. Cependant, on peut remarquer que 
e retour-arri�ere 
hronologique de la version IBB-BT ne prend pas en 
ompte l'ordre partiel duDAG. En e�et, supposons que, dans l'exemple 
i-dessus, le blo
 5 n'ait pas de solution. Leretour arri�ere 
hronologique reviendra sur le blo
 4, en trouvera une solution di��erenteet tentera �a nouveau de r�esoudre le blo
 5. Il est 
lair que le même �e
he
 se reproduira,les �equations du blo
 5 ne 
omprenant pas de variable du blo
 4.Nous avons expliqu�e dans [Bliek et al., 1998℄ que les s
h�emas CBJ etDynami
 Ba
ktra
king provenant des CSP en domaines �nis ne peuvent pas être dire
-tement utilis�es. En e�et, un �e
he
 dans un blo
 ne permet pas de dis
riminer �nementle blo
 parent qui est la 
ause de l'�e
he
. Les 
ontraintes sont g�en�eralement n-aires etfont intervenir plusieurs parents et un �e
he
 est don
 dû aux valeurs de tous les parents.Un retour arri�ere \intelligent" IBB-GPB, bas�e sur le \partial order ba
ktra
king" [M
Al-lester, 1993; Bliek, 1998℄ avait �et�e pr�esent�e. La prin
ipale diÆ
ult�e dans l'implantationde IBB-GPB est de maintenir un ensemble de 
on
its appel�es \nogoods". De plus, toutemodi�
ation de IBB-GPB, pour ajouter une 
ara
t�eristique ou une heuristique, 
omme le�ltrage inter-blo
s, demande une grande attention.Nous pr�esentons dans 
et arti
le une variante plus simple bas�ee sur le \graph-basedba
kjumping" (GBJ) de De
hter [De
hter, 1990℄, et nous le 
omparons �a IBB-GPB et �aIBB-BT.RemarqueDe part l'utilisation de la r�esolution par intervalles, une solution d'un blo
 ne 
orres-pond pas �a un ensemble de valeurs r�eelles, mais �a une bô�te atomique. Ainsi, le rempla
e-ment des variables de sortie des blo
s parents reviendrait �a introduire de petits intervalles
onstants de largeur w1 dans le blo
 
ourant. Mais, le r�esolveur utilis�e ne traite pas les



111intervalles 
onstants et nous avons dû re
ourir �a une heuristique appel�ee heuristiquedu point milieu qui rempla
e un intervalle 
onstant par le nombre 
ottant situ�e aumilieu de l'intervalle. Cette heuristique a plusieurs 
ons�equen
es qui sont analys�ees dansla partie 9.6.1.9.4 Utilisation de la stru
ture du DAG et �ltrage inter-blo
sLa stru
ture du DAG peut être prise en 
ompte de deux mani�eres :{ en des
endant : une 
ondition de re
al
ul peut �eviter de re
al
uler inutilement lessolutions d'un blo
 ;{ en remontant : quand un blo
 n'a pas de solution, on peut revenir sur un blo
parent, et non pas n�e
essairement sur le blo
 pr�e
�edent.Les deux paragraphes suivants pr�esentent 
es am�eliorations. Le troisi�eme d�etaille le�ltrage inter-blo
s qui peut être ajout�e �a tous les s
h�emas de retour-arri�ere. Ce
i 
onduit�a plusieurs variantes de IBB qui ont �et�e test�ees sur notre ban
 d'essais.9.4.1 La 
ondition de re
al
ulCette 
ondition peut être test�ee dans toutes les variantes de IBB, même IBB-BT.V�eri�er 
ette 
ondition de re
al
ul n'est pas 
oûteux et peut apporter des gains impor-tants.La 
ondition de re
al
ul indique qu'il est inutile de 
al
uler les solutions d'un blo
si les variables des parents n'ont pas 
hang�e de valeur. Dans 
e 
as, IBB peut r�eutiliserles solutions 
al
ul�ees la derni�ere fois que le blo
 a �et�e trait�e. Illustrons 
e point surl'exemple dida
tique r�esolu par IBB-BT.Supposons qu'une premi�ere solution ait �et�e 
al
ul�ee pour le blo
 3, et que toutes lessolutions 
al
ul�ees dans le blo
 4 aient 
onduit �a un �e
he
. IBB-BT revient alors sur le blo
3 et la se
onde position du point f est 
al
ul�ee. Quand IBB redes
end sur le blo
 4, 
eblo
 devrait normalement être re
al
ul�e suite aux modi�
ations de la solution 
ourantede f . Mais ni xf ni yf ne sont pr�esents dans les �equations du blo
 4, ainsi les deuxsolutions du blo
 4 
al
ul�ees auparavant peuvent être r�eutilis�ees.9.4.2 IBB-GBJSix tableaux sont utilis�es dans l'algorithme IBB-GBJ pr�esent�e sur la �gure 
i dessous :{ solutions[i,j℄ 
ontient la j�eme solution du blo
 i.{ blo
ks ba
k[i℄ 
ontient l'ensemble de blo
s an
êtres du blo
 i. Le blo
 le plusr�e
ent parmi eux (i.e., 
elui ave
 le plus grand num�ero) est 
hoisi en 
as de retour-arri�ere.{ parents[i℄ 
ontient l'ensemble des blo
s parents du blo
 i.{ assignment[v℄ 
ontient la valeur 
ourante de la variable v.{ save parents[i℄ 
ontient les valeurs des variables des blo
s parents de i la derni�erefois que i a �et�e r�esolu. Ce tableau est seulement utilis�e quand la 
ondition de re
al
ulest test�ee.{ #sols[i℄ 
ontient le nombre de solutions du blo
 i.



112Algorithme IBB_GBJ (#blo
ks, solutions, parents, save_parents, assignment)for i = 1 to #blo
ks doblo
ks_ba
k[i℄ = parents[i℄sol_index[i℄ = 0#sols[i℄ = 0end_fori = 1while (i >= 1) doif (Parents_
hanged? (i, parents, save_parents, assignment)) thenupdate_save_parents (i, parents, save_parents, assignment)sol_index[i℄ = 0#sols[i℄ = 0end_ifif (sol_index[i℄ >= #sols[i℄) andnot (next_solution(i, solutions, #sols)))theni = ba
kjumping (i, blo
ks_ba
k, sol_index)else /* les solutions [i, sol_index[i℄ ℄ sont affe
t�ees au blo
 i */assign_blo
k (i, solutions, sol_index, assignment)sol_index[i℄ = sol_index[i℄ + 1if (i == #blo
ks) then /* solution globale trouv�ee*/store_total_solution (solutions, sol_index, i)blo
ks_ba
k[#blo
ks℄ = {1...#blo
ks-1}elsei = i + 1end_ifend_ifend_whileIBB-GBJ peut trouver toutes les solutions d'un CSP num�erique. A partir du DAG, lesblo
s sont tout d'abord ordonn�es dans un ordre total et num�erot�es de 1 �a #blo
ks.Apr�es une phase d'initialisation, la bou
le while 
orrespond �a la re
her
he de solutions,i �etant le blo
 
ourant. Le pro
essus se termine quand i = 0, 
e qui signi�e que toutesles solutions ont �et�e trouv�ees.La fon
tion next solution appelle le r�esolveur pour 
al
uler la solution suivante dublo
 i. Si une solution est trouv�ee, la fon
tion retourne vrai, et les tableaux solutionset #sols sont mis �a jour. Sinon, la fon
tion retourne faux.Le 
ode 
orrespondant au premier else 
ontient les a
tions �a r�ealiser quand unesolution d'un blo
 est 
hoisie. La pro
�edure assign blo
kmodi�e le tableau assignmentde telle sorte que les valeurs de la solution trouv�ee sont a�e
t�ees aux variables du blo
 i.Quand une solution totale a �et�e trouv�ee, la mise �a jour de blo
ks ba
k est standard etassure la 
ompl�etude [De
hter, 1990℄. Parents 
hanged? v�eri�e la 
ondition de re
al
ul.Quand un blo
 n'a pas de solution, une fon
tion standard ba
kjumping retourne unniveau j o�u il est possible de revenir sans perdre de solution. Il est important d'ajouterdans les 
auses d'�e
he
 du blo
 j (i.e., blo
ks ba
k[j℄) 
elles du blo
 i. En e�et, 
es
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s sont une 
ause d'erreur possible pour la valeur 
ourante du blo
 j (
omme dansGBJ).Fon
tion ba
kjumping (i, in-out blo
ks_ba
k, in-out sol_index)if blo
ks-ba
k[i℄ thenj = more_re
ent (blo
ks_ba
k[i℄)blo
ks_ba
k[j℄ = blo
ks_ba
k[j℄ U blo
ks_ba
k[i℄ \ {j}elsej = -1end_iffor k = j+1 to i doblo
ks_ba
k[k℄ = parents[k℄sol_index[k℄ = 0end_forreturn jFavoriser la valeur 
ouranteLe prin
ipal in
onv�enient des algorithmes bas�es sur le \ba
kjumping" est que le travailr�ealis�e dans les blo
s entre i et j est perdu. Quand 
es blo
s sont trait�es de nouveau,on 
hoisit d'abord la valeur 
ourante d'une variable, au lieu de retraverser le domainedepuis le d�ebut. Puisque les domaines sont dynamiques ave
 IBB (les solutions d'un blo

hangent quand de nouvelles valeurs d'entr�ee lui sont donn�ees), 
ette am�elioration ne peutêtre r�ealis�ee que si la 
ondition de re
al
ul permet de r�eutiliser les solutions ant�erieures.Cette heuristique a �et�e ajout�ee �a IBB-GBJ2. Cependant, probablement �a 
ause de laremarque 
i-dessus, les gains en performan
e obtenus par 
ette heuristique sont faibleset ne sont pas d�etaill�es dans les exp�erimentations (
f partie 9.5).9.4.3 Filtrage inter-blo
sContrairement aux 
ara
t�eristiques du retour-arri�ere, le �ltrage inter-blo
s (ibf) estsp�e
i�que aux te
hniques de r�esolution par intervalles. ibf peut être in
orpor�e �a toutevariante de IBB.Pour les CSP en domaines �nis, on a g�en�eralement observ�e que, pendant la r�esolution,un �ltrage puissant sur le probl�eme restant est int�eressant. C'est pourquoi nous avonsd�e
id�e d'installer un �ltrage inter-blo
s dans IBB : au lieu de limiter le pro
essus de�ltrage (bas�e sur les 
onsistan
es 2B, 3B, Box ou Bound dans notre outil) au blo
 
ourant,nous avons �etendu le 
hamp du �ltrage �a toutes les variables.Plus pr�e
is�ement, avant de r�esoudre un blo
 i, on forme un sous-syst�eme de variableset �equations extrait des blo
s suivants :2L' algorithme doit g�erer un autre indi
e en plus de sol index.



1141. soit B = fi:::#blo
ks� 1g l'ensemble des blo
s non en
ore r�esolus,2. on r�eduit B aux blo
s 
onnexes �a i dans le graphe r�eduit aux blo
s de B 3.Ensuite, la bisse
tion est appliqu�ee seulement sur le blo
 i alors que le pro
essus de�ltrage est appliqu�e sur toutes les variables des blo
s dans B.Pour illustrer ibf, 
onsid�erons le DAG de l'exemple dida
tique. Quand le blo
 1 estr�esolu, tous les blo
s sont 
onsid�er�es par ibf puisqu'ils sont tous 
onnexes au blo
 1.Alors, toute r�edu
tion d'intervalle dans le blo
 1 peut impliquer une r�edu
tion pour toutevariable du syst�eme. Quand le blo
 2 est r�esolu, une r�edu
tion peut avoir une in
uen
esur les blo
s 3, 4 ou 5 pour les mêmes raisons. (On notera que le blo
 3 n'est pas enaval du blo
 2.) Quand le blo
 3 est r�esolu, une r�edu
tion ne peut avoir une in
uen
eque sur le blo
 5. En e�et, apr�es avoir enlev�e du graphe les blo
s 1 et 2, les blo
s 3 et4 n'appartiennent plus �a la même 
omposante 
onnexe. En fait, au
une propagation nepeut atteindre le blo
 4 puisque les variables parents du blo
 4 qui sont dans le blo
 2ont un intervalle d�ej�a r�eduit �a une largeur d'au plus w1 et ne peuvent plus être r�eduits.RemarqueIl faut faire attention �a la fa�
on dont ibf est in
orpor�e dans IBB-GBJ. En e�et, lesr�edu
tions induites par les blo
s pr�e
�edents doivent être regard�ees 
omme des 
ausesd'�e
he
 possibles. Cette modi�
ation de l'algorithme n'est pas d�etaill�ee et nous illustronsjuste 
e point sur l'exemple dida
tique. Si au
une solution n'est trouv�ee dans le blo
 3,IBB ave
 ibf doit revenir sur le blo
 2 et non sur le blo
 1. En e�et, quand le blo
 2 a �et�er�esolu, une r�edu
tion pourrait avoir �et�e propag�ee sur le blo
 3 (�a travers 5).9.5 Exp�erimentationsDes exp�erimentations exhaustives ont �et�e men�ees sur 8 probl�emes 
ompos�es de 
on-traintes g�eom�etriques. Nous avons 
ompar�e di��erentes variantes de IBB ave
 une r�esolutionpar intervalles appliqu�ee sur le syst�eme entier (appel�ee r�esolution globale 
i-apr�es).9.5.1 Ban
 d'essaisCertains d'entre eux sont des probl�emes arti�
iels, �a base surtout de 
ontraintesquadratiques de distan
e. Me
hanism et Tangent sont issus de [Latham et Middledit
h,1996℄ et [Bouma et al., 1995℄. Chair est un assemblage r�ealiste d'une 
haise fait de 178�equations repr�esentant une grande vari�et�e de 
ontraintes g�eom�etriques : distan
e, angle,in
iden
e, parall�elisme, orthogonalit�e, et
.3L'orientation du DAG est oubli�ee �a 
ette �etape, les ar
s du DAG sont transform�ees en arêtes, et le�ltrage peut s'appliquer sur des blo
s fr�eres.
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Ponts

(Sierpinski2)
StarTangent

Mechanism Fig. 9.2 { Ban
 d'essais 2DDim GCSP De
. Taille Taille De
. t.p pet. moy. gr.2D Me
hanism equ. 98 98 = 1x10, 2x4, 27x2, 26x1 1 8 48 448Ponts equ. 30 30 = 1x14, 6x2, 4x1 1 15 96 128Sierpinski3 geo. 84 124 = 44x2, 36x1 1 8 96 138Tangent geo. 28 42 = 2x4, 11x2, 12x1 4 16 32 64Star equ. 46 46 = 3x6, 3x4, 8x2 1 4 8 83D Chair equ. 178 178 = 1x15,1x13,1x9,5x8,3x6,2x4,14x3,1x2,31x1 6 6 18 36Hourglass geo. 39 39 = 2x4, 3x3, 2x2, 18x1 1 1 2 8Tetra equ. 30 30 = 1x9, 4x3, 1x2, 7x1 1 16 68 256Tab. 9.1 { D�etails du ban
 d'essais : m�ethode de d�e
omposition (De
.) ; nombred'�equations (Taille) ; Taille des blo
s (Taille De
.)- N �K signi�e N blo
s de taille K ;nombre de solutions ave
 les quatre types de domaines s�ele
tionn�es : tr�es petits (largeur= 0:1), petits (1), moyens (10), grands (100).
Chair

Tetra Hour−glassFig. 9.3 { Ban
 d'essais 3DLes domaines ont �et�e 
hoisis autour d'une solution donn�ee et 
onduisent �a des espa
esde re
her
he radi
alement di��erents. On notera qu'un probl�eme d�e�ni ave
 de grandsdomaines revient g�en�eralement �a mettre ℄�1;+1[ 
omme domaine de 
haque variable.Sierpinski3 est la fra
tale de Sierpinski au niveau 3, 
-�a-d. 3 Sierpinski2 misensemble. Le syst�eme d'�equations 
orrespondant aurait environ 240 solutions, on a don
limit�e les domaines initiaux �a des largeurs de 0.1 (tr�es petit), 0.8 (petit), 0.9 (moyen), 1(grand).



1169.5.2 Choix du �ltrageNous avons s�ele
tionn�e les meilleurs algorithmes de �ltrage en r�ealisant des testssur deux probl�emes de taille moyenne. Plusieurs pr�e
isions ont �et�e essay�ees pour lesparam�etres w1 et w2.Il est apparu 
lairement (
f TAB. 9.2) que 2B+Box et 3B surpassent les autres �ltrages.Tous les tests suivants ont �et�e r�ealis�es ave
 
es deux te
hniques.w2 w1 2B/3B Box/Bound 2B+Box/3B+BoundPonts 0 1e-6 sing 264 291e-8 sing 292 321e-10 sing 278 321e-2 1e-6 116 2078 3091e-8 2712 2642 13031e-10 13565 2652 55701e-4 1e-6 84 >54000 5231e-8 4413 >54000 5274Tangent 0 1e-6 sing 547 811e-8 sing 553 821e-10 sing 562 861e-2 1e-6 26 265 911e-8 35 270 941e-10 60 266 931e-4 1e-6 51 2516 3691e-8 68 2535 393Tab. 9.2 { Comparaison de di��erentes 
onsistan
es partielles. Les meilleurs r�esultatssont en gras. Un 0 dans la 
olonne w2 signi�e que 2B, Box, ou 2B+Box sont utilis�ees.Les 
ases sing 
orrespondent �a des solutions multiples qui 
onduisent �a une explosion
ombinatoire (
f 9.6.2).9.5.3 Tests prin
ipauxLes prin
ipales 
on
lusions des tests, dont les r�esultats sont pr�esent�es sur le ta-bleau 9.3, sont les suivantes :{ IBB surpasse toujours la r�esolution globale, 
e qui montre l'int�erêt d'exploiter lastru
ture du probl�eme. Un, deux ou trois ordres de grandeur peuvent être gagn�es enperforman
e. Même ave
 les tr�es petits domaines, les gains peuvent être signi�
atifs(voir Sierpinski3)4.{ Le �ltrage inter-blo
s est toujours 
ontre-produ
tif et même parfois tr�es mauvais(
f Tangent). Les essais ave
 la 
onsistan
e 3B montrent que la perte de temps dueau �ltrage inter-blo
s est alors r�eduite.{ L'exploitation de la stru
ture du DAG par la 
ondition de re
al
ul est tr�es b�en�e�que.4La r�esolution globale se 
ompare avantageusement ave
 IBB sur le probl�eme Star ave
 de tr�es petitsdomaines. Ce
i est dû �a la plus grande pr�e
ision requise pour rendre IBB 
omplet (voir partie 9.6). Ave
la même pr�e
ision, la r�esolution globale met 75 s �a trouver les solutions.



117Tr�es petit Petit Moyen Grand:IBF IBF :IBF IBF :IBF IBF :IBF IBFGlobal XXS XXS XXS XXSChair BT 3.3 XXS 3.2 XXS 9.4 XXS 12.4 XXSBT+ 2.4 XXS 2.3 XXS 4.5 XXS 4.7 XXSGBJ 2.4 XXS 2.3 XXS 4.5 XXS 4.7 XXSGPB XXI XXS XXI XXS XXI XXS XXI XXSGlobal XXS XXS XXS XXSMe
hanism BT 0.17 14.1 0.6 15.0 2.8 18.7 13.3 32.8BT+ 0.11 14.1 0.4 13.6 2.6 17.2 13.1 30.6GBJ 0.10 14.1 0.4 13.5 2.6 17.3 13.1 30.4GPB 0.10 14.2 0.4 13.3 2.7 17.4 13.1 30.53B(GBJ) 0.23 0.68 1.7 2.3 9.7 11 83 88Global 0.73 32 82 110Ponts BT 0.16 0.63 2.38 4.2 6.5 10.6 9.1 14.6BT+ 0.16 0.63 2.36 4.2 6.1 10.2 8.8 14.7GBJ 0.17 0.58 2.35 4.1 6.0 10.4 8.7 14.4GPB 0.22 0.61 2.37 4.1 6.3 10.4 8.7 14.43B(GBJ) 0.3 0.6 12 15 25 31 49 59Global 0.12 1.89 1.47 22.77Hour-glass BT+ 0.03 0.88 0.03 1.64 0.06 1.00 0.06 1.21GBJ 0.04 0.75 0.03 1.60 0.02 0.83 0.06 1.19GPB 0.05 0.73 0.03 1.61 0.05 0.88 0.05 1.153B(GBJ) 0.03 0.3 0.05 0.6 0.05 0.2 0.1 0.4Global 3.1 >54000 >54000 >54000Sierpinski3 3B(BT) 0.1 1.32 12.3 160 96 788 136 10943B(BT+) 0.1 1.32 12.7 160 67 703 93 9283B(GBJ) 0.1 1.32 12 166 61 682 85 9163B(GPB) XXI XXI XXI XXI XXI XXI XXI XXIGlobal 0.5 35 39 46Tangent BT+ 0.05 1.26 0.11 1.89 0.13 7.63 0.20 8.15GBJ 0.07 1.17 0.11 1.89 0.14 7.69 0.19 8.00GPB 0.07 1.19 0.10 1.93 0.11 7.69 0.22 8.043B(GBJ) 0.2 0.7 0.2 1.3 0.2 1.3 0.3 1.7Global 2.15 92 197 406Tetra BT+ 0.14 0.74 1.08 4.00 2.37 7.01 4.73 13.56GBJ 0.14 0.67 1.10 3.87 2.30 6.80 4.74 13.20GPB 0.16 0.65 1.11 3.90 2.29 6.71 4.72 13.19Global 8.7 2908 2068 1987Star BT 9.96 70 40.2 137 81.4 241 80.3 240BT+ 9.96 70 29.5 99.6 78.1 102 78 102GBJ 9.96 70 29.1 99.6 77.9 102 77.9 102GPB 9.96 70 29.4 99.6 49.3 102 49 102Tab. 9.3 { R�esultats exp�erimentaux. BT+ est IBB-BT ave
 la 
ondition de re
al
ul. Pour
haque algorithme et 
haque taille de domaine, les temps sont donn�es ave
 (IBF) et sans(:IBF) le �ltrage inter-blo
s ibf. Tous les temps sont en se
ondes et ont �et�e obtenus surun PentiumIII 935 Mhz sous Linux. Les temps pr�esent�es ont �et�e obtenus ave
 2B+Box,souvent meilleurs qu'ave
 3B sauf pour Sierpinski3. Les lignes 3B(GBJ)montrent les tempsave
 IBB-GBJ et 3B quand ils sont 
omp�etitifs.Les 
ases dans le tableau 9.3 
ontenant XXI ou XXS 
orrespondent �a un �e
he
 dansla r�esolution. XXS 
orrespond �a un �e
he
 dû �a IlogSolver o�u une taille maximum estd�epass�ee. XXI vient d'un bogue dans la gestion m�emoire des nogoods dans IBB-GPB.Pour aÆner nos 
on
lusions, le tableau 9.4 donne les statistiques obtenues sur lenombre de sauts (ba
kjumps) r�ealis�es par IBB-GBJ. On notera qu'au
un saut n'a �et�eobserv�e ave
 les quatre autres probl�emes.Ces exp�erimentations montrent un r�esultat signi�
atif. La plupart des sauts dispa-raissent quand on utilise un �ltrage inter-blo
s, 
e qui rappelle des r�esultats similairesobtenus en domaines �nis ave
 MAC-CBJ [Bessi�ere et R�egin, 1996℄. Cependant, le prix�a payer pour 
e �ltrage inter-blo
s est dans 
es essais trop important pour être rentable.



118Sierpinski3-Grand montre 
ette tendan
e : 2114 des 2118 sauts sont �elimin�es par le�ltrage inter-blo
s, mais l'algorithme 
orrespondant est 10 fois plus lent que IBB-GBJ !Filtrage IB T.P. Petit Moyen GrandPonts non 0 0 1 0oui 0 0 0 0Me
hanism non 3 4 0 0oui 0 0 0 0Star non 0 2 6 6oui 0 0 0 0Sierpinski3 non 0 12 829 2118oui 0 0 5 4Tab. 9.4 { Nombre de sauts ave
 et sans �ltrage inter-blo
s9.6 Dis
ussionDeux diÆ
ult�es sont apparues dans l'utilisation des te
hniques de r�esolution par in-tervalles ave
 IBB. Elles sont d�etaill�ees 
i-dessous.9.6.1 Heuristique du point milieuCette heuristique (
f partie 9.3.2) n'est pas satisfaisante puisque des solutions peuventêtre perdues, rendant le pro
essus de re
her
he in
omplet. Quand nous l'avons introduite[Bliek et al., 1998℄, les exemples �etaient petits et 
e 
as ne s'est pas produit. Depuis, ilest apparu ave
 les exemples Star, Sierpinski3 et Chair. Le probl�eme a �et�e r�esoluave
 Star et Sierpinski3 en augmentant la pr�e
ision (
.-�a-d, en diminuant w1). Desmodi�
ations ad ho
 du syst�eme d'�equations ont dû être e�e
tu�ees pour r�esoudre leprobl�eme sur l'exemple Chair.Une solution robuste 
onsisterait �a introduire des intervalles 
onstants dans les �equa-tions au lieu des points milieux (
e qui n'est a
tuellement pas possible ave
 IlogSolver).Nous pensons que le sur
oût en temps devrait être faible dans le s
h�ema de r�esolutionpar �ltrage et bisse
tion. Par 
ontre, les tests d'uni
it�e a
tuels ne pourraient plus êtrer�ealis�es 
ar ils ont besoin d'un syst�eme 
arr�e.9.6.2 G�erer les solutions multiplesUne autre limite des te
hniques d'intervalles est aggrav�ee par IBB. Les solutions mul-tiples arrivent quand plusieurs bô�tes atomiques pro
hes sont trouv�ees : une seule 
ontientune solution et le �ltrage n'a pu �e
arter les autres. Même quand le nombre de solutionsmultiples est petit, l'e�et multipli
atif dû �a la 
ombinaison des solutions partielles parIBB peut rendre le probl�eme imprati
able.Une solution 
onsiste �a augmenter la pr�e
ision (i.e., r�eduire w1), 
e qui r�esout 
ertains
as. Mixer plusieurs te
hniques de �ltrage, 
omme 2B+Box, r�eduit aussi le ph�enom�ene.(Les 
ases sing dans le tableau 9.2 ave
 2B proviennent de 
e ph�enom�ene.) Nous avonsimplant�e une m�ethode pour d�ete
ter les solutions multiples en ne gardant que la premi�eredes solutions trouv�ees �a une pr�e
ision epsilon pr�es. Ce
i a r�esolu le probl�eme dans laplupart des 
as. Mais quelques 
as pathologiques restent, �a 
ause d'une intera
tion ave




119l'heuristique du point milieu. Le point milieu du premier intervalle atomique trouv�e peutne pas être une solution et empê
her la r�esolution des blo
s en aval. Il serait sans douteplus robuste de prendre l'union des solutions multiples.9.7 Con
lusionCet arti
le a d�etaill�e le 
adre g�en�erique du retour arri�ere inter-blo
s IBB pour r�esoudreles CSP num�eriques. Nous avons implant�e trois s
h�emas de retour arri�ere (
hronologiqueBT, bas�e sur le graphe de blo
s GBJ et de type partial order ba
ktra
king GPB). Chaques
h�ema peut in
orporer une 
ondition de re
al
ul qui �evite 
ertains appels inutiles aur�esolveur. Chaque s
h�ema peut aussi utiliser un �ltrage inter-blo
s.Des s�eries de tests exp�erimentaux ont �et�e r�ealis�ees sur un ban
 d'essais de tailleraisonnable et 
ontenant des �equations non lin�eaires. En voi
i les prin
ipaux r�esultats.D'abord, toutes les variantes de IBB peuvent gagner plusieurs ordres de grandeur parrapport �a une r�esolution globale. Ensuite, le 
hoix du s
h�ema de retour-arri�ere n'estpas apparu 
ru
ial. En�n, exploiter la stru
ture du graphe de blo
s pendant le retour-arri�ere peut am�eliorer la performan
e sans 
r�eer de sur
oût. Ce
i nous 
onduit �a proposerl'utilisation de la version IBB-GBJ pr�esent�ee dans 
et arti
le.Un autre r�esultat de 
et arti
le est que le �ltrage inter-blo
s est apparu 
ontre-produ
tif. Cela tend �a montrer qu'un �ltrage global qui ne tient pas 
ompte de la stru
turea

omplit beau
oup de travail inutile. La pro
haine �etape de notre travail est la mise en�uvre d'une r�esolution ave
 des intervalles 
onstants pour enlever l'heuristique du pointmilieu et rendre notre implantation plus robuste.
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