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Introduction générale

L’un des axes majeurs de recherche en Intelligence Artificielle concerne la représentation des connais-
sances et le raisonnement à partir de celles-ci. Une approche assez naturelle repose sur l’utilisation des
concepts de la logique mathématique. Cependant dans un cadre informatique, on attend des résultats pra-
tiques : la déduction doit être programmée et produire des résultats dans un temps raisonnable.

Le choix d’un langage de représentation de la connaissance ainsi que la recherche d’outils et de mé-
thodes de résolution qui allient « puissance d’expression et efficacité » sont des problèmes anciens (cf. par
exemple [Brachman & Levesque 1982]) mais encore cruciaux à l’heure actuelle dans des domaines tels que
la programmation logique avec contraintes et la démonstration automatique. La contrainte d’efficacité est
souvent liée à une diminution de la puissance d’expression et inversement une « trop » grande expressivité
se heurte au problème de l’explosion combinatoire lors de larésolution. Ainsi l’utilisation de logiques « non
élémentaires » pose des problèmes tels que la dégradation extrêmement rapide des performances des mé-
thodes de résolution dès lors que la représentation des connaissances prises en compte devient importante.
Pour ces raisons, il nous a paru intéressant de circonscrirenotre étude à la logique propositionnelle.

En dépit de son apparente simplicité, ce langage permet, lorsqu’il est utilisé dans sa totalité, de représen-
ter de manière simple une grande variété de connaissances. De plus, d’autres logiques « plus puissantes »
s’y ramènent naturellement ou le contiennent. En outre, de nombreux problèmes pratiques peuvent s’expri-
mer naturellement en logique propositionnelle, sans devoir passer par des logiques très riches qui parfois,
masquent les difficultés théoriques et pratiques sous une inflation de concepts plus ou moins complexes.

L’efficacité des raisonnements, compte tenu du mode de représentation choisi, demeure bien évidem-
ment le problème primordial. Il reste que le problème de la vérification de la cohérence (encore appelée
abusivement, car ces termes sont des néologismes, consistance ou satisfaisabilité) d’une formule exprimée
en logique propositionnelle n’admet pas de solution à la fois générale et efficace. En effet, ce problème,
plus connu sous la forme du test de satisfaisabilité d’une formule propositionnelle mise sous forme normale
conjonctive (SAT) est considéré comme l’archétype des problèmes NP-complets ; à ce titre il joue un rôle
central en théorie de la complexité. Ainsi, aussi longtempsque la conjectureP = NP n’a pas été démon-
trée « vraie », nous ne disposerons pas d’algorithmes toujours efficaces, c’est-à-dire de complexité au pire
polynomiale pour résoudre ce problème.

Par ailleurs, la plupart des modèles de déduction des connaissances en logique requièrent au moins un
test de satisfaisabilité. La majorité des systèmes en intelligence artificielle à base de contraintes réalisent
explicitement ou implicitement ce test de satisfaisabilité. Ce dernier est donc crucial pour le développe-
ment pratique des systèmes à base de connaissances. Par exemple, le problème consistant à déterminer
si une informationf peut être déduite à partir de la connaissance exprimée par une formuleF de la lo-
gique propositionnelle revient à tester l’insatisfaisabilité de la formule(F ^ :f). Cependant dans diverses
applications, il est courant que des déductions successives doivent être calculées pour une même base de
connaissances. Dans ce contexte, effectuer un test de consistance pour chaque formule à déduire devient
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2 Introduction générale

très vite prohibitif au vu des considérations de complexitéthéorique et des performances pratiques des
meilleurs algorithmes actuels de satisfaction. Ainsi le problème de la déduction ou de l’interrogation d’une
base de connaissances s’inscrit dans un problème plus largede représentation des connaissances à partir
desquelles la déduction doit être calculée de manière efficace. À cette fin, la compilation logique de bases
de connaissances est l’une des stratégies les plus fréquemment utilisées.

L’objet de ce travail est l’étude des problèmes de satisfaisabilité et de compilations logiques de bases
de connaissances exprimées en logique propositionnelle. Cette étude présente avant tout un objectif pra-
tique : son ambition est de contribuer à l’amélioration des algorithmes existants et de proposer de nouvelles
techniques afin d’élargir l’étendue des instances traitables.

La première partie de ce manuscrit situe le contexte de mes travaux. Elle concentre quelques rappels de
logique propositionnelle, ainsi que de la théorie de la complexité. Ces rappels nous permettent de définir
formellement le problèmeSAT et de mesurer pleinement sa difficulté. D’autre part, un large passage est
dédié aux classes polynomiales deSAT. En effet, une partie de nos travaux est consacrée à l’exploitation
de ces classes polynomiales dans le cadre de la compilation logique de bases de connaissances proposi-
tionnelles. La fin de cette partie introductive est dédiée à la présentation des problèmes gravitant autour du
test de satisfaisabilité, comme les problèmes d’optimisation et de recherche associés àSAT ainsi que le
problème de la déduction logique.

La seconde partie traite des aspects algorithmiques du problèmeSAT. Nous présentons dans cette partie
les différentes études menées sur les algorithmes existantet proposons de nouvelles stratégies dans l’optique
d’élargir les classes d’instances traitables en pratique.À l’heure actuelle deux grands principes de résolution
surpassent en efficacité toutes les autres méthodes de leur catégorie respective : la recherche locale en ce
qui concerne les approches incomplètes et la procédure de Davis & Putnam pour les méthodes complètes.

La recherche locale a contribué ces dernières années au regain d’intérêt constaté pour le problème
SAT. Dans ce domaine nous proposons un nouvel algorithme de recherche locale basé sur une utilisation
systématique d’une liste de réparations interdites (la méthode tabou). L’efficacité des méthodes de recherche
locale est assujettie à un paramètrage pointilleux. L’algorithme proposé respecte tout naturellement cette
règle. Cependant un résultat empirique surprenant permet de régler automatiquement la taille de la liste
d’interdits en fonction du nombre de variables pour des instanceskSAT aléatoires.

La procédure de Davis & Putnam est quasiment au cœur de tous les solveurs complets pourSAT.
Depuis maintenant près de quarante ans, cette procédure fait l’objet de multiples recherches visant à son
amélioration. Ces améliorations portent essentiellement, soit sur l’heuristique de branchement, soit sur des
techniques de simplification permettant d’élaguer l’arbrede recherche. Notre contribution concerne ce se-
cond point. Plus précisément, nous proposons une généralisation du théorème de partition du modèle et
montrons comment une application restreinte à la propagation unitaire de cette généralisation permet de
diminuer significativement le nombre de nœuds explorés par l’arbre de décision décrit par la procédure de
Davis & Putnam.

La complémentarité des méthodes de recherche locale et de laprocédure de Davis & Putnam amène
naturellement à l’idée de faire coopérer ces méthodes afin detirer avantage des qualités intrinsèques de
chacune d’elles. Nous proposons plusieurs schémas de coopération entre ces méthodes et montrons que
de telles combinaisons sont très performantes en pratique.Plus précisément, nous montrons comment la
recherche locale peut être utilisée pour circonscrire l’inconsistance, alors qu’à l’origine ces méthodes sont
dédiées à la recherche de solutions. L’un des schémas de coopération proposé utilise la recherche locale
afin de prolonger l’interprétation partielle construite par la procédure de Davis & Putnam vers un modèle et
comme heuristique de branchement pour cette procédure. Ce schéma rivalise et surpasse même les meilleurs
algorithmes complets existants sur de nombreuses instances classiquement utilisées pour l’évaluation des
algorithmes.
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Nous terminons cette seconde partie par une étude réalisée sur le générateur standard d’instances aléa-
toireskSAT. Nous proposons d’étendre ce générateur par l’ajout d’un nouveau paramètre : la probabilité de
positiver un littéral. Empiriquement, nous avons mis en évidence un lien surprenant entre cette probabilité
et le pic de difficulté des instances générées. Par ailleurs,nous avons étudié pour chacun des modèles de gé-
nération proposés le nombre de littéraux unitaires et de littéraux purs rencontrés au cours de la résolution de
ces instances par une procédure classique de Davis & Putnam,ceci afin de déterminer les zones optimales
d’utilisation des méthodes de simplification liées à ces littéraux particuliers.

La troisième partie de cette thèse est consacrée au problèmede la déduction logique en calcul pro-
positionnel et plus précisément à la compilation logique debases de connaissances. Nous proposons une
nouvelle technique de compilation logique préservant l’équivalence, basée sur un raisonnement modulo
des théories. Nous définissons entre autres les concepts d’impliquants modulo une théorie, d’impliquants
modulo des théories et d’hyper-impliquants. Nous proposons divers algorithmes de compilation et d’inter-
rogation suivant ces différents types d’impliquants.

Guide de lecture

Dans le but d’éviter au lecteur de rechercher dans le document les notations, conventions et définitions
nous avons essayé de regrouper au maximum celles-ci dans la première partie de la thèse.

La numérotation des définitions, théorèmes, figures, tableaux, algorithmes, etc. inclut le numéro du
chapitre et l’ordre d’apparition dans ce chapitre. Cette numérotation a été préférée afin de faciliter les
recherches du lecteur.

La partie I intègre un bref état de l’art sur le problèmeSAT. Volontairement cet état de l’art se veut
très succinct sur les aspects algorithmiques de la résolution deSAT, alors que ces questions constituent
l’objet principal de cette thèse. En fait, afin de toujours situer au mieux notre travail par rapport à l’existant,
nous avons préféré introduire chaque thème abordé dans cette thèse par un état de l’art détaillé. Cette façon
inhabituelle de procéder permettra au lecteur intéressé uniquement par un sujet précis de cette thèse, de
limiter sa lecture au chapitre concernant ce sujet et d’y trouver à la fois un état de l’art et notre contribution
à ce thème.

Les parties II et III étant faiblement couplées, elles peuvent donc être lues indépendamment.

L’annexe décrit différentes instances deSAT issues du challenge DIMACS dont il est fait référence à
de multiples reprises dans ce manuscrit.

Bonne lecture ...
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Chapitre 1

Introduction

La logique propositionnelle, introduite sous sa forme moderne par G. Boole [Boole 1854] il y a presque
150 ans, constitue un formalisme simple et quelque peu rudimentaire. Cependant de nombreuses questions
théoriques liées à cet outil de modélisation de la connaissance et du raisonnement restent ouverts et de
nombreux problèmes pratiques en informatique peuvent se représenter de manière simple et se résoudre en
logique propositionnelle.

Un des objectifs de cette partie introductive à nos travaux est de rappeler brièvement des fondements de
la logique propositionnelle. Nous nous contentons de présenter les notations, conventions, définitions et pro-
priétés nécessaires à la lecture de ce manuscrit. En effet, de très nombreux ouvrages (e.g.[Chang & Lee 1973])
traitent déjà clairement et systématiquement de ce sujet.

Cette première partie a également pour objectif de présenter les problèmes principaux de décision liés
à la logique propositionnelle. Bien qu’ils s’inscrivent ausein d’un formalisme élémentaire, ces problèmes
possèdent une complexité algorithmique élevée, si bien qu’en pratique il est difficile de résoudre les ins-
tances de grandes tailles.

Afin de pouvoir énoncer la complexité de ces problèmes, nous ferons quelques brefs rappels de théorie
de la complexité, sans toutefois en redéfinir l’ensemble desconcepts et des propriétés. Pour plus de détails
quant à ce domaine, le lecteur pourra se référer par exemple aux ouvrages suivants : [Papadimitriou 1994],
[Turing & Girard 1991] et [Garey & Johnson 1979].

L’ensemble de ces rappels nous permettra d’introduire le « problème de satisfaisabilité d’une formule
de la logique propositionnelle mise sous forme normale conjonctive », appelé plus communémentle pro-
blème SAT. Ce problème occupe un rôle central en théorie de la complexité, où il représente le problème
NP-complet de référence [Cook 1971], auquel de nombreux problèmes en informatique se ramènent natu-
rellement ou le contiennent dans les domaines de la programmation logique, des bases de données déduc-
tives et de la validation de circuits électroniques, à titred’exemples. Cette thèse a pour objectif principal
d’apporter de nouvelles contributions pour la résolution heuristique de grandes instances deSAT.

Par ailleurs, un large paragraphe sera consacré à la présentation des classes polynomiales du problème
SAT. Bien que la nature de ces classes polynomiales les rendedifficilement exploitables pour de très nom-
breuses applications, une utilisation originale et efficace de celles-ci est présentée dans la troisième partie
de cette thèse. Ce chapitre introductif nous permettra doncde décrire leur construction et de présenter les
algorithmes nécessaires à la reconnaissance d’instances appartenant à ces classes et à leur résolution en
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8 Chapitre 1. Introduction

temps et espace polynomial. La liste dressée dans ce chapitre des classes polynomiales deSAT ne se veut
pas exhaustive mais constitue un simple récapitulatif des classes les plus connues et les plus utilisées.

Enfin, nous présenterons une partie des problèmes qui gravitent autour de ce test de satisfaisabilité et
dont il sera fait référence dans le reste de cette thèse. Nousétudierons également leur complexité ceci afin
de les situer les uns par rapport aux autres et de mieux appréhender leur difficulté.



Chapitre 2

La logique propositionnelle

2.1 Syntaxe

Définition 2.1 (atome)
Uneproposition atomique (ouatome) est une variable booléenne, c’est-à-dire une variable quiprend des
valeurs de vérité. Nous notons l’ensemble des valeurs de vérité fFAUX, VRAIg oufF;Vg ou encoref0; 1g.
Définition 2.2 (formule)
Soit un alphabet constitué d’un ensemble finid’atomes et de deux symboles particuliers>;?.
Soient les connecteurs :

– de négation :: (non ...)
– de conjonction :̂ (... et ...)
– de disjonction :_ (... ou ...)
– d’implication :! (si ... alors ...)
– d’équivalence :$ (... si et seulement si ...)

et les opérateurs auxiliaires de parenthésage :« ( » et « ) ».
Une formule propositionnelleF se construit récursivement en appliquant un nombre finide fois les règles
suivantes :

1. un atome,> et? sont des formules ;
2. siF est une formule alors(F) est une formule ;
3. siF est une formule alors:F est une formule ;
4. siF etF0 sont des formules alors :

– F ^ F0 est une formule ;
– F _ F0 est une formule ;
– F! F0 est une formule ;
– F$ F0 est une formule.

Remarque 2.1
Nous conviendrons que les connecteurs^; _;! et $ sont de même priorité, l’odre d’évaluation étant
ainsi déterminé par les parenthèses. L’opérateur de négation est considéré quant à lui comme prioritaire sur
tout autre connecteur.

Définition 2.3 (formules indépendantes)
Les formulesF1;F2; : : :;Fn sont ditesindépendantessi et seulement si elles n’ont pas d’atomes en com-
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mun.

Définition 2.4 (littéral)
On désigne parlittéral un atome� ou sa négation:� : � est appelélittéral positif et:� littéral négatif .
On dit que� et:� sont complémentaires et on note�� le littéral complémentaire du littéral �.

Définition 2.5 (littéral pur ou monotone)
Un littéral � est ditpur pour la formuleF si et seulement si� apparaît dansF et�� n’apparaît pas dansF.

2.2 Sémantique

2.2.1 Interprétation d’une formule

Définition 2.6 (interprétation)
Uneinterprétation I en calcul propositionnel est une application de l’ensembledes formules proposition-
nelles dans l’ensemble des valeurs de vérité (fV; Fg).
L’interprétationI(F) d’une formuleF est définie par la valeur de vérité donnée à chacun des atomes deF.I(F) est calculée par l’intermédiaire des règles suivantes :

1. I(>) = V ;

2. I(?) = F ;
3. I(:F) = V si et seulement siI(F) = F ;

4. I(F ^ G) = V si et seulement siI(F) = I(G) = V ;

5. I(F _ G) = F si et seulement siI(F) = I(G) = F ;

6. I(F! G) = F si et seulement siI(F) = V et I(G) = F ;

7. I(F$ G) = V si et seulement siI(F) = I(G).
La table suivante synthétise les valeurs de vérité pour les formules(:F), (F ^ G), (F _ G), (F! G) et(F$ G) en fonction de celles deF etG :I(F) I(G) I(:F) I(F ^ G) I(F _ G) I(F! G) I(F$ G)V V F V V V VV F F F V F FF V V F V V FF F V F F V V

TAB . 2.1 –Table de vérité d’une formule

Note 2.1
1. Utilisant les valeurs0 et1 pourF etV, il est possible d’écrire :

– I(:F) = 1 � I(F) ;
– I((F ^ G)) = minfI(F); I(G)g ;
– I((F _ G)) = maxfI(F); I(G)g.

2. De la table de vérité ci-dessus, il est possible de déduireque :

– la formule(F! G) s’écrit également(:F _ G) ;
– la formule(F$ G) s’écrit également((F! G) ^ (G! F)) et donc((:F _ G) ^ (:G _ F)) ;
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– le « ou exclusif » (exprimant la « différence ») de deux formules, noté :(:F � G), s’écrit
également ::(F $ G). Ou encore, si l’on se restreint à l’utilisation des opérateurs {:;_;^} :((F ^ :G) _ (G ^ :F)).

3. Nous notonsSI(F) l’ensemble des interprétations d’une formuleF. SiF possède exactementn atomes
différents, alorsjSI(F)j= 2n.

Remarque 2.2
En calcul propositionnel, pour décrire une interprétationI , il suffit de connaître la valeur de vérité qu’elle
donne à toute variable propositionnellev de la formule, sachant que soit le littéralv, soit le littéral:v
est vrai dansI . Il est donc naturel de caractériser une interprétationI par l’ensemble des atomes vrais
pour l’interprétation. Par exemple, pour la formule(a ^ b) ! ( $ d) et l’interprétationI(a) = V,I(b) = F, I() = V et I(d) = F, I est notéefa; g. Cependant, cette représentation ne permet pas de
distinguer les atomes n’ayant pas de valeur de vérité « définie », des atomes ayant une valeur de vérité égale
à F, dans le cas des interprétations incomplètes (cf. définition 2.8). Nous adopterons donc la convention
suivante consistant à représenter une interprétation par l’ensemble des littéraux vrais pour l’interprétation.
Ainsi, selon cette seconde convention, l’interprétationI explicitée ci-dessus sera représentée par l’ensemblefa;:b; ;:dg.
Définition 2.7 (Distance de Hamming)
SoientI etI 0 deux interprétations appartenant àSI(F), nous notonsSH(I;I0) l’ensemble des variables pour
lesquellesI etI 0 diffèrent :SH(I;I0) = fx tel quex est un atome deF et I(x) 6= I 0(x)g
La distance deHAMMING entre deux interprétationsI et I 0 d’une formuleF, notéedH(I; I 0), représente
le cardinal de cet ensemble :dH (I; I 0) =jSH(I;I0)j.
Si l’on utilise la représentation ensembliste des interprétations (définie par la seconde convention proposée
dans la remarque 2.2), nous avons :dH(I; I 0) =jI j�jI \ I 0j.
Définition 2.8 (Interprétation partielle, incomplète et complète)
SoitI une interprétation (vue comme un ensemble de littéraux) d’une formuleF. On dit que :

– I 0 est uneinterprétation partielle deF si et seulement siI 0 � I ;

– I 0 est uneinterprétation incomplète deF si et seulement siI 0 � I .

Note 2.2
Une interprétationI deF est donc une interprétation partielle deF, elle est également appeléeinterpré-
tation complète. Dans le reste du manuscrit, le terme « interprétation complète » sera préféré à celui
« d’interprétation » lorsqu’il sera nécessaire d’opposer cette interprétation à une interprétation incomplète.

Remarque 2.3
Pour une formule ayantn atomes distincts, une interprétation (complète) est donc caractérisée par un en-
semble den littéraux tel que cet ensemble ne contient pas de littéraux complémentaires. Dans le cas d’une
interprétation partielle (repectivement incomplète) le cardinal de cet ensemble de littéraux est inférieur ou
égal (respectivement strictement inférieur) àn.

Définition 2.9 (Prolongement d’une interprétation partielle)
On appelleprolongement d’une interprétation partielleIp vers une interprétation complèteI d’une for-
muleF, l’inteprétation partielleI 0p telle queIp [ I 0p = I .

Note 2.3
Le prolongementI 0p peut éventuellement être l’ensemble vide.

Définition 2.10 (interprétation complémentaire ou« miroir »)
L’ interprétation complémentaire de l’interprétationI , notée�I est telle que :8� un atome tel queI(�) est définie,�I(�) = :(I(�)):
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En référence à la remarque 2.2,�I est caractérisée par l’ensemble des littéraux complémentaires à ceux
caractérisantI .

2.2.2 Consistance, inconsistance, validité et invaliditéd’une formule

Définition 2.11 (formule satisfaite)
On dit qu’une formule propositionnelleF estsatisfaite par une interprétation I si et seulement si :I(F) = V.

Définition 2.12 (formule falsifiée)
Dualement, on dit qu’une formule propositionnelleF estfalsifiée(ou contredite) par une interprétation I
si et seulement siI(F) = F.

Définition 2.13 (modèle)
On appellemodèled’une formuleF, une interprétationI telle queI satisfaitF.

Définition 2.14 (contre-modèle)
On appellecontre-modèled’une formuleF, une interprétation I telle queI falsifieF.

Les concepts de consistance, inconsistance, validité et invalidité d’une formule se définissent comme suit.

Définition 2.15 (consistance, inconsistance)
Une formule est diteconsistantesi et seulement si elle admet au moins un modèle.
Une formule est diteinconsistantesi et seulement si elle n’admet pas de modèle, c’est-à-dire :8 I 2 SI(F); I(F) = F.

Définition 2.16 (validité, invalidité)
Une formule est ditevalide (ouuniversellement valideou tautologique) si et seulement si elle n’admet
pas de contre-modèle, c’est-à-dire8 I 2 SI(F); I(F) = V.
Une formule est diteinvalide si et seulement si elle admet un contre-modèle.

2.2.3 Conséquence sémantique

Définition 2.17 (conséquence sémantique ou conséquence logique)
Une formuleF implique sémantiquement une formuleG, notéF � G, si et seulement si tout modèle deF
est un modèle deG.
On dit alors queF a pourconséquence logiqueG, ou encore queG est uneconséquence logiquedeF.

Définition 2.18 (littéral impliqué)
On dit qu’une littérall est unlittéral impliqué d’une formuleF si et seulement siF � l, c’est-à-dire sil
appartient à tout modèle deF.

Définition 2.19 (équivalence sémantique)
On dit que deux formulesF etG sontsémantiquement équivalentes, notéF � G, si et seulement siF � G
etG � F, c’est-à-dire si elles admettent exactement les mêmes modèles.
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Exemple 2.1 (Exemple d’équivalence)
Un exemple trivial d’équivalence sémantique de deux formules : (F! G) � (:F _ G)
La proposition suivante exprime un résultat fondamental endémonstration automatique (preuve par l’ab-
surde).

Propriété 2.1
Soient deux formulesF etG : F � G si et seulement si la formule(F ^ :G) est inconsistante.

2.3 Clauses, monômes et formes normales

2.3.1 Clauses et monômes

Définition 2.20 (clause)
On appelleclauseune formule constituée d’une disjonction finie de littéraux.

Définition 2.21 (monôme)
Dualement, on appellemonômeune formule constituée d’une conjonction finie de littéraux.

Nous noterons une clause indifféremment par l’ensemble de ses littérauxfl1; l2; : : :; lng ou par leur
disjonction(l1_l2_: : :_ln). De même un monôme pourra être notéfl1; l2; : : :; lng ou(l1^l2^: : :^ln). Les
ambiguïtés possibles entre clauses et monômes, dûes à la notation ensembliste, seront levées par l’utilisation
de la notation disjonctive ou conjonctive.

Définition 2.22 (clause et monôme fondamentaux)
On appelleclause fondamentale(resp. monôme fondamental) une clause (resp. un monôme) qui ne
contient pas de littéraux complémentaires.

Note 2.4
De manière plus générale, on appelle ensemble fondamental de littéraux, un ensemble de littéraux ne conte-
nant pas de littéraux complémentaires. En particulier, uneinterprétation est un ensemble fondamental de
littéraux.

Remarque 2.4
Une clause qui ne serait pas fondamentale est tautologique,alors qu’une clause fondamentale est falsifiable.
Inversement, un monôme non fondamental est inconsistant, alors qu’un monôme fondamental peut être
satisfait.

Définition 2.23 (clause positive, négative, mixte)
On appelleclause positive(resp.négative) une clause qui ne contient pas de littéraux négatifs (resp.
positifs).
Une clause constituée de littéraux positifs et négatifs sera appeléeclause mixte.

Définition 2.24 (Longueur d’une clause ou d’un monôme)
On appellelongueur de la clause (resp. du monômem), le nombre de littéraux différents contenus dans (resp.m). Cette longueur sera notéel() (resp.l(m)).
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Définition 2.25 (clause unaire ou unitaire)
Uneclause unaire (ou unitaire ou mono-littérale) est une clause telle quel() = 1.

Remarque 2.5
Un littéral apparaissant dans une clause unitaire est alorsappelélittéral unitaire ; par abus de langage, nous
l’appelons égalementmono-littéral .

Définition 2.26 (clause binaire)
Uneclause binaire est une clause telle quel() = 2.

De même, une clause ternaire est de longueur de trois ; une clause quaternaire est de longueur quatre ; etc.

Définition 2.27 (clause vide)
La clause vide, c’est-à-dire la clause telle quel() = 0, sera notéefg ou?.

Note 2.5
La clause vide est inconsistante, et elle pourra être qualifiée de positive ou de négative, mais pas de mixte.

Définition 2.28 (monôme vide)
Lemonôme vide, c’est-à-dire le monôme tel quel(m) = 0, sera notéfg ou>.

Note 2.6
Le monôme vide symbolise la validité, il pourra être qualifiéde positif ou de négatif mais pas de mixte.

Définition 2.29 (clause de Horn)
Uneclause de Hornest une clause qui contient au plus un littéral positif.

Note 2.7
Dualement, une clause contenant au plus un littéral négatifsera appeléeclause reverse-Horn.

Exemple 2.2 (Exemples de clauses de Horn)f:a;:b; d;:g est une clause de Horn.fa; b;:d; g est une clause reverse-Horn.
Les clauses négatives sont des clauses de Horn.
Les clauses positives sont des clauses reverse-Horn.

Définition 2.30 (sous-sommation ou subsumption)
La clause1 sous-sommeou subsumela clause2 si et seulement si1 � 2. Le symbole� représentant
l’inclusion ensembliste non stricte.

Remarque 2.6
Dans le cas où1 et 2 sont des clauses fondamentales,1 � 2 si et seulement si1 � 2.
Exemple 2.3 (Exemples de subsumption)fa;:d; g subsumefa;:b;:d; g ;fa; b;:d; g ne subsume pasf:b; a; bg, bien quefa; b;:d; g � f:b; a; bg, mais la clausef:b; a; bg
n’est pas fondamentale.

Définition 2.31 (résolvante)
Deux clauses1 et2 se résolventsi et seulement si il existe un littérall tel quel 2 1 et�l 2 2.
La clause((1 � flg)[ (2 �f�lg)) est appeléerésolvante, plus précisément résolvante enl de1 et2.
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Exemple 2.4 (Exemple de résolvante)fa;:b;:d; g etf:b; d;:e; fg se résolvent end et ont pour résolvantefa;:b; ;:e; fg
2.3.2 Formes normales

Définition 2.32 (CNF)
Une formuleF est sousforme normale conjonctive (CNF) si et seulement siF est une conjonction de
clauses, c’est-à-dire une conjonction de disjonctions de littéraux.

Définition 2.33 (DNF)
Dualement, une formuleF est sousforme normale disjonctive (DNF) si et seulement siF est une disjonc-
tion de monômes, c’est-à-dire une disjonction de conjonctions de littéraux.

Propriété 2.2
Toute formule propositionnelle peut être réécrite sous forme normale.

Cependant la transformation classique peut nécessiter unecroissance exponentielle de la taille de l’en-
semble obtenu. Dans [Siegel 1987] un algorithme permettantde transformer en temps linéaire toute formuleF en une forme normale conjonctive, équivalente du point de vue de la satisfaisabilité, est donné.

Note 2.8
Une forme normale conjonctive (resp. disjonctive) est représentée par l’ensemble de ses clauses (resp.
monômes) :f1; 2; : : :; ng (resp.fm1;m2; : : :;mng).
Définition 2.34 (CNF irredondante ou minimale)
Soit� une formule mise sous forme normale conjonctive,� estirredondante minimale si et seulement si
pour toute clause de� : (� n fg) 2 .
Définition 2.35 (base)
Unebaseest un ensemble fini de formules que l’on assimile à la conjonction de ses formules.

Note 2.9
Dans le reste du manuscrit, une base sera assimilée à une conjonction de clauses qui lui est équivalente du
point de vue de la satisfaisabilité.

Nous noteronsSC l’ensemble des clauses d’une base etC (ou jSC j) son cardinal. De la même manièreSV et SL représenteront respectivement l’ensemble des variables et l’ensemble des littéraux d’une base et
leur cardinalités seront notées respectivementV etL (ou jSV j et jSLj).
Définition 2.36 (CNF« simplifié »)
Soient une CNF� et un littéral l, nous notons�l la CNF simplifiée en supprimant de� toutes les occur-
rences de�l et toutes les clauses oùl apparaît.
Par extension, si est une clause fondamentale,� correspond à la simplification de� par tous les littéraux
de la clause (� � � ^ l1 ^ l2 ^ ::: ^ lq où  = fl1; l2; :::; lqg).
Nous notons�� la CNF simplifiée par la propagation1 de tous ses littéraux unitaires de�.
De même, nous notons�� la CNF simplifiée par la propagation de tous les littéraux purs de�.
Enfin,�+ correspond à la CNF simplifiée par la propagation de tous les littéraux unitaires et purs de�.

1. La propagation unitaire correspond à une « simplificationrécursive » des littéraux unitaires (cf. paragraphe 7.1.1.1 page 96).
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Intuitivement, la simplification d’une formule par un littéral l est une opération élémentaire consistant
à exercer les règles d’évaluation d’une formule sur l’interprétation partielleIp définie uniquement pour
l’atomel (Ip(l) = V si l est positif,F sinon). Dans le cas d’une CNF, cette simplification s’effectue en deux
étapes :

1. suppression des clauses satisfaites parl, c’est-à-dire les clauses telles quel 2  ;

2. suppression des occurrences falsifiées del, c’est-à-dire des occurrences de�l.
Cette simplification est couramment appelée affectation (ou assignation) d’un littéral.

Exemple 2.5 (Simplifications d’une CNF)
Soit la CNF� = f(a_:); (:a_ b_ ); (:d_:a); (:_ d); (:b_ e_ f); (:e_ f _:g); (:f _:e)g.
Soit la clauseC = fa; :dg.�a = f(b _ ); (:d); (: _ d); (:b _ e _ f); (:e _ f _ :g); (:f _ :e)g.�C = f(b _ ); (:); (:b _ e _ f); (:e _ f _ :g); (:f _ :e)g.��C = f(e _ f); (:e _ f _ :g); (:f _ :e)g.�+C = f(e _ f); (:f _ :e)g.
2.4 Impliqués et impliquants

Définition 2.37 (impliqué)
Soient� une base et une clause, est unimpliqué de� si et seulement si� � .
Définition 2.38 (impliquant)
Soient� une base etm un monôme,m est unimpliquant de� si et seulement sim � �.

Définition 2.39 (impliqué et impliquant premiers)
Un impliqué (resp. impliquant ) premier d’une base est un impliqué (resp. impliquant) qui n´est pas
subsumé par aucun autre, c’est-à-dire qu’il est minimal pour l’inclusion.

Exemple 2.6 (Impliqués, impliquants, impliqués premiers et impliquants premiers)� = f(a _ :b _ ); (: _ d); (:a _ :d); (b _ )gf:a _ : _ dg est un impliqué de� (subsumé parf:a _ :g, impliqué premier de�) ;f:a _ bg est un impliqué premier de� ;f:a ^ b ^  ^ dg est un impliquant de� (subsumé parf:a ^  ^ dg, impliquant premier de�) ;fa ^ b ^ : ^ :dg est un impliquant premier de�.

Remarque 2.7
En calcul propositionnel, les notions de modèle partiel et d’impliquant se confondent.

Définition 2.40 (couverture d’impliqués)
Unecouverture d’impliqués d’une base� est un ensemble, notéb�, de conjonctions d’impliqués de� tel

que� � b�.
Définition 2.41 (couverture d’impliquants)
Unecouverture d’impliquants d’une base� est un ensemble, notéb�m, de disjonctions d’impliquants de� tel queb�m � �.
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Définition 2.42 (couverture irredondante)
Une couverture d’impliquésb� est diteirredondante si et seulement si�  2 b� t.q. (b� n ) � �.

De la même manière, une couverture d’impliquantsb�m est diteirredondante si et seulement si�m 2 b�m t.q. (b�m nm) � �.

Via la même construction, il est possible de définir une couverture (irredondante ou non) d’impliqués
premiers (respectivement d’impliquants premiers), c’est-à-dire une couverture constituée de conjonctions
d’impliqués premiers (respectivement de disjonctions d’impliquants premiers).
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Chapitre 3

Caractérisation du problème SAT

Ce chapitre a pour objectif de présenter le problèmeSAT. Pour ce faire, nous commençons par de très
brefs rappels de théorie de la complexité, ceci afin de situerau mieuxSAT et certains cas particuliers de ce
problème dans la hiérarchie polynomiale. Il est à noter que le lecteur familier de la théorie de la complexité
peut passer directement au paragraphe 3.2 (page 23).

Une fois ces rappels effectués, le problème de la satisfaisabilité d’une formule propositionnelle est défini
formellement. Enfin le reste de ce chapitre est consacré à la présentation de quelques classes ou restrictions
polynomiales de SAT.

3.1 Classes de complexité

Ce rappel ayant simplement pour objectif de situer le problèmeSAT et ses restrictions dans la hiérarchie
polynomiale, nous ne rappelons pas l’ensemble des conceptset propriétés nécessaires à la compréhension
de la théorie de la complexité. Pour plus de précisions quantà ce domaine, le lecteur pourra se référer
utilement aux ouvrages [Papadimitriou 1994] et [Turing & Girard 1991].

3.1.1 Préliminaires : la machine de Turing

La définition des différentes classes de complexité se basant sur un modèle de machine appeléemachine
deTURING, il est nécessaire de redéfinir les fondements de celle-ci.

Définition 3.1 (Machine de Turing)
Unemachine deTURING est constituée des éléments suivants :

– une bande de longueur infinie, découpée en cases (chaque case pouvant être vide ou contenir un
symbole appartenant à un alphabet finiA) ;

– une tête de lecture/écriture pouvant se déplacer d’une case à la fois (on noteD l’ensemble des
déplacements possibles1) ;

1. Ces déplacements sont réduits àgauche, droite et aucun déplacement.
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– une mémoire interne finie d’états (on noteE l’ensemble des états, en particulierE est constitué d’un
état initial et de un ou plusieurs états d’arrêt pouvant accepter ou rejeter la donnée d’entrée) ;

– une table de transitions, décrivant l’exécution du programme sur la machine.

Un calcul sur une machine de TURING s’effectue de la manière suivante :
– la donnée d’entrée est placée sur la bande, la tête de lecture pointant sur la première entrée de la

donnée ;
– le programme se déroule suivant la table de transitions et se termine lorsqu’une transition conduit à

un état d’arrêt.
– le résultat peut alors être lu sur la bande.

Remarque 3.1
Il est possible que la machine n’atteigne jamais un état d’arrêt, on dit alors qu’elle boucle.

Une machine de TURING est dite déterministe si l’ensemble des transitions qui luiest associé est consti-
tué de transitions déterministes, c’est-à-dire que la table de transition décrit une application fonctionnelle.
Autrement dit, pour tout couple(e; q) défini dans la table de transitions, il est associé un tripletunique(e0; q0; d) où e0 représente le nouvel état d’arrivée,q0 le symbole à écrire sur la bande à la place deq etd le
déplacement à effectuer.

A l’inverse, une machine de TURING non déterministe possède au moins une transition indéterministe
dans sa table des transitions.

Les ordinateurs actuels étant conçus d’après un modèle de machine à accès aléatoire, il est donc naturel
de se demander pourquoi baser nos définitions sur un modèle decalcul aussi rudimentaire que la machine
de TURING. Les machines à accès aléatoire possédant une mémoire adressable ont un accès direct à l’in-
formation, contrairement à la machine de TURING qui est obligée de parcourir séquentiellement son ruban
pour obtenir un résultat intermédiaire. Cependant il est possible de montrer que tout calcul nécessitant un
temps enf(n) sur une machine à accès aléatoire, peut être traduit sur une machine de TURING effectuant le
même calcul en tempsO(f6(n)); voire mêmeO(f3(n)) avec une machine de TURING à plusieurs rubans
[Papadimitriou 1994].

Propriété 3.1
Tout calcul s’effectuant en un tempsf(n), n représentant la taille de la donnée d’entrée, sur une machine
à accès aléatoire, peut être effectué enO(f3(n)) sur une machine deTURING (cf. [Papadimitriou 1994]
Theorem 2.5 page 43).

Malgré cette augmentation de temps, non négligeable, cettepropriété a permis d’utiliser la machine de
TURING comme référence dans les définitions théoriques des classesde complexité.

3.1.2 Classes de complexité P, NP, CoNP des problèmes de décision

Note 3.1
Dans la suite de ces rappels de théorie de la complexité,n représentera la taille de la donnée d’entrée des
problèmes.

Définition 3.2 (TIME)
Un problème appartient à la classe de complexitéTIME(f(n)) si et seulement si il existe une machine de
TURING le résolvant en tempsO(f(n)).
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Définition 3.3 (SPACE)
Un problème appartient à la classe de complexitéSPACE(f(n)) si et seulement si il existe une machine de
TURING le résolvant en espaceO(f(n)).
Définition 3.4 (Problème de décision)
Un problème� de décisionest un problème n’ayant que deux solutions possibles :« Oui » ou « Non ».
C’est-à-dire que l’ensembleD� des instances de� peut être scindé en deux ensembles disjoints :

1. Y� représentant l’ensemble des instances telles qu’il existeun programme les résolvant et répondant
« Oui » ;

2. N� représentant l’ensemble des instances pour lesquelles la réponse est« Non».Y� (respectivementN�) est appelé l’ensemble desinstances positives(respectivementnégatives) du pro-
blème�.

Définition 3.5 (Problème de décision complémentaire)
Le problème complémentaire d’un problème de décision� est le problème de décision� tel que :D� = D� et Y� = N�.

Définition 3.6 (P)
La classeP est l’ensemble des problèmes de décision qui peuvent être résolus en temps polynomial par une
machine deTURING déterministe, soit : P = [i>0TIME(ni) (3.1)

Définition 3.7 (NP)
La classe de complexitéNP est l’ensemble des problèmes de décision tel que pour tout problème deNP, il
existe au moins une machine deTURING non déterministe, telle que :

– quels que soient les choix effectués, la machine s’arrête après un temps borné par un polynôme
fonction de la taille de la donnée d’entrée ;

– si le problème admet une solution, la machine permet au moins une exécution s’arrêtant dans un état
d’acceptation ;

– si le problème n’admet pas de solution, quelle que soit l’exécution, la machine ne s’arrête pas dans
un état d’acceptation.

Propriété 3.2
Clairement, nous avons :P �NP.

Définition 3.8 (CoNP)
La classe de complexitéCoNP est l’ensemble des problèmes de décision dont les problèmescomplémen-
taires appartiennent à la classeNP.

Propriété 3.3
De même, nous avons :P � CoNP.

Deux conjectures semblent particulièrement vraisemblables au regard de nos connaissances théoriques
et pratiques actuelles [Papadimitriou 1994].

Conjecture 3.1
P 6= NP

Conjecture 3.2
NP 6= CoNP
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3.1.3 Réductions et complétude

Définition 3.9 (Réduction)
Une fonction de réduction d’un problème�1 en un problème�2 est une fonctionfr des instances de�1
vers celles de�2 telle que :

– fr est calculable en espace logarithmique sur une machine deTURING ;

– I est une instance positive de�1 si et seulement sifr(I) est une instance positive de�2.

Bien que basées sur des fonctions calculables en espace logarithmique, les réductions sont couramment
appelées réductions polynomiales. Ceci est du à la propriété suivante.

Propriété 3.4
Toute fonction calculable en espace logarithmique sur une machine deTURING peut être calculée en temps
polynomial (cf. [Papadimitriou 1994] Proposition 8.1 page160).

La notion de réduction permet de définir celle de complétude.

Définition 3.10 (Complétude)
On dit qu’un problème�1 est complet pour sa classe, si pour tout problème�2 appartenant à la même
classe que�1, il existe une réduction de�2 à�1.

Définition 3.11 (NP-complet,CoNP-complet)
Un problème est ditNP-complets’il est complet pour la classeNP.
Un problème est ditCoNP-complets’il est complet pour la classeCoNP.

La conjecture 3.1 implique qu’il n’existe pas d’algorithmedéterministe permettant de résoudre un pro-
blèmeNP-completen temps polynomial dans le pire cas. La classe des problèmesNP-completsn’a pas
seulement un intérêt théorique, en effet de nombreux problèmes pratiques, relevant notamment du monde
industriel (ordonnancement, études de fiabilité, logistique, etc.), sontNP-complets. La figure 3.1 permet
de situer les classesP, NP, CoNP, NP-completet CoNP-completles unes par rapport aux autres, sous les
conjectures 3.1 et 3.2. Pour plus de détails sur la théorie dela NP-complétude, le lecteur pourra se référer à
[Garey & Johnson 1979].

P
NP-

complet

NP CoNP

CoNP-

complet

FIG. 3.1 –ClassesP, NP et CoNP
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3.2 Définition

SAT (forme abrégée de « problème de satisfaisabilité d’une formule propositionnelle sous forme nor-
male conjonctive ») est le plus célèbre des problèmes NP-complets. Il représente un problème fondamental,
à la fois théoriquement et pratiquement. En effet il occupe un rôle central en théorie de la complexité, où il
représente le problème NP-complet de référence [Cook 1971], et de nombreux problèmes en informatique
s’y ramènent naturellement ou le contiennent (e.g.démonstration automatique, programmation logique,
bases de données déductives, validation de circuits électroniques, etc.).

Définition 3.12 (SAT)
Instance: S un ensemble fini de symboles propositionnels et� un ensemble fini de clauses construites surS.
Question: Existe-t-il une interprétation surS qui satisfasse l’ensemble des clauses de�?

Définition 3.13 (kSAT)
Instance: S un ensemble fini de symboles propositionnels et� un ensemble fini de clauses, tel que chaque
clause possède au plusk littéraux, construits surS.
Question: Existe-t-il une interprétation surS qui satisfasse l’ensemble des clauses de�?

3.3 Classes polynomiales de SAT

Nous rappelons que définir une classe polynomiale nécessitedeux algorithmes de complexité polyno-
miale :

– un algorithme de reconnaissance, qui décide si l’instancedu problème appartient à cette classe ou
pas ;

– un algorithme de décision de la satisfaisabilité des instances de cette classe.

Il est clair qu’il existe des classes d’instances ne répondant qu’à l’un ou l’autre des critères. Ces classes
sont quasiment inexploitables en pratique. Nous pouvons citer par exemple, la classe constituée de l’en-
semble des instances deSAT ayant un nombre polynomial de résolvantes. Clairement cette classe admet un
algorithme de décision polynomial2. Nous appellonsrestriction polynomialeune classe pour laquelle seul
un algorithme de décision polynomial existe.

Définition 3.14 (Restriction polynomiale)
On appellerestriction polynomiale d’un problème�, la restriction de� à un ensemble d’instances de�,
tel que cet ensemble appartienne à la classe de complexitéP.

Définition 3.15 (Classe polynomiale ou traitable)
On appelleclasse polynomialeouclasse traitabled’un problème�, une restriction polynomiale de� telle
qu’il existe un algorithme décidant en temps et en espace polynomial si une instance de� appartient ou
n’appartient pas à la classe.

Très peu de classes polynomiales deSAT sont connues à ce jour. Nous en établissons dans ce paragraphe
une liste non exhaustive.

2. Il suffit de calculer l’ensemble de ces résolvantes, ce quiest fait en temps et en espace polynomial par définition de la classe, et
de répondre « oui l’instance admet une solution » ou « non l’instance n’admet pas de solution », en fonction de la production ou non
de la clause vide.
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3.3.1 Les clauses binaires

La première classe polynomiale à avoir été exhibée est2SAT [Cook 1971], c’est-à-dire les instances de
SAT formées de clauses binaires. L’algorithme de reconnaissance pour cette classe est trivial et clairement
linéaire. L’algorithme de décision de satisfaisabilité proposé par S.A. Cook se base sur le principe de réso-
lution et est assurément polynomial puisque la résolvante de deux clauses binaires est au pire une clause
binaire et que le nombre de clauses binaires pouvant être construites, pour un nombre donné de variables,
est une fonction quadratique de ce nombre de variables.

Propriété 3.5
2SAT 2 P [Cook 1971].

Par la suite d’autres algorithmes de complexité linéaire furent proposés. Citons celui de S. Even, A. Itai
et A. Shamir [Evenet al.1976] se basant sur un algorithme énumératif avec un principe de retour arrière
intelligent, ou encore celui de B. Aspvall, M. Plass et R. Tarjan [Aspvallet al.1979] utilisant un codage
des clauses en termes de graphes et l’algorithme de R. Tarjan[Tarjan 1972] pour calculer les composantes
fortement connexes de ce graphe.

3.3.2 Les clauses de Horn

Une autre classe polynomiale bien connue deSAT estHORN-SAT.

Définition 3.16 (HORN-SAT)
HORN-SAT est la restriction deSAT aux ensembles de clauses de Horn.

L’algorithme de reconnaissance, comme pour les clauses binaires, est trivial et clairement linéaire : il
suffit de passer en revue les clauses une à une et de s’assurer qu’il y a bien au plus un littéral positif par
clause. En ce qui concerne le test de satisfaisabilité d’un ensemble de clauses de Horn, plusieurs auteurs ont
montré que la résolution des clauses positives unitaires, qui s’effectue en temps et en espace linéaire, est
suffisante [Minoux 1988, Dalal 1992, Rauzy 1995b]. D’autresalgorithmes de complexité linéaire, se basant
sur la théorie des graphes, ont été proposés [Dowling & Gallier 1984], [Ghallab & Escalada-Imaz 1991] et
[Scutellà 1990].

Propriété 3.6
HORN-SAT 2 P.

Définition 3.17 (Renommages)
On appellerenommage d’un ensemble de littérauxSL, une application� telle que :� : SL 7�! SL :l �! �(l) = 8><>: :l

oul et 8 l 2 SL : �(:l) = :�(l):
Par extension, nous définissons unrenommage� d’une clausec comme l’application de� à tous les
littéraux de cette clause :�() = Wl2�(l).
De même, unrenommage�� d’un ensemble de clauses� se définit comme :��(�) = V2��().
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Définition 3.18 (formule Horn-renommable)
On dit qu’un ensemble de clauses� estHorn-renommable si et seulement si il existe un renommage� des
littéraux de� tel que��(�) soit un ensemble de clauses de Horn.

Exemple 3.1 (Une instance Horn-renommable)
Soient� = fa _ b _ :d; :b _ :; a _ d _ :;  _ dg et� le renommage suivant :�(a) = :a�(b) = :b�() = �(d) = :d
Nous obtenons :��(�) = f :a _ :b _ d; b _ :; :a _ :d _ :;  _ :dg qui est un ensemble de clauses
de Horn. Par conséquent� est bien une formule Horn-renommable. �

Le problème de reconnaissance de formules Horn-renommables n’est pas aussi trivial que celui des
clauses de Horn ou des clauses binaires. En effet, il n’est pas immédiat de déterminer si une instanceSAT
est de Horn à un renommage près des littéraux. Toutefois, ce problème peut être ramené à celui de la sa-
tisfaisabilité d’un ensemble de clauses binaires, et par conséquent traité de manière linéaire [Lewis 1978,
Aspvall 1980, Chandruet al.1990, Hébrard 1994]. Ces algorithmes fournissant pour la plupart le renom-
mage permettant de transformer l’ensemble de clauses en un ensemble de clauses de Horn, décider de la
satisfaisabilité d’une formule Horn-renommable peut êtrefait en temps linéaire par l’intermédiaire d’un
algorithme décisionel emprunté à la classeHORN-SAT .

Propriété 3.7
Les instances Horn-renommables deSAT constituent une classe polynomiale deSAT .

3.3.3 Généralisation de HORN-SAT et2SAT

Plusieurs auteurs ont cherché à généraliser les deux classes polynomiales « primaires » deSAT (HORN-
SAT et 2SAT ). Ces recherches ont donné naissance à deux types de généralisation : les clauses q-Horn et
un principe de hiérarchisation des clauses.

3.3.3.1 Les clauses q-Horn

La classe des clauses q-Horn a été introduite par E. Boroset al.dans [Boroset al.1990] et se définit de
la manière suivante :

Définition 3.19 (Ensemble de clauses q-Horn)
Un ensemble de clauses� est ditq-Horn si et seulement si il existe une partition des variables (modulo un
renommage) de� en deux sous-ensembles disjointsH etQ tels qu’aucune clause de� :

– ne contient plus de deux variables deQ ;
– ne contient plus d’un littéral positif deH ;
– contenant un littéral positif deH ne contient de littéral positif deQ.

La difficulté de cette classe est la reconnaissance des ensemblesH etQ. En effet, une fois ces ensembles
déterminés, le test de satisfaisabilité revient à affecterà la valeurF toutes les variables deH et à résoudre
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le problème restant qui appartient clairement à2SAT. En ce qui concerne l’appartenance d’une formule à
la classe des clauses q-Horn, E. Boroset al.dans [Boroset al.1994] proposent un algorithme linéaire pour
déterminer les ensemblesQ etH .

Cette classe qui généralise les classesHORN-SAT et2SAT a elle même été généralisée par J.J. Hébrard
dans [Hébrard 1995] où aucune condition n’est imposée à l’ensembleQ. De plus, cet auteur propose un
algorithme permettant de calculer en temps linéaire le plusgrand sous-ensembleH , qu’il appelle la base de
Horn.

3.3.3.2 Les différentes hiérarchies

Une autre manière de généraliser les clauses de Horn passe par l’introduction de différentes formes de
hiérarchie d’instancesSAT .

Généralisation de S. Yamasaki et S. Doshita : Les premiers à avoir travaillé dans cette voie furent S.
Yamasaki et S. Doshita qui dans [Yamasaki & Doshita 1983] autorisent les clauses de Horn à posséder
plusieurs littéraux positifs, sous condition que ces littéraux soient en quelque sorte « imbriqués ». Ceci afin
de garantir que la résolution unitaire reste suffisante pourrépondre à la question de la satisfaisabilité de la
formule.

V. Arvind et S. Biswas ont proposé un algorithme quadratiquepour décider de la satisfaisabilité des
instances de cette classe [Arvind & Biswas 1987].

Hiérarchie de G. Gallo et M.G. Scutellà : G. Gallo et M.G. Scutellà ont par la suite généralisé les
travaux de S. Yamasaki et S. Doshita. Dans [Gallo & Scutellá 1988], ils définissent une hiérarchie�0;�1; :::
d’instances deSAT . Cette hérarchie se construit de la façon suivante :

Définition 3.20 (La hiérarchie de Gallo-Scutellà)
– �0 = HORN-SAT ;

– � 2 �k si et seulement si il existe un littéral p tel que�p 2 �k�1 et��p 2 �k.

Les instances appartenant à�1 représentent en fait la classe de S. Yamasaki et S. Doshita décrite dans
[Yamasaki & Doshita 1983]. G. Gallo et M.G. Scutellà ont proposé un algorithme pour reconnaître et ré-
soudre les instances de la classe�k. Cet algorithme est de complexitéO(j�jnk) en temps et en espace. De
plus, cette classe vérifie les propriétés suivantes :

Propriété 3.8
– �0 = HORN-SAT ;

– �k � �k�1; k = 1; 2; ::: ;
– SAT = 1Sk=0 �k.

Hiérarchie de M. Dalal et D.W. Etherington : La hiérarchie de G.Gallo et M.G. Scutellà a elle même
été généralisée par M. Dalal et D.W. Etherington dans [Dalal& Etherington 1992] où deux hiérarchies
entrelacées(�i) et (
i) sont définies.



3.3. Classes polynomiales deSAT 27

Définition 3.21 (Les hiérarchies de Dalal-Etherington)
Soit� une formule CNF, nous avons :

– � 2 �0 si et seulement si�+ contient :

– soit la clause vide ;

– soit uniquement des clauses positives ;

– soit uniquement des clauses négatives ;

– 8 k; � 2 
k si et seulement si

– � 2 �k ;

– ou pour tout littéralp de�+ :

– soit�+p 2 �k et�+�p 2 
k ;

– soit�+p � � et�+p 2 
k ;

– 8 k > 0;� 2 �k si et seulement si il existe un littéralp de�+ tel que :

– soit�+p 2 
k�1 et�+�p 2 �k ;

– soit�+p � � et�+p 2 �k.

Il est à noter que contrairement à la hiérarchie de G. Gallo etM.G. Scutellà, nous avons :2SAT � 
0.
M. Dalal et D.W. Etherington proposent un algorithme de reconnaissance et de résolution de complexité,

spatiale et temporelleO(j�jnk).
Remarque 3.2
Il existe d’autres généralisations des clauses de Horn, come celles s’appuyant sur des résultats de pro-
grammation linéaire0=1. V. Chandru et J.N. Hooker ont défini dans [Chandru & Hooker 1990] une ex-
tension des clauses de Horn pouvant être décidée par résolution unitaire. Ces travaux furent étendus dans
[Schlipf et al.1995] où un algorithme pour un ensemble de formules incluantcelle de V. Chandru et J.N.
Hooker et celles des formules bien imbriquées (cf. paragraphe 3.3.5) définies dans [Conforti & Cornuéjols 1992]
fut proposé. Le problème est que nous ne disposons pas d’algorithme de reconnaissance polynomial pour
ces restrictions polynomiales, ce qui les rend inutilisables en pratique.

3.3.4 Restriction sur le nombre d’occurrences des variables

Une autre manière de forcer une instanceSAT à être polynomiale est de resteindre le nombre d’appa-
ritions des variables dans la formule. En particulier, C.A.Tovey a montré dans [Tovey 1984] que la classe
des instances où les variables apparaissent au plus deux fois est une classe polynomiale deSAT .

Dans le même article C.A. Tovey a prouvé que les instances de SAT où chaque variable apparaît au plusr fois –r étant la taille de la plus longue clause de l’instance – étaient satisfaisables ; et donc sont décidables
en temps et en espace polynomial.

Ce résultat fut amélioré en premier lieu par O. Dubois dans [Dubois 1990], puis par J. Kratochvilet al.
qui montrèrent que les instances de SAT telles que le nombre d’occurrences des variables est inférieur ou
égal à une fonction exponentielle de la taille maximale des clauses appartiennent àP.

Ces restrictions deSAT sur le nombre d’occurrences des variables en fonction de la taille des clauses
appartiennent à un problème plus général, le problèmer; s-SAT. Nous présentons ce problème en détail
dans le prochain chapitre (cf. paragraphe 4.2.1 page 35).
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3.3.5 Les formules bien imbriquées

Reprenant les travaux de David Lichtenstein [Lichtenstein1982] sur les formules dont le graphe sous-
jacent3 est planaire, D.E. Knuth, dans [Knuth 1990], a défini la classe des formules bien imbriquées :

Définition 3.22 (Formules bien imbriquées)
Soit� un ordre total sur les variables étendu en un préordre sur leslittéraux de telle manière quel et�l
possèdent le même rang pour ce préordre.
Une clause1 chevauche une clause2 si : 9 l1 2 1, 9 l2 2 1 et9 l3 2 2 tels que :l1 � l3 � l2.
Un ensemble de clauses estbien imbriqué si et seulement si il ne contient pas deux clauses se chevauchant.

D.E. Knuth n’ayant pas traité le problème de la reconnaissance de ce type de formules, P. Rossa dans
[Rossa 1993], a fourni un algorithme linéaire qui reconnaitune formule bien imbriquée, pour un ordre fixé
des variables.

Un algorithme de décision linéaire a été proposé par D.E. Knuth dans [Knuth 1990]. Cet algorithme est
toutefois, comme pour l’algorithme de reconnaissance, linéaire pour un ordre fixé sur les variables.

Nous ne disposons pas à l’heure actuelle d’algorithmes « complets » (c’est-à-dire pour tout ordre sur
les variables) qui soient polynomiaux. L’intérêt de cette classe pour un bon nombre d’applications en est
par conséquent très amoindri.

Exemple 3.2 (Exemple de graphe sous-jacent à une formule CNF)� = f�; �; Æg et� = f:a; b; :g; � = f:b; :dg; Æ = fa; :; dg()� � Æ
a :a b :b  : d :d

 la clausel le littéral l
Expriment

l’appartenance

d’un littéral

à une clause

Expriment

la relation:(:(l)) = l
FIG. 3.2 –Graphe sous-jacent à une formule CNF

3. Le graphe sous-jacent d’une formule est le graphe bipartinon orienté où les sommets symbolisent d’un coté les clauseset de
l’autre les littéraux de la formule, tandis que les arêtes représentent l’appartenance d’un littéral à une clause. La figure ci-dessus
(cf. exemple 3.2, FIG. 3.2) illustre cette représentation graphique d’une formule CNF.
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3.3.6 La classe Quad

M. Dalal dans [Dalal 1996] propose une nouvelle classe polynomialeQuadpourSAT , qui peut être
vue comme une extension des hiérarchies de Dalal-Etherington (cf. définition 3.21). Étant donné un ordre
total� sur les littéraux (� sera étendu aux clauses),Quad, se définit récursivement de la façon suivante :

Définition 3.23 (Quad)
Un formule� appartient à la classeQuad si et seulement si :

1. �� la formule obtenue à partir de� après la propagation des clauses unitaires respecte une des
quatre conditions suivantes :

(a) contient la clause vide ;
(b) ne contient pas de clauses positives ;
(c) ne contient pas de clauses négatives ;
(d) ne contient que des clauses binaires ;

2. ou, pour la première sous-clause maximale4� de la première clause� de�� pour lequel��:� satis-
fasse la condition 1., on ait :

(a) soit��:� est satisfaisable ;
(b) soit la formule�� f�g [ f�g appartient à Quad.

Afin de mieux se représenter la classeQuad, nous l’illustrons sur le petit exemple proposé par M. Dalal
dans [Dalal 1996].

Exemple 3.3 (Une formule appartenant à la classe Quad)
Soient� = ffp; q; rg; fp; q; :rg; f:p; :q; :rgg et l’ordre� induit parp � q � r � :p � :q � :r.�� = � ne satisfait pas la condition 1. Soit� = fp; q; rg la première clause de�, il en découle que la
première sous-clause maximale est égale à :� = fp; qg.��:� contient la clause vide, par conséquent��:� satisfait bien la condition 1 mais pas la condition 2a.
Il faut donc vérifier si la formule�� f�g [ f�g = ffp; qg; fp; q; :rg; f:p; :q; :rgg appartient à la
classeQuad. Nous noterons cette nouvelle formule�0.

Nous considérons donc maintenant la formule�0 = ffp; qg; fp; q; :rg; f:p; :q; :rgg. (�0)� = �0,�0 ne satisfaisant toujours pas la première condition, il nousfaut donc vérifier la seconde. A cette fin, la
première clause devient�0 = fp; qg et sa première sous-clause maximale�0 = fpg. Ainsi �0�:�0 = fg,
ce qui satisfait la condition 2a. Il en découle que�0 appartient à la classeQuadet que par conséquent�
appartient également à la classeQuad. �

Malgré une définition assez lourde, cette classe est reconnaissable en temps et en espace polynomial.
En effet, M. Dalal fournit dans [Dalal 1996] un même algorithme (QuadSat5) quadratique pour la recon-
naissance et la résolution de cette classe.

Cependant cette classe souffre de deux problèmes majeurs qui la rendent quasiment inexploitable.
Comme pour la classe des formules bien imbriquées (cf. paragraphe 3.3.5), le premier obstacle est la
détermination de l’ordre�. En effet, une formule appartient à la classeQuadpour un certain ordre fixé à

4. On appelle sous-clause maximale de� une clause� telle que� sous-somme� et quej�j � j�j = 1. L’ordre� permet ainsi de
définir la notion de première sous-clause maximale.

5. QuadSatest en fait enO(n2k) oùn représente la taille de la formule etk la taille de la plus longue clause de cette formule.
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l’avance. Le problème de l’existence d’un tel ordre n’est décidable, dans le pire cas, qu’après l’essai desn! 6 ordres possibles. Ce qui rend l’algorithme de reconnaissance de la classeQuadpour un ordre non fixé
exponentiel. Le second problème est que la classeQuadn’est pas stable par adjonction de clauses unitaires,
ce qui rend son utilisation impossible dans de nombreuses applications (e.g.l’implication de clauses). Nous
proposons un exemple pour illustrer cette non propriété [Marquis 1997].

Exemple 3.4 (Quad : une classe polynomiale non stable pour l’adjonction de clauses unitaires)
Soit � = ff:x; �1; �1; 1g; f:x; �2; �2; 2g; f:�3; :�3; :3g; f:�4; :�4; :4g; fx; ygg.
Nous avons :8 �; � 2 Quad. En effet, quel que soit l’ordre choisi, nous serons amenés àconsidé-
rer la sous-clause maximale� = fxg car pour tous les autres� possibles, nous avons��:� qui ne sa-
tisfait pas la condition 1 (nécessaire à la satisfaction de la condition 2). De plus nous avons :��:fxg =ff:�3; :�3; :3g; f:�4; :�4; :4gg qui satisfait les conditions 1 et 2a. Par conséquent� 2 Quad.

En revanche, qu’en est-il de�0 = � [ fxg?
Nous avons�0� = ff�1; �1; 1g; f�2; �2; 2g; f:�3; :�3; :3g; f:�4; :�4; :4gg. Très rapide-
ment, il est facile de voir que quel que soit l’ordre choisi, il n’existe pas de clause�0 tel que�0�:�0 satisfasse
la condition 1 nécessaire à la satisfaction de la condition 2.

Par conséquent nous avons�0 62 Quad, ce qui implique que la classeQuadn’est pas stable par adjonc-
tion de clauses unitaires. �
3.4 Discussion

Le problèmeSAT, malgré sa nature très élémentaire, se trouve être un problème complexe à résoudre.
Étant le problèmeNP-complet de référence, les résultats théoriques, mais également pratiques, obtenus
quant à la résolution de ce problème permettent indubitablement une avancée dans la résolution des nom-
breux problèmes qui s’y ramènent naturellement.

Il reste que la plupart des résultats obtenus sur les classespolynomiales deSAT s’appuient très souvent
sur une restriction du langage. Cette perte d’expressivitéest souvent trop contraignante pour permettre une
exploitation de ces classes polynomiales7

Cependant, la décision de ne pas restreindre le langage s’accompagne irrémédiablement d’autres formes
de restrictions comme l’utilisation d’algorithmes incomplets. En effet, pour résoudre pratiquement le pro-
blèmeSAT on utilise deux types de méthodes :

1. les méthodes incomplètes qui permettent de prouver la satisfaisabilité d’instances de « grande » taille,
mais qui sont incapables de prouver l’inconsistance des instances quelle que soit leur taille ;

2. les méthodes complètes qui prouvent aussi bien la consistance que l’inconsistance, mais qui ne per-
mettent la résolution que d’instances de taille limitée.

Ce sont ces formes de restrictions que nous avons choisies pour traiter SAT. Nous présentons dans la
deuxième partie de ce manuscrit notre contribution aux diverses méthodes complètes et incomplètes de
résolution du problèmeSAT.

Par ailleurs, dans la troisième partie de cette thèse nous proposons une exploitation originale et efficace

6.n représente ici le nombre de littéraux de la formule.
7. Il reste que les classes polynomiales peuvent être utilisées pour réaliser des « filtrages » au sein d’algorithmes (e.g.

[Gallo & Urbani 1989]).
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des classes polynomiales deSAT dans un contexte de compilation. Nous utilisons les classespolynomiales
deSAT afin de diminuer au maximum la taille des compilations et sanspour autant restreindre le langage.
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Chapitre 4

Les problèmes autour de SAT

Ce chapitre a pour objectif de présenter différents problèmes qui gravitent autour du test de satisfaisa-
bilité d’un ensemble de clauses. Nous étudierons les problèmes de recherche et d’optimisation associés à
SAT. Une large part du précédent chapitre était dédiée à la présentation des classes polynomiales deSAT,
ce présent chapitre nous permettra d’énoncer quelques restrictions deSAT ne permettant pas de diminuer
la complexité. Enfin, ce chapitre nous permettra d’introduire divers problèmes étroitement liés au problème
SAT et auxquels il pourra être fait référence dans le reste de ce manuscrit.

4.1 Problèmes de recherche et d’optimisation associés à SAT

4.1.1 FSAT

FSAT est le problème de recherche associé àSAT, il se définit de la manière suivante :

Définition 4.1 (FSAT)
Instance: S un ensemble fini de symboles propositionnels et� un ensemble fini de clauses construites surS.
Question: Si� est consistante alors trouver un modèle de�.

Beaucoup de problèmes se formalisent très facilement en terme de recherche d’un modèle d’une for-
mule. De plus, un grand nombre de méthodes pour résoudreSAT exhibent un modèle pour répondre favo-
rablement à l’existence de celui-ci. Cependant, ceci n’estpas une nécessité, la résolution, par exemple, ne
cherche pas à trouver un modèle pour décider si l’instance deSAT est consistante ou non.

Par ailleurs, il est parfois nécessaire de connaître l’ensemble des modèles d’une formule.

Définition 4.2 (FSAT-all)
Instance: S un ensemble fini de symboles propositionnels et� un ensemble fini de clauses construites surS.
Question: Si� est consistante alors déterminer tous les modèles de�.

33
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FNP

FP
FNP-

complet

FIG. 4.1 –Les classesFP, FNP etFNP-complet

Il faut noter que l’ensemble des modèles d’une formule propositionnelle caractérise cette formule. En
effet, si� possèden modèles distincts, notésmi (i 2 [1::n℄), alors� � (m1 _m2 _ : : : _mn).
Propriété 4.1
FSAT 2 FNP-complet.

Rappelons que la classeFNP caractérise l’ensemble des problèmes de recherche non déterministes po-
lynomiaux, la classeFP caractérise les problèmes de recherche de complexité en temps polynomiale et que
les classesFP-completet FNP-completse définissent par un concept de réduction adapté aux problèmes
de recherche. La figure ci-dessus (cf. FIG. 4.1) permet de situer les classesFP, FNP et FNP-complet les
unes par rapport aux autres, sous les conjectures 3.1 et 3.2 (cf. page 21). De plus nous avons :

Théorème 4.1
FP = FNP si et seulement siP = NP (cf. Theorem 10.2 page 230 [Papadimitriou 1994]).

4.1.2 #SAT

Le problème de dénombrement associé àSAT, se nomme#SAT, et peut être défini de la façon suivante :

Définition 4.3 (#SAT)
Instance: S un ensemble fini de symboles propositionnels et� un ensemble fini de clauses construites surS.
Question: Combien� admet-il de modèles?

Propriété 4.2
#SAT2 #P-complet.

Rappelons que la classe de complexité#Preprésente la classe des problèmes de dénombrement associés
aux problèmes de recherche de la classeFNP. La classe#P-completse définit par un concept de réduction
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adapté aux problèmes de dénombrement.

Des restrictions à ce problème de dénombrement ont été étudiées ceci afin d’en diminuer la complexité.
Les premières restrictions (et les plus connues) furent :

Définition 4.4 (#rSAT)
Instance: S un ensemble fini de symboles propositionnels et� un ensemble fini de clauses construites surS telles que8 2 �; l() 6 r.
Question: Combien� admet-il de modèles?

Définition 4.5 (#rSAT-monotone)
Instance: S un ensemble fini de symboles propositionnels et� un ensemble fini de clauses positives c
construites surS telles que8 2 �; l() 6 r.
Question: Combien� admet-il de modèles?

Propriété 4.3
#rSAT et #rSAT-monotone2 #P-complet, pourr > 2.

Il faut prendre toute la mesure de ce résultat. En effet, il montre que certains problèmes de dénom-
brement associés à des problèmes de décision appartenant à la classe de complexitéP, tels que2SAT et
même2SAT-monotone, sontNP-difficiles. Cependant il existe des classes polynomiales pour ce problème
de dénombrement, mais elles sont extrêmement restrictives. Nous pouvons citer par exemple#2-2SAT-
monotone les instances de SAT constituées de clauses de longueur inférieure ou égale à2, ne contenant
que des littéraux positifs et où chaque variable apparaît auplus deux fois dans l’instance !

Propriété 4.4
#2-2SAT-monotone2 #P.[Roth 1996]

Dan Roth dans [Roth 1996] a prouvé qu’il existait d’autres classes polynomiales pour le problème de
dénombrement, cependant elles sont souvent trop restrictives pour pouvoir trouver un cadre applicatif.

4.2 Les problèmes de décision associés à SAT

Nous ne reviendrons pas dans ce paragraphe aux restrictionspolynomiales deSAT, tels que2SAT et
HORN-SAT. Ces problèmes ont été présentés aux paragraphes 3.3.1 et 3.3.2. Nous rappelons simplement
que :kSAT 2 NP-completsi et seulement sik > 3 et queHORN-SAT 2 P. CependantSAT restreint aux
instances comportant des clauses de Horn et des clauses binaires estNP-complet.

4.2.1 r; s-SAT

Différents auteurs se sont intéressés à la nature d’une instanceSAT, si l’on restreint le nombre d’ap-
paritions des littéraux de cette instance. Ce problème est connu sous le nom der; s-SAT et défini comme
suit :
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Définition 4.6 (r; s-SAT )
Instance: S un ensemble fini de symboles propositionnels et� un ensemble fini de clauses construites surS,
possédant exactementr littéraux distincts, et où chaque variable deS apparaît au pluss fois dans�.
Question: Existe-t-il une interprétation surS qui satisfasse l’ensemble des clauses de�.

L’objectif majeur de cette restriction sur le nombre d’apparitions des littéraux était, bien évidement,
d’exhiber de nouvelles instances polynomiales pourSAT. Reprenant cette idée, C.A. Tovey a montré dans
[Tovey 1984] que la classe des instances où les variables apparaissent au plus deux fois est une classe
polynomiale deSAT .

Propriété 4.5?; 2-SAT1 2 P [Tovey 1984].

Dans le même article, C.A. Tovey, utilisant un théorème de P.Hall montré dans [Hall 1935], a également
prouvé que :

Propriété 4.68r : r; r-SAT est satisfaisable. [Tovey 1984]

C.A. Tovey avait également émis l’hypothèse que toute instancer; s-SAT tel ques 6 2r�1 � 1 est
satisfaisable. Cette conjecture fut réfutée par O. Dubois dans [Dubois 1990] où une instance incohérente
4,6-SATfut exhibée. Dans ce même papier, O. Dubois a établi que si toute instancer; s-SAT est satisfaisable
alors :8� 2 N� toute instance de la forme(r + �); (s + �[s=r℄)-SAT est satisfaisable2.

Ce résultat fut amélioré par J. Kratochvil, P. Savicky et Z. Tuza dans [Kratochvtilet al.1993] qui mon-
trèrent qu’il existe un entierf(r) tel que :

Propriété 4.7
Pours 6 f(r) r; s-SAT 2 P.
Pours > f(r) r; s-SAT 2 NP-complet.

De plus,f(r) croît exponentiellement avecr de telle façon que :[2r=er℄ 6 f(r) 6 2r�1 � 2r�4 � 1.

Enfin, il faut noter qu’il existe d’autres restrictions portant essentiellement sur le nombre de clauses pou-
vant partager les mêmes variables [Humbert 1995]. Ces restrictions restent malheureusementNP-complètes.

4.2.2 MAXSAT

Bien qu’énoncé le plus souvent dans sa forme décisionnelle,MAXSAT peut être vu comme le problème
d’optimisation deSAT .

Définition 4.7 (MAXSAT)
Instance: SoientS un ensemble fini de symboles propositionnels,� un ensemble fini de clauses construites surS

1. ? signifiant pour toutr.
2. [s=r℄ désigne la partie entière de(s=r).
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etk un entier naturel.
Question: Existe-t-il une interprétation de� qui satisfasse au moinsk clauses de�.

Plus généralement, nous avons :

Définition 4.8 (MAX rSAT)
Instance: SoientS un ensemble fini de symboles propositionnels,� un ensemble fini de clauses construites surS
contenant au plusr littéraux etk un entier naturel.
Question: Existe-t-il une interprétation de� qui satisfasse au moinsk clauses de�.

C.H. Papadimitiou réduitMAX 2SAT en3SAT et prouve ainsi queMAX 2SAT estNP-complet(Theo-
rem 9.2 page 186 de [Papadimitriou 1994]). De manière plus générale, nous avons :

Propriété 4.8
Sir > 2 alorsMAX rSAT 2 NP-complet.

Une fois de plus, il faut noter que bien que2SAT appartienne àP, MAX 2SAT appartient àNP-complet.

4.3 Quelques problèmes liés à SAT

Nous terminons ce chapitre par la présentation de quelques problèmes gravitant autour de SAT. Nous ne
faisons pas ici une étude détaillée de ces problèmes mais nous nous contentons simplement de les définir.
Cependant certains de ces problèmes feront l’objet d’études plus complètes dans d’autres chapitres de cette
thèse.

4.3.1 Les champs de production

Les champs de production ont été introduits par P. Siegel [Siegel 1987], le problème correspondant se
définit de la façon suivante :

Définition 4.9 (Champs de production)
Instance: Un ensembleS de symboles propositionnels,� une formule de la logique propositionnelle
construite surS, 
 un ensemble de clauses construites surS.
Question: Parmi les clauses de
, quelles sont celles qui sont conséquences logiques de�?

4.3.2 Les ATMS

L’ATMS – « Assumption-Based Truth Maintenance System» – introduit par J. De Kleer [De Kleer 1986]
est un outil permettant des raisonnements révisables sur des bases de connaissances. Sa particularité princi-
pale est d’effectuer une distinction entre des données hypothèses et des données non hypothèses. L’ATMS
est essentiellement un outil de raisonnement abductif. Sa principale fonction consiste à déterminer les
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conjonctions d’hypothèses qui, avec la connaissance, expliquent (dans le sens de déduire) une donnée quel-
conque.

Définition 4.10 (ATMS)
Instance: Un ensembleS de symboles propositionnels,� une formule de la logique propositionnelle
construite surS, une partition deS en données hypothèsesH et données non hypothèsesH.
Question (« nogood») : Déterminer tous les monômesm construits avec des symboles deH, tels que�^m
soit inconsistante et que pour tout sous-monômesm constructible à partir dem, si sm 6= m alors� ^ sm
est consistante.
Question (« label») : Soitp un symbole propositionnel, déterminer tous les monômesm construits avec des
symboles deH, tels que(� ^ m) � p et que pour tout sous-monômesm constructible à partir dem, sism 6= m alors (� ^ sm) 2 p.

Il faut remarquer qu’il existe des relations entre les ATMS et les champs de productions. En effet, une
grande partie des informations devant être fournies par un ATMS peuvent être définies en termes de champs
de production ou en termes de calcul d’impliqués premiers.

4.3.3 Recherche de modèles préférés

Dans certaines formalisations du raisonnement en intelligence artificielle (e.g.non-monotonie, etc.), il
n’est pas rare de devoir différencier les modèles d’une formule. Il est alors nécessaire de disposer de statuts
pour les modèles et il est alors posssible de parler de préférence entre modèles. Dans ce cadre, l’information
qui nous intéresse ne sera plus l’obtention d’un modèle (ou de tous les modèles) mais l’obtention d’un
modèle préféré (ou de tous les modèles préférés) d’une formule.

Définition 4.11 (Modèles préférés)
Instance: Un ensembleS de symboles propositionnels,� une formule de la logique propositionnelle
construite surS supposée consistante,� une relation d’ordre (partiel ou total ou parfois un pré-ordre
partiel ou total) sur les interprétations.
Question 1: Trouver un modèleM de� tel que pour tout modèleM 0 de�, M �M 0.
Question 2: Trouver tous les modèlesM de� tel que pour tout modèleM 0 de�, M �M 0.

Une perspective privilégiée au travail décrit dans cette thèse est l’extension des travaux réalisés pour
SAT à un cadre de logique propositionnelle non monotone. Plus précisément, un algorithme simple et
souvent efficace pour rechercher des modèles préférés dans un cadre de logique propositionnelle non mo-
notone étendue par adjonction de conditions d’anormalitésa été mis au point (cf. [Mazureet al.1997a,
Mazureet al.1997d, Grégoire & Mazure 1998]).

4.3.4 Recherche d’impliqués et d’impliquants

La recherche de l’ensemble des impliqués ou des impliquantsd’une formule de la logique proposition-
nelle est un problème rencontré dans de nombreuses applications. Ce problème se formalise de la manière
suivante :
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Définition 4.12 (Calcul d’impliqués ou d’impliquants)
Instance: Un ensemble de symboles propositionnelsS, une formule� construite surS.
Question 1: Déterminer les clauses telles que� � .
Question 2: Déterminer les monômesm tels quem � �.

Les réponses à ces questions peuvent parfois aboutir à des clauses ou à des monômes dont l’information
n’est pas toujours pertinente (e.g.une clause tautologique). Une reformulation de la questionen terme de
recherche d’impliquants et d’impliqués premiers permet derésoudre ce problème.

4.3.5 La conséquence logique ou interrogation d’une base deconnaissances

Définition 4.13 (Conséquence logique)
Instance: Un ensemble de symboles propositionnelsS,� et
 deux formules de la logique propositionnelle
construites surS.
Question: Est-ce que
 est une conséquence logique de� : � � 
?

Nous avons vu dans les chapitres précédents que la question «� � 
? » était équivalente à «� ^ :

est-elle inconsistante? ». Cependant le problème de la déduction logique ne se borne pas à un problème
de consistance. Il arrive fréquemment que la base de connaissance évolue dans le temps par ajouts ou
retraits d’informations, ou encore que� soit questionnée de multiples fois avec des requêtes différentes.
En fait, ce problème de déduction n’est pas uniquement réduit à un problème de consistance. Il s’inscrit
aussi dans une problématique plus générale de représentation des connaissances. En effet, le problème de
la déduction logique semble plus proche du problème où l’objectif est de déterminer une représentation
de la connaissance par laquelle la déduction peut s’effectuer en temps polynomial. La compilation logique
de bases de connaissances est une des approches les plus employées pour résoudre ce problème, elle fait
l’objet d’une étude dans la troisième partie de cette thèse.
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Deuxième partie

SAT : Aspects Algorithmiques
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Chapitre 5

État de l’art

Cette partie du manuscrit a pour objectif de présenter les principales méthodes de résolution deSAT.
Il est possible de dégager deux types d’approches pour tester la satisfaisabilité d’une formule CNF : les
méthodes dites logiquement complètes par opposition aux méthodes dites incomplètes, ces dernières ne
pouvant aboutir (sans certitude) que si la formule admet un modèle. Par ailleurs, nous montrons que ces
deux manières d’aborder la résolution deSAT ne sont pas forcément antinomiques. En effet, il s’avère
que l’une des voies les plus prometteuses en ce qui concerne la résolution deSAT [Freuderet al.1995,
Mazureet al.1996a, Mazureet al.1996b, Mazureet al.1996c, Selmanet al.1997, Mazureet al.1998a] se
trouve dans la mise au point d’une méthode « mixte », c’est-à-dire d’une méthode permettant d’allier le
caractère systématique des méthodes complètes et l’efficacité des méthodes incomplètes. Nous présenterons
dans le chapitre 8 plusieurs combinaisons originales d’algorithmes complets et incomplets, dont certaines
donnent des résultats pratiques extrêmement compétitifs.

Préalablement à la présentation des algorithmes, heuristiques ou raffinements des techniques existantes
réalisés au cours de cette thèse, cette partie introductiveaux méthodes de résolution deSAT nous permet
d’établir un bref état de l’art sur ce problème. En effet, malgré la complexité théorique de ce problème, des
progrès algorithmiques significatifs ont été obtenus ces dernières années et on assiste à un regain d’intérêt
croissant quant à la compréhension du problèmeSAT . Pour ce dernier point, citons par exemple, le résultat
obtenu par Chvátal et Szemerédi [Chvátal & Szemerédi 1988],concernant les instanceskSAT générées
aléatoirement au pic de difficulté (cf. définition 3.13 et paragraphe 5.2.1). Ils ont montré que ces instances
sont difficiles pour la résolution : la longueur des preuves croît, en moyenne, exponentiellement avec le
nombre de variables. Il fautprendre toute la mesurede ce résultat car il s’applique non seulement aux
méthodes utilisant le principe de résolution de Robinson [Robinson 1965] (cf. paragraphe 5.3.2) mais
aussi à toutes les méthodes énumératives du type procédure de Davis & Putnam [Davis & Putnam 1960,
Daviset al.1962] (cf. chapitre 7).

De nombreux résultats ont été obtenus ces dernières années autour de la résolution du problèmeSAT.
Au vue de l’étendue des travaux réalisés sur le sujet, il serait difficile d’en dresser une liste exhaustive. Nous
limiterons notre présentation aux trois points suivants :

1. symétries ;

2. génération aléatoire et phénomènes de seuil ;

3. algorithmes.
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5.1 Les symétries

Une large classe de problèmes présente une structure très symétrique : les formules qui les représentent
restent invariantes sous certaines permutations de noms devariables. Plus formellement, une symétrie se
définit de la manière suivante :

Définition 5.1 (Ensemble de littéraux complets)
Un ensembleP de littéraux est ditcomplet si chaque littéral deP possède son complémentaire dansP :8l 2 P; :l 2 P .

Définition 5.2 (Symétrie)
SoientP un ensemble complet de littéraux,S un ensemble de clauses construites à partir deP et � une
permutation définie surP (� : P 7�! P ). � est unesymétriedeS si elle satisfait les conditions suivantes :

1. 8l 2 P; �(:l) = :�(l) ;
2. �(S) = S.

Krishnamurthy est à l’origine de cette définition des symétries [Krishnamurthy 1982], par la suite B.
Benhamou et L. Saïs ont étendu ce principe et ont notamment montré comment il était possible de détec-
ter et d’exploiter efficacement les symétries au sein de différents algorithmes comme la SL-résolution, la
procédure de Davis & Putnam [Saïs 1993, Benhamou & Saïs 1994], ou la méthode SCORE(FD/B) (cf. pa-
ragraphe 8.1.1.3) [Chabrieret al.1996, Chabrier 1997].

Un exemple classique de problème symétrique est celui des tiroirs et chaussettes (pigeons-holes pro-
blem), où l’objectif est de rangerN chaussettes dansP tiroirs ou encore de placerN pigeons dansP
pigeonniers. Ce problème pourN = 3 etP = 2 se formalise de la façon suivante :

Exemple 5.1 (Pigeons 3–2 et symétries)
Si l’on considère que le littéralpi;j signifiepigeoni dans pigeonnierj, une représentation clausaleS du
problème des pigeons 3–2 est : 1 : (p1;1 _ p1;2)2 : (p2;1 _ p2;2)3 : (p3;1 _ p3;2)4 : (:p1;1 _ :p2;1)5 : (:p1;1 _ :p3;1)6 : (:p2;1 _ :p3;1)7 : (:p1;2 _ :p2;2)8 : (:p1;2 _ :p3;2)9 : (:p2;2 _ :p3;2)

Soit� une permutation définie comme suit :�(p1;1) = p2;1 �(:p1;1) = :p2;1�(p2;1) = p3;1 �(:p2;1) = :p3;1�(p3;1) = p1;1 �(:p3;1) = :p1;1�(p1;2) = p2;2 �(:p1;2) = :p2;2�(p2;2) = p3;2 �(:p2;2) = :p3;2�(p3;2) = p1;2 �(:p3;2) = :p1;2
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La permutation ainsi définie est une symétrie deS. En effet :�(1) = 2�(2) = 3�(3) = 1�(4) = 6�(5) = 4�(6) = 5�(7) = 9�(8) = 7�(9) = 8
9>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>;() �(S) = S:

�
La plupart des algorithmes de démonstration automatique n’exploitent pas ces symétries, dont l’uti-

lisation permettrait une amélioration des performances etla résolution de nombreux problèmes réputés
difficiles.

En effet, la présence de symétries dans un ensemble de formules partitionne l’ensemble des solutions
potentielles. Il est possible alors de n’explorer qu’une solution par classe, le résultat de la recherche pouvant
être transposé à toute la classe via la symétrie. En pratiquecela fournit donc un nouveau moyen d’élagage
de l’espace de recherche, ce qui peut conduire à une réduction de complexité significative pour certaines
classes de problèmes [Benhamou & Saïs 1992, Chabrieret al.1996].

Des méthodes exploitant les symétries ont été mises en œuvredans différents formalismes :

– les formules propositionnelles clausales [Benhamou & Saïs 1994] ;

– les formules propositionnelles « générales » [Benhamouet al.1994, Belleannée & Vorc’h 1994] ;

– les réseaux de contraintes [Benhamou 1994] ;

– le langage SCORE(FD/B) [Chabrier 1997].

Dans tous les cas, la prise en compte des symétries par un démonstrateur réclame un algorithme de
détection de symétries d’une part et une technique d’exploitation des symétries trouvées d’autre part.

La détection de symétries est un problème difficile montré équivalent polynomialement au problème
d’isomorphisme de graphes1 (classe de complexité ISO-complet) [Boy de la Tour & Demri 1995, Saïs 1993,
Crawford 1992]. De ce fait, afin de ne pas nuire aux performances du démonstrateur dans le cas général les
méthodes de détection proposées sont de nature incomplète :l’algorithme fournit les symétries qui lui sont
possibles de déterminer en un temps limité a priori et échouedans les autres cas.

L’expérimentation a montré que la prise en compte des symétries par un démonstrateur permet d’amélio-
rer de façon spectaculaire les performances sur certaines classes de formules à fortes régularités, problèmes
qui étaient jusqu’alors réputés comme extrêmement difficiles.

Une voie complémentaire pour améliorer les performances des démonstrateurs pour ces classes de for-
mules consiste à étendre le langage de formules, de façon à pouvoir énoncer explicitement certaines sy-
métries. Il est notamment possible d’ajouter au langage de nouveaux connecteurs exprimant directement
des relations telles que «au moinsp propositions vraies parmin ». L’ajout de ces connecteurs, appelés

1. Ce résultat est intéressant, car le classement du problème de détection d’isomorphisme de graphes demeure une question ouverte
(connu comme appartenant à NP et supposé non appartenir à P età NP-complet). Certains auteurs pensent que ce problème appartient
à une classe intermédiaire qui lie la classe P avec la classe NP.
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opérateurs de cardinalité dans le cas clausal et opérateurshomogènes autrement, permet de généraliser la
représentation clausale classique et d’établir des liens avec la programmation linéaire 0/1. Il faut noter que
la modélisation d’un problème est primordiale, l’efficacité de la résolution en dépend. Par exemple le seul
fait d’ajouter ces opérateurs de cardinalité a permis d’obtenir une preuve d’insatisfaisabilité polynomiale
pour le problème des pigeons. Cependant, des résultats récents ont permis de montrer que le problème de la
satisfaisabilité d’une formule constituée d’un ensemble de clauses de Horn et d’un opérateur de cardinalité
appartient à la classe de complexitéNP-complet[Bailleux & Marquis 1999].

5.2 Génération aléatoire et phénomènes de seuils

5.2.1 Les instanceskSAT aléatoires

Une instancekSAT aléatoireest caractérisée par trois paramètres :

1. son nombre de variablesV ;
2. son nombre de clausesC ;
3. et la taille des clausesk.

Le générateur standard d’instanceskSAT consiste à générer des problèmes où toutes les clauses sont de
taille fixek. La génération d’une clause se fait en tirant, de manière aléatoire,k variables distinctes parmi
l’ensemble des variables et en les négativant avec une probabilité de un demi.

Le modèle de génération aléatoirekSAT fait actuellement l’objet de nombreuses études, du fait qu’il
permet de générer des problèmes très difficiles pour tous lesalgorithmes existants.

5.2.2 Les seuils au rapportC=V
Le phénomène de seuil est un phénomène remarquable qui a été découvert à l’origine pour certaines

propriétés de graphes aléatoires. Celui de la connexité en est un exemple bien connu.

De façon générale un phénomène de seuil pour un propriétéProp s’appliquant à des structures combi-
natoires aléatoires, signifie que lorsque certains paramètres évoluent, la probabilité queProp soit satisfaite
passe brusquement de presque1 à presque0 (ou inversement). De plus, le saut de probabilité de1 à 0 se
produit sur un intervalle de variation de paramètres qui tend à devenir nul, lorsque la taille des structures
augmente. Le seuil est défini par le lieu limite des paramètres où se produit le saut de probabilité pour
une taille infiniment grande des structures. Les phénomènesde seuil induisent asymptotiquement ce qui est
appelé des lois de probabilité0� 1 [Lacoste 1996].

Un phénomène de seuil pour la cohérence des formuleskSAT aléatoires a été mis en évidence indépen-
damment par de nombreux chercheurs (cf. [Dubois & Carlier 1991], [Mitchell et al.1992], [André 1993],
[Larrabee & Tusji 1993] et [Crawford & Auton 1993]). C’est lepremier problème n’appartenant pas à la
théorie des graphes, pour lequel on détecte une loi0 � 1 ne se déduisant pas d’une loi0 � 1 connue en
logique !

On constate pour ces instanceskSAT aléatoires, ayant un nombre de variables donnéV, une brusque
décroissance de la proportion d’instances satisfaisablesen fonction du rapport du nombre de clausesC, que
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FIG. 5.1 –Phénomènes de seuil pour kSAT (k2 f2; 3; 4g)
l’on fait croître, sur le nombre de variablesV (cf. FIG. 5.1).

Lorsque l’on fait croîtreV, pour unk fixé, la transition de la zone où toutes les instances sont satisfai-
sables à celles où toutes sont non satisfaisables se produitdans le même domaine de valeurs du seuilC=V,
mais la transition est de plus en plus brusque. C’est ce qui indique l’existence d’un phénomène de seuil
comme le montre la figure 5.2 pour les instances3SAT.
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FIG. 5.2 –Accroissement du phénomène de seuil en fonction du nombre devariables pour 3SAT

Le seuil est défini par la valeur du rapportC=V où les instances générées passent brutalement de
la consistance vers l’inconsistance ; pour3SAT ce seuil est proche de4; 25 2 (valeur déterminée expé-
rimentalement) [Cheesemanet al.1991, Crawford & Auton 1993, Duboiset al.1996, Mitchellet al.1992,
Dubois & Boufkhad 1996, AI 1996]. De même pour4SAT , le seuil, exprimé par le ratioC=V avoisine
expérimentalement la valeur de9; 80 [Crawford & Auton 1993, Duboiset al.1996]. De nombreuses per-
sonnes étudient ce phénomène de seuil et tentent de localiser théoriquement la valeur de ce ratio critique.
La valeur pour2SAT a été démontrée égale à1 [Chvátal & Reed 1992], mais pourkSAT k> 3 seules des
bornes inférieures et supérieures ont pu jusqu’alors être démontrées. Duboiset al. [Duboiset al.1996] ont
établi une équation fonction dek qui approche les valeurs de ce ratio critique. Pourk = 3, la meilleure

2. Il est courant de considérer que le seuil pour des instances 3SAT de tailles inférieures à500 variables avoisine4; 3 tandis que
pour des instances de plus grandes tailles le seuil de4; 25 est jugé meilleur.
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borne inférieure démontrée, à notre connaissance, est celle établie par Frieze et Suen qui s’élève à3; 003
[Frieze & Suen 1996]. En ce qui concerne la borne supérieure de nombreux travaux ont été réalisés. Ré-
cemment O. Dubois et Y. Boufkhad [Dubois & Boufkhad 1997] ontétabli une borne supérieure atteignant4; 64. Cette valeur a été obtenue à partir d’une démonstration utilisant lesnegatively prime solutions(NPS).
Reprenant cette idée de NPS, Kirousiset al.ont amélioré ce résultat pour atteindre la valeur de4; 60. Cette
valeur est à notre connaissance la meilleure borne supérieure jamais obtenue pour le seuil des instances
3SAT [Kirousiset al.1998]. Il reste que ces valeurs sont encore loin du seuil constaté expérimentalement !

Par ailleurs, V. Chvàtal et E. Szemerédi ont démontré que pour tout k > 3 et pour tout ratioC=V
supérieur ou égal0; 7 � 2k, il existe un� > 0 tel qu’avec une probabilité qui tend vers1 quand le
nombre de variables tend vers l’infini, les instances générées par ce modèle aléatoire standard sont in-
consistantes et que les preuves par résolution de la clause vide comportent au moins(1 + �)V résolutions
[Chvátal & Szemerédi 1988]. Ce qui prouve que ces instances sont très majoritairement difficiles pour la
résolution. D’autre part, si l’on observe la courbe de difficulté de résolution de ces problèmes, on constate
que celle-ci n’est pas uniforme (cf. FIG. 5.3) mais qu’au contraire le pic de difficulté est atteint auseuil,
c’est-à-dire là où la probabilité de générer une instance consistante est de1=2 (cf. FIG. 5.4 page suivante).
Toutefois la preuve que les instances les plus difficiles sont véritablement localisées au seuil reste à établir.
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FIG. 5.3 –Complexité des instances 3SAT aléatoires3

Ce phénomène de seuil fait l’objet de nombreuses rechercheset présente de nombreux intérêts, par
exemple :

– il fournit la possibilité de prédire la satisfaisabilité d’une instancekSAT aléatoire en fonction du
rapportC=V ;

– il permet de caractériser, pour la première fois des instancesSAT difficiles à résoudre en moyenne
par toutes les méthodes développées : instances localiséesau seuil, c’est-à-dire au point de50% de
satisfaisabilité ;

– il a permis et permet la mise au point de méthodes de résolution du problèmeSAT de plus en plus
efficaces.

3. La difficulté de l’instance est ici exprimée en nombre d’appels à la procédure de Davis & Putnam [Davis & Putnam 1960,
Daviset al.1962] (cf. paragraphe 7) avec l’heuristique de branchementdite « Jeroslow & Wang » [Jeroslow & Wang 1990].
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FIG. 5.4 –Seuil et pic de difficulté pour des instances 3SAT aléatoires

5.2.3 Des modèles de génération aléatoire« non standard »

Il est clair que le modèle de génération d’instances aléatoireskSAT standard fournit des instances dif-
ficiles pour les solveurs actuels. Cependant il est intéressant de savoir dans quelle mesure il est possible
de décliner ce modèle de génération afin d’obtenir des instances au moins aussi difficiles ou des instances
où il est possible d’exhiber également un phénomène de seuilou encore des instances possédant certaines
propriétés comme par exemple la garantie qu’elles admettent au moins une solution.

5.2.3.1 « Mixed clauses length model»

L’une des premières directions fut celle suivie par Gent & Walsh [Gent & Walsh 1994b] qui proposèrent
un modèle de génération d’instances aléatoires où la tailledes clauses n’est plus fixe : «mixed clauses length
model4 ». La taille des clauses est ici tirée aléatoirement avec unecertaine probabilité. Différents modèles
de génération peuvent être obtenus de cette manière, nous enexpliciterons deux à titre d’exemples.

Le modèle2-3-SAT consiste à générer avec une probabilité de1=2 une clause binaire ou ternaire. Une
fois la longueur de la clause déterminée, la génération de cette clause se fait de la même manière que pour
le générateur standard. Ce modèle de génération est une généralisation immédiate du générateur standard
kSAT, il n’est donc pas surprenant qu’un phénomène de seuil ait été également observé pour ce générateur
(cf. FIG. 5.5).

De même, le pic de difficulté pour ces instances est atteint aurapportC=V correspondant à50% d’ins-
tances satisfaisables (cf. FIG. 5.6), comme pour les instances du générateur standard. Curieusement ce pic
de difficulté n’est pas toujours atteint à ce même endroit. Eneffet si on considère les instances2-4-4-SAT ,
où une clause de taille2 est générée avec une probabilité de un tiers et une clause de taille 4 est générée avec
une probabilité de deux tiers, ce pic de difficulté n’est plusatteint là où50% des instances sont satisfaisables
mais aux alentours de93; 60% d’instances satisfaisables (cf. FIG. 5.7 page 51) ! Une caractéristique simi-
laire fut également observée par d’autres chercheurs qui exhibèrent des instances du modèle de génération
standard extrêmement difficiles5 et très loin du seuil [Gent & Walsh 1994a, Smith & Grant 1995].

4. Par opposition au modèle standard appelé «fixed clauses length model».
5. C’est-à-dire plus difficile en moyenne que les instances au seuil.
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FIG. 5.5 –Phénomène de seuil pour les instances du modèle de génération 2-3-SAT
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FIG. 5.6 –Seuil et pic de difficulté pour des instances 2-3-SAT

Ce modèle de génération permet de générer des instances plus« proches » des problèmes réels où les
clauses sont de tailles variables.

5.2.3.2 Modèle aléatoire« régulier »

Bien que le modèle aléatoire standard génère des instances relativementrégulières, il subsiste tout de
même une faible irrégularité en ce qui concerne l’apparition des littéraux. En effet, certains littéraux appa-
raissent plus souvent que d’autres. De ce fait une méthode comme la procédure de Davis & Putnam associée
à une heuristique syntaxique exploite ce genre d’irrégularités. Afin de rendre plus difficiles encore les ins-
tances du modèle standard, R. Génisson et L. Saïs proposent d’imposer que tous les littéraux apparaissent le
même nombre de fois dans les instances générées [Génisson & Saïs 1994]. Cette manière de procéder a ef-
fectivement permis d’obtenir des instances sensiblement plus difficiles à résoudre en pratique. Par ailleurs,
un phénomène de seuil a pu également être mis en avant pour ce modèle de génération.
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FIG. 5.7 –Seuil et pic de difficulté pour des instances 2-4-4-SAT

5.2.3.3 Génération d’instances aléatoires consistantes

La génération d’instances deSAT aléatoires consistantes peut paraître sans intérêt, puisque nous savons
à l’avance résoudreSAT étant donné que nous connaissons à l’avance la réponse à la question : « cette
instance est-elle consistante? ». Cependant, en raison du développement intensif des méthodes incomplètes
de recherche locale pourSAT, il est dévenu nécessaire d’être capable de générer des instances consistantes
« difficiles » afin d’évaluer ces approches. La solution la plus simple pour générer uniquement des instances
consistantes est de supprimer dans une base de clauses toutes les clauses positives. C’est l’approche que
propose Morris [Morris 1993]. En effet, un modèle trivial est l’interprétation qui falsifie toutes les variables.
Cependant ce modèle fournit des instances faciles à résoudre. Ceci est dû à une trop grande disparité entre
le nombre d’occurrences des littéraux positifs et négatifsde l’instance, la suppression de l’ensemble des
clauses positives étant bien évidemment la cause de cette disparité. Par ailleurs, ces instances souffrent d’un
autre léger défaut. Un solveur, aussi peu performant soit-il, peut répondre immédiatement : « Oui, cette
instance admet un modèle », juste en détectant qu’il n’existe pas de clauses positives dans cette instance.
Pour éliminer ce défaut, il suffit de renommer6 certaines variables. Ainsi des clauses positives apparaissent
et rendent l’instance plus naturelle et plus opaque pour lessolveurs.

Malgré ce renommage, le déséquilibre entre le nombre de littéraux positifs et négatifs demeure. Indé-
pendamment, A. Rauzy [Rauzy 1995a] et T. Castell [Castell & Cayrol 1996a, Castell 1997] ont cherché à
contrôler cette différence. Le premier se restreint à la génération d’instances3SAT en introduisant quatre
nouveaux paramètres�, �,  etÆ afin de fixer la probabilité de générer une clause composée respectivement
de0, 1, 2, ou3 littéraux positifs. L’objectif étant de générer des instances consistantes tout respectant une
juste proportion entre les littéraux positifs et négatifs,A. Rauzy propose que les paramètres satisfassent le
système suivant :8>><>>: Æ = 0 % Aucune clause totalement positive ne doit être générée0 6 �; �;  6 1�+ � +  = 13�+ � =  % Respect de l’équité entre le nombre de littéraux positifs et négatifs

6. Pour quelques variables,v et:v sont échangées (cf. définition 3.17 page 24).
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Dans [Castell & Cayrol 1996a] une approche similaire est proposée, introduisant un seul nouveau para-
mètre la probabilitéppos de tirer un littéral positif. Cette approche est une versionrestrictive de la méthode
de A. Rauzy. La génération d’instances s’effectue comme dans le modèle de génération aléatoire standard,
aux exceptions faites que la probabilité de tirer un littéral positif n’est plus égale à un1=2 mais àppos et
que les clauses totalement positives ne sont pas acceptées.

T. Castell et M. Cayrol ont cherché à faire correspondre les deux modèles de génération, en calculant
les valeurs de�, � et en fonction deppos. Ils aboutissent aux résultats suivants :8>>>>>><>>>>>>: � = (1�ppos)3(1�ppos3)� = ppos(1�ppos)2(1�ppos3) = 3ppos2(1�ppos)(1�ppos3)

En réinjectant ces valeurs dans le système d’équations proposé par A. Rauzy, ils ont ainsi pu obtenir
la valeur deppos permettant de respecter l’équité entre le nombre de littéraux positifs et négatifs dans les
instances de son modèle de génération. Cette valeur n’est rien d’autre que l’inverse du fameuxnombre d’or!
La liste déja longue des apparitions de ce nombre est à compléter avec la génération aléatoire d’instances
deSAT.

Par ailleurs, T. Castell dans [Castell 1997] a mené une étudeempirique afin d’évaluer la difficulté des
instances produites par son modèle de génération en fonction deppos et du rapportC=V. Les conclusions
de cette étude restent mitigées. En effet, il n’a pas été possible de dégager une valeur des paramètres (ppos
etC=V ) telle qu’un large panel de stratégies éprouvent de la difficulté à résoudre les instances générées.

5.3 Algorithmes

De nombreuses études concernent les aspects algorithmiques de la résolution du problèmeSAT. Ces
travaux ont conduit à la proposition de multiples méthodes et stratégies que l’on classe selon leur éventuelle
complétude.

5.3.1 Algorithmes incomplets

Les algorithmes incomplets s’arrêtent après un temps fixé (souvent polynomial) et donnent deux types
de réponse : « Oui, l’instance admet un modèle » ou « Impossible de conclure ». Dans ce dernier cas,
l’instance admet peut être une solution mais l’algorithme aété incapable de la fournir dans le temps qui lui
était imparti.

Parmi les algorithmes incomplets les plus efficaces pourSAT, on trouve essentiellement ceux à base de
recherche locale (recuit simulé, algorithme génétique, tabou, etc.).

La recherche locale fait l’objet du prochain chapitre où sont présentés divers algorithmes ainsi que nos
contributions dans ce cadre.
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Par ailleurs, la recherche locale n’est pas la seule méthodeincomplète pourSAT. En effet, une méthode
énumérative comme la procédure Davis & Putnam peut être rendue incomplète en limitant, par exemple, la
profondeur de l’arbre de recherche.

5.3.2 Algorithmes complets

A l’inverse des méthodes incomplètes, les algorithmes complets s’arrêtent après un temps pouvant être
exponentiel par rapport à la taille de l’instance et donnentune réponse dans tous les cas, que l’instance soit
satisfaisable ou non.

Parmi les algorithmes complets, nous distinguons deux types : les algorithmes syntaxiques (basés sur
le principe de résolution de J.A. Robinson [Robinson 1963, Robinson 1965]) très utilisés en logique du
premier ordre et les algorithmes sémantiques (à la Davis & Putnam). Ces derniers apparaîssent être les plus
efficaces pour tester de manière logiquement complète la satisfaisabilité d’une formule.

5.3.2.1 Le principe de résolution

Le principe de résolution (anciennement appelé consensus)est un principe élémentaire mais fonda-
mental en logique. C’est un simple processus itératif, à chaque étape une nouvelle clause est générée par
l’application d’une des deux règles suivantes.

Soit� un ensemble de clauses :

– Règle de résolution7:
si deux clauses1 et2 appartenant à� se résolvent en un littérall, alors ajouter à� la résolvante enl de1 et2 ;

– Règle de fusion:
si  = f�1; �2; : : : ; �n; l; �1; �2; : : : ; �m; l; 1; 2; : : : ; pg est une clause de� alors remplacer parf = f�1; �2; : : : ; �n; l; �1; �2; : : : ; �m; 1; 2; : : : ; pg

Le processus se termine soit par l’obtention d’une clause vide, auquel cas l’ensemble initial de clauses
est insatisfaisable, soit qu’aucune clause nouvelle ne puisse plus être produite, auquel cas l’ensemble de
clauses est satisfaisable. Lorsque plus aucune clause ne peut être produite, on dit que l’ensemble de clauses
est saturé ou que l’on a effectué une saturation de celui-ci.Cette méthode est en fait basée sur le théorème
suivant :

Théorème 5.1
Soient deux clauses1 et 2, si 1 et 2 se résolvent, alors la résolvante de1 et 2 est une conséquence
logique de1 et 2.

Par ailleurs, la chaîne de clauses permettant de produire laclause vide est appelée une réfutation de
l’ensemble de clauses. Il est également possible d’ajouterune troisième étape au principe de résolution qui
consiste à supprimer toutes les clauses redondantes de la base de connaissances. Les clauses redondantes
sont celles qui peuvent être subsumées par d’autres clausesde la base.

Ce principe de résolution est relativement inefficace car lenombre de résolvantes à effectuer est souvent
énorme ; l’espace mémoire requis devient donc très important et les temps de calculs prohibitifs. De nom-

7. Chaque résolvante produite permet d’expliciter une information issue des clauses qui l’ont produite.
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breuses stratégies ont été proposées afin de minimiser le nombre de clauses produites, parmi elles citons :
– la N-résolution [Robinson 1983] ;
– la résolution régulière [Daviset al.1962, Tseitin 1968, Galil 1977] ;
– la résolution sémantique (PI-clash) [Chang & Lee 1973] ;
– la résolution linéaire et la SL-résolution [Kowalski & Kuehner 1971, Cubbada & Mouseigne 1988] ;
– la résolution étendue [Tseitin 1968] ;
– la résolution par entrée [Chang & Lee 1973] ;
– la résolution unitaire [Dowling & Gallier 1984, Escalada-Imaz 1989] ;
– la résolution dirigée [Dechter & Rish 1994] ;
– la résolution bornée [Génisson & Siegel 1994] ;

5.3.2.2 La procédure de Davis & Putnam

La procédure de Davis & Putnam [Davis & Putnam 1960] est un algorithme énumératif simple qui
consiste en une exploration systématique de l’ensemble desinterprétations afin de déterminer si l’une
d’entre elles est un modèle. Cette procédure peut aisément être assimilée à une forme de résolution que
l’on nomme résolution dirigée [Dechter & Rish 1994].

Une grande partie des algorithmes complets les plus efficaces pourSAT s’appuient sur une version
améliorée de Davis & Putnam [Daviset al.1962]. Une étude plus détaillée des différentes variantes de cet
algorithme est faite dans le chapitre 7. Nous présentons également notre contribution à l’amélioration de
cette procédure. Par ailleurs, dans le chapitre 8, nous montrons comment faire coopérer des méthodes de
recherche locale avec des algorithmes complets de type DP.



Chapitre 6

Recherche locale

La génération d’instances aléatoires et la mise en avant desphénomènes de seuil (cf. paragraphe 5.2
page 46) qui montrent une séparation tranchée des instancessatisfaisables de celles insatisfaisables, ont for-
tement contribué à la mise au point de techniques spécialisées. Ces techniques se sont spécialisées soit dans
la recherche d’une solution (techniques à base de recherchelocale), soit dans la preuve de la contradiction
(DP et ses variantes). La recherche locale constitue donc une alternative aux méthodes énumératives pour
l’obtention d’un modèle.

Les techniques à base de recherche locale ont été développées initialement afin de résoudre des pro-
blèmes d’optimisation combinatoires. Dans le cas deSAT, les méthodes à base de recherche locale sont
des techniques incomplètes se restreignant au traitement de la consistance, c’est-à-dire qu’elles permettent
d’exhiber une solution mais ne garantissent pas son obtention, et ne peuvent a priori prouver l’inconsis-
tance. Il faut noter que le principe de recherche locale dédié à la recherche de solutions n’est pas récent.
Des méthodes comme le recuit-simulé, la recherche tabou et les algorithmes génétiques [Goldberg 1989]
existent depuis fort longtemps et ont été appliquées avec succès dans d’autres domaines. Mais ce n’est que
très récemment que l’efficacité de ces méthodes a été mise au service deSAT [Hansen & Jaumard 1990,
Minton et al.1990, Selmanet al.1992, Gu 1992, Jaumardet al.1993].

La recherche locale pourSAT, s’appuie sur un parcours non systématique (souvent stochastique) de l’es-
pace de recherche, c’est-à-dire de l’espace des interprétations. À chaque pas, seulement quelques interpré-
tations sont examinées. En contrepartie, comparativementaux approches complètes, les algorithmes à base
de recherche locale jouissent d’une plus grande flexibilitédans l’exploration de cet espace de recherche.
En effet, ces méthodes de recherche n’imposent pas, a priori, d’ordre sur l’examen des interprétations, par
opposition par exemple à la procédure de Davis & Putnam (cf. chapitre 7) où les interprétations sont testées
suivant une ordre induit par l’heuristique de branchement.Comparativement aux recherches complètes, le
nombre d’interprétations visitées par la recherche localeest très réduit. Malgré cela, ces algorithmes se sont
révélés d’une efficacité redoutable pour la recherche de modèles.

Toutefois, il ne faut pas se leurrer quant à l’efficacité de larecherche locale. Même si aujourd’hui, elle
est la seule méthode permettant dans la pratique de trouver un modèle pour certaines instances consistantes,
l’espace de recherche à examiner peut être si vaste que ces méthodes, comme tous les autres, admettent des
instances très difficiles à résoudre. Par ailleurs, si la recherche a échoué il est alors impossible de conclure
sur la satisfaisabilité ou non de l’instance. Seules des conjectures peuvent être avancées, ce qui est très
insuffisant dans le cadre du test de consistance.
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Nous commençons ce chapitre par un bref état de l’art des méthodes de recherche locale pourSAT et
plus précisément par la présentation de l’algorithme GSAT [Selmanet al.1992, Selmanet al.1993]. Cet
algorithme est l’un des premiers à avoir permis la résolution de larges instances consistantes qui étaient
jusqu’alors inaccessibles. De nombreuses variantes de cette méthode ont été proposées, nous en décrivons
quelques-unes. La deuxième partie de ce chapitre présente un algorithme, appelé TSAT, basé sur GSAT et
sur la recherche tabou. Cet algorithme que nous avons mis au point donne des résultats très satisfaisants sur
un large panel d’instances [Mazureet al.1995, Mazureet al.1997e]. Avant de conclure ce chapitre dédié
à la recherche locale pourSAT, nous présenterons des résultats que nous avons obtenus au sujet de la
génération de l’interprétation initiale par des algorithmes de recherche locale.

6.1 État de l’art

La recherche locale pourSAT est une approche élémentaire qui consiste à se déplacer d’interprétation en
interprétation jusqu’à l’obtention d’un modèle. Le paysage ainsi décrit est un sous-ensemble de l’ensemble
des interprétations et les modèles sont les minima d’une fonction d’évaluation. L’objectif de ces méthodes
est d’exhiber un modèle et donc d’atteindre un point dont l’altitude est minimal. Il est courant de parler
d’altitude et de paysage « montagneux » lorsque l’on décrit le comportement d’une méthode de recherche
locale. En effet s’il était possible de représenter l’espace complet des interprétations en fonction du nombre
de clauses falsifiées, ce paysage ressemblerait certainement à un paysage alpin. Par conséquent, l’objectif
de ces méthodes est d’atteindre le niveau de la mer, c’est-à-dire une altitude zéro signifiant qu’aucune clause
n’est falsifiée et donc qu’un modèle a été trouvé.

La fonction d’évaluation est très souvent fonction du nombre de clauses falsifisées. Pour trouver un
point d’altitude minimale, il faut donc minimiser cette fonction d’évaluation. Le premier principe est la
« descente » c’est-à-dire que tant qu’il existe une interprétation au voisinage de l’interprétation courante
améliorant la fonction d’évaluation, il faut se déplacer vers cette interprétation voisine. Ce déplacement est
appelé réparation de l’interprétation courante.

Algorithme 6.1 RECHERCHE LOCALE

1. Funtion Reherhe_loale : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses et max_reparations, le nombre maximumde réparations autorisées ;
3. Output : true si � admet un modèle, false s'il est impossible de onlure ;
4. Begin
5. Générer une onfiguration initiale I ; %% une interprétation omplète de �
6. nb_reparations=0 ; %% Nombre de réparations effetuées
7. while (nb_reparations < max_reparations) and (I n'est pas un modèle)
8. do
9. if (une desente est possible)
10. then Remplaer I par une interprétation voisine permettant la desente ;
11. else Remplaer I par une interprétation suivant le ritère d'éhappement ;
12. fi
13. nb_reparations++ ;
14. done
15. return (I est modèle) ; %% Retouner la valeur du test : � I est-il un modèle ? �
16. End
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Le voisinage est à définir et varie suivant les algorithmes derecherche locale. PourSAT, le voisinage
considéré est le plus souvent l’ensemble des interprétations distantes de1, en terme de la distance de HAM -
MING (cf. définition 2.7).

Appliqué seul, le principe de descente conduit souvent à un minimum local. Ce minimum local est une
interprétation qui n’est pas un modèle et pour laquelle il n’existe pas dans son voisinage d’interprétation
permettant de minimiser la fonction d’évaluation. Il faut alors appliquer un second principe pour sortir du
minimum local : le principe d’échappement. Il doit permettre de s’éloigner suffisamment de l’interprétation
courante afin d’éviter de la revisiter une nouvelle fois. Ce principe autorise donc des dégradations de la va-
leur de la fonction objective. Il existe différentes stratégies pour s’échapper d’un minimum local (aléatoire,
retour arrière, tabou, etc.) et différentes manières de lesutiliser (tout au long de la recherche, uniquement
lorsqu’un minimum local a été atteint, etc.). C’est souventce principe qui différencie les multiples algo-
rithmes de recherche locale pourSAT. L’algorithme 6.1 page précédente décrit succinctement lecalcul
effectué par une méthode de recherche locale.

Réaliser le meilleur déplacement (c’est-à-dire choisir le« meilleur » voisin) constitue la motivation
principale des méthodes de recherche locale. En effet, déterminer l’interprétation qui parmi un ensemble
d’interprétations est celle qui est la plus proche de l’objectif (c’est-à-dire celle qui permettra d’atteindre
un modèle avec le plus petit nombre de déplacements), est unetâche délicate étant donné que le nombre
d’interprétations pouvant être examinées est extrêmementréduit par rapport au nombre d’interprétations
admises par la formule. Par ailleurs, la recherche aboutissant le plus souvent à un minimum local, les
techniques d’échappement jouent un rôle primordial pour l’efficacité des méthodes. La littérature sur le
sujet foisonne, nous présentons une liste non exhaustive dedifférents algorithmes.

6.1.1 Algorithme glouton :« Hill-Climbing »

Dans cette méthode, une configuration initiale est considérée et soumise à des changements locaux
améliorant à chaque fois la fonction objective ou d’évaluation, jusqu’à trouver un optimum, le plus souvent
local. Cet algorithme ne fait donc que l’étape de descente sans utiliser de mécanisme d’échappement.

Algorithme 6.2 HILL -CLIMBING

1. Funtion Hill_Climbing : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses ;
3. Output : true si � admet un modèle, false s'il est impossible de onlure ;
4. Begin
5. Générer une onfiguration initiale I ; %% une interprétation omplète de �
6. while (une desente est possible) and (I n'est pas un modèle)
7. do
8. Remplaer I par une interprétation voisine permettant la desente ;
9. done
10. return (I est modèle) ; %% Retouner la valeur du test : � I est-il un modèle ? �
11. End

Une telle méthode souffre d’un inconvénient : l’arrêt dès lepremier optimum rencontré. Au vu de l’éten-
due de l’espace possible des interprétations (2(le nombre de propositions de l’instance)), il est clair que généralement
l’optimum atteint est local. Comme la procédure ne prévoit pas de moyen d’échappement, cet algorithme
est très inefficace.
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6.1.2 Le Recuit Simulé

Dans cette méthode, à l’origine utilisée pour caractériserl’évolution d’un système thermo-dynamique
(d’où son nom), une configuration initiale est générée, puisun changement local est considéré et son effet
sur la fonction objective est calculé. Si le changement provoque une amélioration, il est alors effectué,
sinon une probabilité d’acceptation est calculée. Cette probabilité évolue en fonction de la détérioration de
la configuration et du temps de recherche (plus la configuration se détériore et le temps passé augmente,
plus la probabilité décroît). Une fois cette probabilité calculée, un nombre aléatoire entre0 et 1 est généré.
Le changement est accepté si et seulement si ce nombre aléatoire est inférieur à la probabilité calculée. Cette
procédure s’arrête lorsqu’aucune réparation locale n’a été effectuée pendant un nombre donné d’itérations.

Algorithme 6.3 RECUIT SIMULÉ

1. Funtion Reuit_Simulé : boolean
2. Input : � � un ensemble de lauses,� p : la valeur initale de la probabilité d'aepter une nouvelleinterprétation lorsque l'interprétation ourante n'autoriseauune desente,� une fontion f de realul de ette probabilité,� max_stag, le nombre maximum de stagnations autorisées ;
3. Output : true si � admet un modèle, false s'il est impossible de onlure ;
4. Begin
5. Générer une onfiguration initiale I ; %% une interprétation omplète de �
6. stag=0 ; %% Nombre de stagnations sur l'interprétation ourante
7. nb_reparation=0 ; %% Nombre de réparations effetuées
8. proba=p ; %% Probabilité d'aeptation, realulé tout au long de la reherhe
9. while (stag < max_stag) and (I n'est pas un modèle)
10. do
11. if (une desente est possible)
12. then
13. Remplaer I par une interprétation voisine permettant la desente ;
14. stag=0 ;
15. nb_reparation++ ;
16. else
17. hoisir I' une interprétation voisine de I ;
18. proba=f(proba,nb_reparation,I,I',�) ; %% la probabilité est realulée%% en fontion du temps passé et de la détérioration de la onfiguration
19. a=un nombre aléatoire entre 0 et 1 ;
20. if (a < proba)
21. then
22. I=I' ;
23. nb_reparation++ ;
24. stag=0 ;
25. else
26. stag++ ;
27. fi
28. fi
29. done
30. return (I est modèle) ; %% Retouner la valeur du test : � I est-il un modèle ? �
31. End
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Contrairement au Hill-Climbing, ici la procédure ne s’arrête pas au premier optimum rencontré, l’en-
semble des solutions potentielles est donc mieux exploré. Cependant la possibilité de ne pas obtenir l’op-
timum global persiste. De fait, aucun algorithme de recherche locale ne peut garantir l’obtention de la
solution.

L’inconvénient majeur de cette technique est qu’elle possède de nombreux paramètres qui sont extrê-
mement difficiles à régler. De plus, comme pour la plupart desméthodes de recherche locale, les valeurs
des paramètres ont une grande influence sur la performance dela procédure.

Par ailleurs, l’algorithme proposé donne juste une représentation de l’ossature d’un algorithme à base de
Recuit Simulé [Kirkpatricket al.1983]. En effet, il est possible de dériver de ce modèle de représentation de
nombreuses variantes, aussi singulières les unes que les autres, dont le comportement en terme d’efficacité
peut se révéler extrêmement fluctuant.

6.1.3 La méthode tabou

Le principe de cette méthode est relativement simple, il consiste en une descente jusqu’à atteindre un
optimum. Si cet optimum n’est pas global, un changement local dans le sens de la plus petite régression
s’effectue avec cependant un certain nombre de changementsinterdits (liste tabou). Cette liste d’interdits,
gérée le plus souvent en FIFO1, évolue tout au long de la recherche, ceci afin d’éviter le phénomène de
« cuvette ». La procédure s’arrête quand il n’y a plus d’amélioration pendant un certain nombre d’itérations.

Algorithme 6.4 TABOU

1. Funtion Tabou : boolean
2. Input : � � un ensemble de lauses,� l : la longueur de la liste tabou,� it_max : nombre d'itérations maximum sans amélioration ;
3. Output : true si � admet un modèle, false s'il est impossible de onlure ;
4. Begin
5. Générer une onfiguration initiale I ; %% une interprétation omplète de �
6. nb_it=0 ; %% Nombre d'itérations sans améliorations
7. liste= new FIFO de taille l ; %% Création de la liste tabou d'interprétations
8. while (nb_it < it_max) and (I n'est pas un modèle)
9. do
10. mettre à jour liste ave I ;
11. if (une desente est possible)
12. then
13. Remplaer I par une interprétation voisine permettant la desente ;
14. nb_it=0 ;
15. else
16. Remplaer I par une interprétation voisine telle qu'elle engendre laplus petite régression de la fontion objetif et qu'elle 62 liste ;
17. nb_it++ ;
18. fi
19. done
20. return (I est modèle) ; %% Retouner la valeur du test : � I est-il un modèle ? �
21. End

1. First In First Out.
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Comme pour le Recuit-Simulé, il existe de multiples variantes de l’algorithme tabou [Glover 1989,
Glover 1990]. Nous décrivons plus en détails quelques grands principes de cette méthode (règles d’applica-
tion, critère d’aspiration, etc.) lors du passage consacréà l’algorithme de recherche locale que nous avons
mis au point (cf. paragraphe 6.2). Cet algorithme nommé TSAT(Tabu Search for SAT) est basé sur la
méthode tabou, comme son nom l’indique.

6.1.4 GSAT et ses variantes

GSAT2 est certainement la plus connue des méthodes de recherche locale pourSAT. Cet algorithme fut
proposé initialement en 1992 par Selmanet al. [Selmanet al.1992], mais c’est lors du «Second Challenge
on Satisfiability Testing» de DIMACS en 1993 [DIM1993], que des variantes extrêmementefficaces de
cet algorithme furent proposées [Selmanet al.1993]. En 1993, le papier traitant de cet algorithme a été
couronné d’un prix à la conférence AAAI’933.

Il existe peu de différences entre GSAT et les méthodes de recherche locale « classique » présentées
précédemment. La fonction d’évaluation de cette méthode reste la plus naturelle qu’il soit, c’est-à-dire
le nombre de clauses falsifiées. Cette fonction d’évaluation est couramment dénommée «min-conflict»
[Minton et al.1990]. Le voisinage reste identique à la description que nous en avons faite préalablement.
En effet le voisinage utilisé par GSAT est un « voisinage direct », c’est-à-dire que les interprétations voisines
sont toutes les interprétations qui diffèrent de l’interprétation courante de1 littéral. La fonctionV oisins se
définit alors comme :

Définition 6.1 (Voisinage direct)V oisinsdiret(I) = fJ j J est une interprétation etdH(I; J) = 1g.
Il est possible de généraliser cette notion de voisinage de manière à considérer toutes les interprétations

distantes, en terme de HAMMING , d’une longueur inférieure ou égale à une constantek. Le problème de
cette généralisation est que plusk est élevé, plus la sélection du meilleur voisin sera complexe et coû-
teuse en temps. De nombreuses expérimentations afin d’obtenir une valeur optimum dek ont été réalisées
[Bailleux 1998]. Cependant, il n’existe pas à notre connaissance d’algorithmes de recherche locale consi-
dérant des voisinages pourk > 1.

La description de GSAT peut se faire de manière très succincte tant cet algorithme est simple. Cet
algorithme commence par générer une interprétation complète des variables propositionnelles. Le choix de
l’interprétation initiale s’opère de la façon suivante : pour chaque proposition, avec une probabilité de un
demi, on choisit de l’affecter àV ou àF. La plupart (voire même la totalité) des algorithmes de recherche
locale utilisent ce principe pour générer la configuration initiale, nous verrons plus tard dans ce chapitre
d’autres manières de choisir l’interprétation initiale (cf. paragraphe 6.3).

Une fois, la configuration initiale déterminée, l’algorithme effectue un certain nombre de réparations
jusqu’à trouver un modèle. Une inversion ou une réparation d’une variable est simplement une inversion
de la valeur d’une variable propositionnelle4. Le nombre d’inversions (Max_Flips) autorisées est fixé
au départ de la procédure. Si l’algorithme ne trouve pas de solution, la procédure recommence avec une
nouvelle interprétation initiale. Ce processus peut se répéter un nombre maximal de fois (Max_Tries) fixé

2. Greedy algorithm for SAT
3. Il est à noter que des algorithmes très similaires à GSAT ont été proposées antérieurement ou simultanément et indépendam-

ment par d’autres chercheurs, citons notamment l’algorithme de Hansen & Jaumard pourMAXSAT [Hansen & Jaumard 1990] et
l’algorithme de Gu pourSAT [Gu 1992].

4. Nous employons également le terme anglo-saxon «flip » et même le néologisme «flipper une variable » signifiant inverser la
valeur de cette variable.
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au démarrage de la procédure. L’algorithme 6.5 ci-dessous synthétise cette description.

Dans cet algorithme, nous observons (ligne 22) que le choix parmi les meilleurs voisins est laissé au
hasard. I.P. Gent et T. Walsh proposent d’autres critères dechoix plus déterministes [Gent & Walsh 1993b].
Ils suggèrent notammment de choisir la variable qui a été la plus anciennement flippée dans le temps. Dans
l’éventualité où plusieurs variables n’ont jamais été flippées, un ordre arbitraire mais fixe détermine la
variable à sélectionner.

Algorithme 6.5 GSAT

1. Funtion GSAT : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses, deux entiers : Max_Tries et Max_Flips ;
3. Output : true si � admet un modèle, false s'il est impossible de onlure ;
4. Begin
5. for i from 1 to Max_Tries
6. do
7. I=une interprétation omplète générée aléatoirement ;
8. for j from 1 to Max_Flips
9. do
10. if (I est un modèle)
11. then
12. return true ;
13. else
14. foreah variable v de �
15. do
16. fals_to_sat[v℄=le nombre de lauses falsifiées par I quideviendraient satisfaites, si v était flippée ;
17. sat_to_fals[v℄=le nombre lauses satisfaites par I quideviendraient falsifiées, si v était flippée ;
18. sore[v℄=fals_to_sat[v℄-sat_to_fals[v℄ ; %% min-onflit
19. done
20. list_of_max_diff=liste des variables ayant le meilleur sore ;
21. x=une variable au hasard parmi list_of_max_diff ;
22. I=(I ave la valeur d'affetation de x inversée) ;
23. fi
24. done
25. done
26. return (I est modèle) ; %% Retouner la valeur du test : � I est-il un modèle ? �
27. End

GSAT ne présente pas, comme pour les méthodes précédemment décrites, deux phases bien distinctes :
descente et échappement. En effet, la descente n’est pas iciune descente stricte, elle autorise des remontées
de la fonction d’évaluation. Plus précisément, si lesore est positif, le nombre de clauses falsifiées va
effectivement diminuer (nous sommes dans une phase de descente). Si lesore est nul, le nombre total
de clauses insatisfaites reste constant (nous sommes dans une configuration appelée plateau et l’algorithme
explore ce plateau afin de trouver un voisin de même altitude lui permettant d’échapper à ce minimum local
[Minton et al.1990]). Enfin, si lesore est négatif, l’algorithme s’éloigne de son objectif, nous sommes
donc en phase de remontée. Dessores négatifs sont relativement courants et souvent indispensables pour
assurer l’efficacité de cette méthode.

GSAT autorise donc les dégradations de la fonction objective au cours de la recherche, ce qui peut être
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considéré comme un moyen de s’échapper d’un optimum local.

Par ailleurs, il existe une phase d’échappement dans cette méthode. Elle consiste en un redémarrage de
la procédure avec une nouvelle configuration initiale. Cet étape relativement brutale est un procédé radical
pour sortir des optima locaux. De plus, un choix aléatoire est effectué parmi les variables présentant le
meilleursore. Ce caractère aléatoire permet assurément d’éviter de nombreux flips récurrents.

Il reste que cette approche conduit le plus souvent à un optimum local. C’est pourquoi de nombreuses
variantes de cet algorithme ont vu le jour [Selman & Kautz 1993b], nous ne décrivons ici que celles qui
nous semblent les plus représentatives.

6.1.4.1 Random Walk Strategy

Nous présentons ici, une des meilleures améliorations de GSAT [Selmanet al.1994] : «Random Walk
Strategy». Lorsqu’il est fait référence à GSAT, on fait fréquemment référence implicitement à GSAT+Ran-
dom Walk Strategy(GSAT+RWS). Afin d’éviter toute confusion, nous distinguons clairement les deux
approches dans cette thèse.

Random Walk Strategy, comme son nom l’indique s’appuie sur une série de déplacements aléatoires
pour s’extraire des extremums locaux. Ces déplacements aléatoires s’effectuent de la manière suivante :

– avec une probabilitép, on choisit aléatoirement de flipper une variable parmi l’ensemble des variables
apparaissant dans les clauses falsifiées, c’est-à-dire lesvariables ayant une valeur defals_to_sat
(cf. algorithme 6.5) strictement positive ;

– avec une probabilité1� p, on élit la variable à réparer de la même manière que dans GSAT.

L’adaptation de GSAT vers GSAT+RWS est présentée dans l’algorithme 6.6 de la présente page.

L’introduction de ces déplacements aléatoires dans GSAT a permis de montrer expérimentalement que
l’algorithme converge plus rapidement et nécessite peu d’essais [Selmanet al.1994]. Pour un comporte-
ment expérimental optimal de l’algorithme, B. Selmanet al.proposent d’utiliser une valeur de la probabilitép comprise entre0; 5 et0; 6.

B. Selman et H. Kautz dans [Selman & Kautz 1995], proposent diverses variantes autour des déplace-
ments aléatoires. Une première variante consiste à n’utiliser les réparations aléatoires que lorsque l’algo-
rithme a atteint un minimum local, c’est-à-dire lorsque (max_diff6 0). Une seconde variante diffère par
l’ensemble des variables susceptibles d’être réparées lors d’un déplacement aléatoire. Initialement, il est
proposé de choisir une variable parmi celles qui, par leur inversion, vont satisfaire au moins une clause qui
était falsifiée par l’interprétation courante. L’option «all » consiste à choisir une variable parmi l’ensemble
complet des variables sans aucune distinction suivant leurs différents scores.

Cependant, il semble que l’optionRandom Walk Strategyla plus performante soit celle proposée ini-
tialement [Selman & Kautz 1995]. Soulignons par ailleurs que l’introduction de ce caractère aléatoire peut
toutefois rendre GSAT moins efficace sur certaines instances [Cha & Iwama 1995].
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Algorithme 6.6 GSAT+RWS

1. Funtion GSAT+RWS : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses, deux entiers : Max_Tries et Max_Flips,une probabilité p de réparer aléatoirement ;
3. Output : true si � admet un modèle, false s'il est impossible de onlure ;
4. Begin
5. for i from 1 to Max_Tries do
6. I=une interprétation omplète générée aléatoirement ;
7. for j from 1 to Max_Flips do
8. if (I est un modèle) then return true ;
9. else
10. foreah variable v de � do
11. fals_to_sat[v℄=le nombre de lauses falsifiées par I quideviendraient satisfaites, si v était flippée ;
12. sat_to_fals[v℄=le nombre lauses satisfaites par I quideviendraient falsifiées, si v était flippée ;
13. sore[v℄=fals_to_sat[v℄-sat_to_fals[v℄ ; %% min-onflit
14. done
15. list_of_max_diff=liste des variables ayant le meilleur sore ;
16. list_of_FalsToSat_pos=liste des variables t.q. fals_to_sat[v℄> 0 ;
17. n=un nombre généré aléatoirement entre 0 et 1 ;
18. if (p > n)
19. then %% Random Walk Strategy
20. x=une variable au hasard parmi list_of_FalsToSat_pos ;
21. else %% GSAT lassique
22. x=une variable au hasard parmi list_of_max_diff ;
23. fi
24. I=(I ave la valeur d'affetation de x inversée) ;
25. fi
26. done
27. done
28. return (I est modèle) ; %% Retouner la valeur du test : � I est-il un modèle ? �
29. End
6.1.4.2 Break Out Method

La méthode proposée par P. Morris, appelée «Break Out Method» [Morris 1993], est une stratégie
différente de celle de GSAT. Cependant une approche similaire a été développée pour GSAT par B. Selman
et H.A. Kautz5 [Selman & Kautz 1993a].

Afin d’échapper aux minima locaux, P. Morris suggère une technique de pondération des clauses. Cette
pondération permet de modifier dynamiquement la fonction d’évaluation durant la recherche.

Au départ de la procédure, chaque clause se voit créditer d’un poids de1. Lorsqu’un extremum local
est atteint, les clauses falsifiées par l’interprétation courante voient leur poids augmenté de1. La variable
à réparer est celle qui fournira une interprétation maximisant la somme des poids des clauses satisfaites
et/ou minimisant la somme des poids des clauses falsifiées par cette nouvelle interprétation. Le voisinage
utilisé dans cette méthode reste identique à celui de GSAT, àsavoir un voisinage direct (cf. algorithme 6.7).

5. Selman et Kautz nomment leur approche «weight» dans leur implantation de GSAT [Selman & Kautz 1995].
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Cette stratégie s’avère parfois plus performante que GSAT+RWS, particulièrement sur des instances à peu
de solutions ou à solutions isomorphes [Cha & Iwama 1995].

Contrairement aux autres algorithmes de réparation locale(exception faite de Tabou), cet algorithme
guide son exploration future par celle déjà effectuée. L’objectif de cette méthode est donc « d’apprendre »
afin d’atténuer et même d’éliminer l’attraction des minima locaux rencontrés ultérieurement.

Il est à noter qu’une autre voie pour atteindre cet objectif est d’ajouter à la base de connaissances, des
clauses permettant de « gommer » ce minimum local [Ginsberg &McAllester 1994, Cha & Iwama 1995,
Hao & Tétard 1996]. Par ailleurs, l’ajout des clauses peut permettre de transformer la recherche locale
en une méthode complète. Cependant ces méthodes à base de production de clauses sont extrêmement
gourmandes en espace mémoire et leur efficacité reste à prouver.

Algorithme 6.7 BREAK OUT METHOD

1. Funtion Break_Out_Method : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses de poids 1 ;
3. Output : true si un modèle de � est trouvé ; %% la fontion boule sinon ...
4. Begin
5. I=une interprétation omplète générée aléatoirement ;
6. while (I n'est pas un modèle)
7. do
8. if (Auune desente n'est possible)
9. then
10. foreah lause  falsifiée
11. do
12. augmenter le poids de  ;
13. done
14. fi
15. Remplaer I par l'interprétation minimisant (et/ou maximisant) la sommedes poids des lauses falsifiées (satisfaites) ;
16. done
17. return true ;
18. End

De nombreuse déclinaisons de la procédure de P. Morris ont été proposées, citons par exemple celle de
Selman et Kautz [Selman & Kautz 1993a] qui suggèrent entre autres de réinitialiser les poids dès que des
descentes ont eu lieu, et d’incrémenter le poids des clausesd’un facteur donné en paramètre de la procédure.
T. Castell et M. Cayrol dans [Castell & Cayrol 1996a] utilisent une version de Break Out Method intégrant
un système de « saut » et d’interprétation miroir pour illustrer leur propos sur la génération d’instances aléa-
toires (cf. page 51). Ils étendent le voisinage avec l’interprétation miroir qui n’est autre que l’interprétation
complémentaire de l’interprétation courante et proposentde flipper l’ensemble des variables apparaissant
dans les clauses falsifiées (« saut ») lorsque l’algorithme aatteint un optimum local. Dans le même article
[Castell & Cayrol 1996a] une seconde version de l’algorithme de P. Morris est présentée, dans laquelle l’in-
terprétation miroir est choisie comme nouvelle interprétation courante lorsque l’on a atteint un minimum
local (cette version n’étend pas le voisinage).
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6.1.5 WSAT et ses variantes

WSAT ou « WalkSAT» est l’héritier direct de GSAT. Cet algorithme proposé par Selman, Kautz et
Cohen [Selmanet al.1994] peut être vu comme une nouvelle adaptation de «Random Walk Strategy» où
un procédé aléatoire n’est plus seulement utilisé pour s’extraire des optima locaux mais aussi comme un
moyen de diminuer le nombre d’interprétations voisines.

En effet, dans WSAT le voisinage est un sous-ensemble du voisinage direct utilisé par GSAT. Dans
cette méthode, une clause falsifiée est choisie aléatoirement et c’est parmi les variables de cette clause que
la variable à réparer est élue. WSAT définit donc un voisinageextrêmement réduit, qui accélère notablement
les temps de calcul. La fonction voisinage de WSAT est une fonction à deux paramètres : l’interprétation
couranteI et une clause falsifiée parI et se définit de la façon suivante :

Définition 6.2 (Voisinage de WSAT)V oisinswsat(I; ) = fJ j J est une interprétation t.q.SH(I;J) = fxg avecx une variable appartenant àg
La fonction d’évaluation reste «min-conflict», à savoir que la variable réparée est celle qui permet de

réduire au maximum, le nombre de clauses falsifiées. Comme dans GSAT, l’exploration des plateaux et les
remontées sont autorisées. L’algorithme 6.8 ci-dessous décrit cette procédure.

Algorithme 6.8 WSAT

1. Funtion WSAT : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses, deux entiers : Max_Tries et Max_Flips ;
3. Output : true si � admet un modèle, false s'il est impossible de onlure ;
4. Begin
5. for i from 1 to Max_Tries
6. do
7. I=une interprétation omplète générée aléatoirement ;
8. for j from 1 to Max_Flips
9. do
10. if (I est un modèle)
11. then
12. return true ;
13. else
14. =une lause au hasard parmi les lauses falsifiées par I ;
15. foreah variable v de 
16. do
17. Caluler sore[v℄ ; %% le sore utilisé est min-onflit
18. done
19. list_of_max_diff=liste des variables ayant le meilleur sore ;
20. x=une variable au hasard parmi list_of_max_diff ;
21. I=(I ave la valeur d'affetation de x inversée) ;
22. fi
23. done
24. done
25. return (I est modèle) ; %% Retouner la valeur du test : � I est-il un modèle ? �
26. End
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Les différentes optimisations mises au point pour GSAT, peuvent aisément se greffer à WSAT. Nous re-
streignons notre présentation à l’adaptation de «Random Walk Strategy» pour WSAT et aux deux nouvelles
stratégies qui sont actuellement reconnues comme les plus efficaces [McAllesteret al.1997].

6.1.5.1 Noise

L’adaptation de «Random Walk Strategy» à WSAT est immédiate :

– avec la probabilitép on répare une variable au hasard dans la clause falsifiée choisie préalablement ;

– avec une probabilité1� p on répare la variable possédant le meilleur score parmi les variables de la
clause.

Dans l’algorithme de WSAT (cf. 6.8 page précédente), il suffit de remplacer la ligne 20 par le pseudo-
code suivant :

Algorithme 6.9 WSAT+NOISE

... ... %% Lignes 1 à 19 de WSAT
20. n=un nombre généré aléatoirement entre 0 et 1 ;
20.a if (p > n)
20.b then %% Noise
20.c x=une variable au hasard parmi les variables de ;
20.d else %% WSAT lassique : min-onflit
20.e x=une variable au hasard parmi list_of_max_diff ;
20.f fi
... ... %% Lignes 21 à 26 de WSAT

Cette stratégie est appelée «noise» dans l’implantation originelle de WSAT.

Il faut noter que si l’on fixep à 1, cet algorithme est présenté dans [Papadimitriou 1991]. C.H. Papadi-
mitriou prouve dans le même article que de manière probabilite cet algorithme permet de résoudre en temps
quadratique les instances2SAT ; ce résultat ayant essentiellement un intérêt théorique.

Théorème 6.1 ([Papadimitriou 1991])
Soit� une instance consistante 2SAT construite surn variables. SiMax_Tries> 2n2 alors la probabilité
pour que WSAT+Noise (avecp = 1) trouve un modèle est supérieure à un demi.

6.1.5.2 Novelty

Dans la stratégie «Novelty», les variables (de la clause falsifiée tirée aléatoirement) sont triées en
fonction de leur score (toujours «min-conflict»). Un critère d’ancienneté permet par la suite de désigner la
variable à réparer. En effet, dans cette stratégie, chaque variable se voit associé un entier (level) indiquant
à quel moment remonte son dernier flip.

Lors de l’élection de la variable à flipper, les deux variables arrivées en tête lors du tri, sont considérées.
Si la meilleure de ces deux variables est la moins récemment flippée, c’est elle qui est choisie, sinon avec



6.1. État de l’art 67

une probabilitép, on choisit la seconde variable et avec la probabilité complémentaire on choisit la meilleure
variable.

L’algorithme 6.10 ci-dessous décrit en détail l’algorithme WSAT+Novelty.

Algorithme 6.10 WSAT+NOVELTY

1. Funtion GSAT+Novelty : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses, deux entiers : Max_Tries et Max_Flips,une probabilité p de réparer la variable la moins réemment flippée ;
3. Output : true si � admet un modèle, false s'il est impossible de onlure ;
4. Begin
5. for i from 1 to Max_Tries do
6. I=une interprétation omplète générée aléatoirement ;
7. foreah variable in � do
8. level[v℄=0 ;
9. done
10. for j from 1 to Max_Flips do
11. if (I est un modèle) then return true ;
12. else
13. =une lause au hasard parmi les lauses falsifiées par I ;
14. foreah variable v de  do
15. Caluler sore[v℄ ; %% le sore utilisé est min-onflit
16. done
17. v_best=la variable ayant le meilleur sore ;
18. v_seond=la variable ayant le deuxième meilleur sore ;
19. if (sore[v_best℄==sore[v_seond℄) then
20. if (level[v_best℄ > level[v_seond℄)
21. then x=v_seond ;
22. else x=v_best ;
23. fi
24. elif (level[v_best℄ < level[v_seond℄)
25. then x=v_best ;
26. else
27. n=un nombre généré aléatoirement entre 0 et 1 ;
28. if (p > n)
29. then x=v_seond ;
30. else x=v_best ;
31. fi
32. fi
33. I=(I ave la valeur d'affetation de x inversée) ;
34. level[x℄=j ;
35. fi
36. done
37. done
38. return (I est modèle) ; %% Retouner la valeur du test : � I est-il un modèle ? �
39. End

Le critère d’ancienneté utilisé permet d’éviter des flips trop récurrents. Il peut être assimilé à une sorte
de tabou, dans le sens où on minimise le risque qu’une variable récemment flippée le soit de nouveau.
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En fixant la probabilité pour Noise à0:6, la combinaison de Noise et Novelty semble, sur la base de tests
étudiés par McAllesteret al., améliorer très nettement les performances de WSAT [McAllesteret al.1997].
Cependant à notre connaissance, aucun réglage du paramètrep pour la procédure Novelty n’a été proposé,
ce qui rend la stratégie difficilement exploitable.

6.1.5.3 R-Novelty

La stratégie «R-Novelty» est un raffinement de «Novelty». Comme pour WSAT+Novelty, les variables
possédant les deux meilleurs scores sont étudiées. Les stratégies sont identiques sauf lorsque la meilleure
variable (v_best) est la plus récemment flippée. Dans ce cas, la différenced entre les scores des deux
meilleures variables (v_best etv_seond) est considérée. Quatre cas sont distingués :

1. p < 0; 5 etd > 1 : v_best est choisie ;

2. p < 0; 5 etd = 1 : avec la probabilité2p, v_seond est choisie et avec la probabilité1� 2p, v_best
est choisie ;

3. p > 0; 5 etd = 1 : v_seond est choisie ;

4. p > 0; 5 et d > 1 : avec la probabilité2(p � 0; 5), v_seond est choisie et avec la probabilité1� 2(p� 0; 5), v_best est choisie.

Les modifications à effectuer à l’algorithme WSAT+Novelty (cf. algorithme 6.10 page précédente), pour
obtenir celui de WSAT+R-Novelty portent sur les lignes comprises entre 27 et 32. Ces lignes doivent être
remplacées par le pseudo-code ci-dessous.

Algorithme 6.11 WSAT+R-NOVELTY

... ... %% Lignes 1 à 26 de WSAT+Novelty
27. d=sore[v_best℄-sore[v_seond℄ ;
28. if ((p < 0.5) && (d > 1)) then x=v_best ; %% Cas 1
29. elif ((p < 0.5) && (d == 1)) then %% Cas 2
29.a n un nombre généré aléatoirement entre 0 et 1 ;
29.b if ((2*p) > n )
29.c then x=v_seond ;
29.d else x=v_best ;
29.e fi
30. elif ((p >= 0.5) && (d = 1)) then x=v_seond ; %% Cas 3
31. else %% Cas 4 : ((p >= 0.5) && (d > 1))
31.a n un nombre généré aléatoirement entre 0 et 1 ;
31.b if ((2*(p-0.5)) > n )
31.c then x=v_seond ;
31.d else x=v_best ;
31.e fi
31’. fi
... ... %% Lignes 32 à 39 de WSAT+Novelty

McAllester et al. dans leur article [McAllesteret al.1997] proposent de mixer cette approche avec la
stratégie Noise, en fixant la probabilité de bruit à0; 6. Cette technique (WSAT+R-Novelty+Noise(p=0,6))
semble fournir de meilleurs résultats comparativement auxautres approches basées sur WSAT. Cependant,
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aucune précision n’est donnée quant à la valeur de la probabilité à utiliser pour R-Novelty. De plus, McAl-
lesteret al.affirment que le réglage de ce paramètre est très délicat et que les performances de l’algorithme
sont très dépendantes de ce réglage.

6.2 TSAT

L’aspect aléatoire prédominant dans GSAT, WSAT et leurs variantes est une source de difficultés pour
l’analyse et la compréhension de l’efficacité de ces méthodes. Cette remarque nous a amenés à nous poser
la question suivante : «Dans quelle mesure est-il possible de trouver une méthode conservant des perfor-
mances équivalentes aux meilleures approches connues, tout en atténuant au maximum l’aspect aléatoire
qui guide les réparations?».

Dans [Selmanet al.1992], B. Selman affirme que : «An other feature of GSAT is that the variable whose
assignment is to be changed is chosen at random from those that would give an equally good improvement.
Such non-determinism makes it very unlikely that the algorithm makes the same sequence of changes over
and over.». Cependant, après une analyse expérimentale détailléee de GSAT+RWS, sur des problèmes
consistants pour lesquels la recherche aboutit à un optimumlocal, nous avons constaté que GSAT+RWS
flippe souvent les mêmes variables. Ces réparations redondantes amènent l’algorithme à effectuer des cycles
dans ces réparations.

De ces constatations, nous proposons une nouvelle méthode,appelée TSAT [Mazureet al.1997e]6 :
(« Tabu for SAT»). Cette méthode se base sur la même ossature que GSAT en effectuant une utilisation
systématique d’une liste de réparations interdites pour « éviter »les flips récurrents et échapper aux minima
locaux. Ceci permet d’explorer et de couvrir au mieux l’espace de recherche.

Préalablement à la description détaillée de l’algorithme,nous décrivons les différents choix possibles
pour confectionner un algorithme à base de tabou.

6.2.1 Les« différents » Tabou

Le principe de la liste tabou (cf. paragraphe 6.1.3 page 59) consiste à interdire les déplacements
conduisant à un ensemble d’interprétations déjà visitées et caractérisées par le contenu de la liste tabou
[Glover 1989, Glover 1990]. Il existe différentes manièresde gérer cette liste tabou. Lors de la réalisation
d’une méthode de recherche locale à base de tabou, certainesdécisions doivent être prises quant à la gestion
et à l’utilisation de la liste tabou [Gloveret al.1993, Glover & Laguna 1993].

Nous regroupons ces choix en trois catégories :

1. contenu de la liste ;

2. longueur de la liste ;
3. règles d’application du tabou :

– moment d’utilisation de la liste ;
– critère d’aspiration.

6. Une version préliminaire de ce papier est parue dans [Mazure et al.1995]. Dans le papier initial, TSAT est appelé TWSAT
(« Tabu Walk Strategy for SAT»). De nombreuses confusions, nous ont conduit à renommer cet algorithme. En effet, le « W » de
TWSAT semblait faire allusion pour beaucoup de lecteurs à celui de WSAT. Or l’ossature de TSAT (TWSAT) est plus proche de celle
de GSAT que de celle de WSAT.
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Le contenu de la liste tabou va représenter les interprétations voisines inaccessibles. Dans le cas de
SAT, comme les déplacements entre les interprétations se font par l’intermédiaire des variables, trois ob-
jets sont susceptibles d’appartenir à la liste d’interdits: les interprétations, les variables elles-mêmes ou les
clauses. Dans le cas des interprétations, la liste tabou caractérise l’ensemble des interprétations ne pouvant
pas être atteintes lors de la prochaine réparation. Le principe de tabou étant d’éviter de repasser par des
interprétations déjà visitées, une liste tabou contenant des interprétations semblent donc idéale. Cependant
en pratique, la mise en œuvre d’une telle liste tabou risque d’être coûteuse en mémoire (sauvegarde d’une
liste d’interprétations) mais également en temps (comparaisons entre les interprétations voisines de l’in-
terprétation courante et celles contenues dans la liste tabou). En effet, dans certains cas la liste d’interdits
peut être longue et donc de nombreuses interprétations doivent être mémorisées. Une alternative consiste
à stocker dans la liste les variables récemment réparées. Dans ce cas, la liste tabou caractérise l’ensemble
des interprétations ne pouvant être atteintes au prochain flip et qui diffèrent de l’interprétation courante par
au moins une des variables de la liste. Cette approche semblefournir un juste compromis et c’est elle qui
sera employée dans TSAT. Enfin la dernière possibilité consiste à mémoriser la trace des clauses réparées.
L’idée est de mémoriser chaque clause venant d’être réparée, c’est-à-dire les clauses qui sont passées d’un
état de contradiction à celui de satisfaction. Le tabou est utilisé dans ce cas, comme un moyen d’éviter de
réparer toujours les mêmes clauses afin de mieux couvrir l’espace de recherche. Dans ce cas, la liste tabou
caractérise l’ensemble des interprétations qui ne peuventêtre atteintes au prochain flip et qui diffèrent par
leurs ensembles respectifs de clauses falsifiées.

La seconde question à résoudre porte sur la longueur de la liste tabou. Un autre paramètre important
caractérisant les méthodes à base de tabou concerne la longueur de la liste tabou et la manière dont elle
évolue au cours de la recherche. Trois types de tailles peuvent être envisagées : fixe, dynamique ou illimité.
Lorsque la taille de la liste tabou est fixe, elle est imposée au début et reste constante tout au long de la
recherche. Cette stratégie est celle que l’on rencontre le plus fréquemment dans les algorithmes de recherche
locale à base de tabou. C’est cette option qui est implantée dans TSAT. Une autre approche consiste à faire
évoluer la taille de la liste tabou au cours de la recherche. On dit alors que l’on utilise une liste tabou
dynamique. Cette stratégie doit logiquement fournir de meilleurs résultats que la précédente. En effet, il y
a de fortes chances pour que la taille de la liste tabou ne soitpas identique, que l’on soit dans une phase
de descente, d’exploration de plateau ou de remontée. Le problème de cette stratégie est de déterminer
quand et de quelle manière faire évoluer la liste tabou. Dansla section 6.2.5 nous décrivons une variante de
TSAT utilisant une liste tabou dynamique. La dernière alternative concernant la taille de la liste tabou est
d’utiliser une liste de longueur illimitée. Cette technique n’a de sens que si un tabou sur les interprétations
est employé. Cependant une telle stratégie est utopique tant l’espace mémoire requis est conséquent. Par
ailleurs, une telle méthode revient à effectuer une exploration systématique de l’espace des interprétations.

Une fois le contenu et le type de longueur de la liste tabou fixés, il reste à déterminer les conditions
d’utilisation de cette liste. Elle peut être utilisée tout au long de la recherche ou uniquement lorsqu’un op-
timum local est atteint. Une utilisation restreinte aux optima locaux signifie que lorsqu’une interprétation
dans le voisinage permet une descente, la configuration courante est réparée vers cette interprétation que
cette interprétation soit ou non interdite par le contenu dela liste tabou. À l’inverse, l’utilisation systéma-
tique de la liste tabou signifie qu’une interprétation interdite par le contenu de la liste tabou, ne sera jamais
choisie même si elle est la seule à permettre une descente. C’est cette utilisation qui a été choisie pour
TSAT. Nous pensons qu’une telle manière de procéder permet d’éviter certains minima locaux. De manière
imagée, cette utilisation peut être vue comme « un serpent semouvant dans un paysage montagneux et ne
s’aventurant dans une crevasse que si celle-ci est assez profonde pour accueillir sur sa pente la totalité du
corps du reptile ».

Par ailleurs, il est possible de greffer à ces deux types d’utilisation de la liste tabou (systématique
ou restreinte aux optima locaux), un principe additionnel appelé « critère d’aspiration » [Glover 1989,
Glover 1990]. Ce critère autorise la violation du principe tabou lorsque le déplacement vers une inter-
prétation voisine améliore la meilleure valeur de la fonction d’évaluation obtenue depuis le début de la
recherche. C’est-à-dire que si parmi le voisinage une interprétation donne une valeur de la fonction d’éva-
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luation meilleure que toutes celles obtenues par les interprétations déjà visitées, alors la réparation vers cette
interprétation est effectuée que cette interprétation soit ou non interdite par la liste tabou. À notre connais-
sance, toutes les méthodes à base de tabou pourSAT utilisent ce critère d’aspiration. Cependant afin de ne
pas perturber les déplacements de notre serpent, TSAT n’utilise pas ce principe. De plus, le réglage optimal
de la longueur (cf. paragraphe 6.2.3 page 73) de la liste tabou est plus délicat lorsque le critère d’aspiration
est appliqué.

La table 6.1 synthétise les diverses possibilités offerteslors de la réalisation d’un algorithme de re-
cherche locale à base de tabou. La sélection d’une case à chaque ligne de cette table permet d’obtenir une
méthode tabou spécifique. Les choix faits lors de la réalisation de TSAT sont indiqués en gras dans cette
table.

Paramètres Choix possibles

Contenu de la liste tabou Interprétations Variables Clauses

Type de longueur de la liste tabou Fixe Dynamique Illimitée

Utilisation du tabou Systématique Restreinte aux minima locaux

Critère d’aspiration Avec Sans

TAB . 6.1 –Les différents paramètres d’une méthode tabou

6.2.2 L’algorithme

TSAT gère une liste FIFO, de longueur fixe, des variables les plus récemment flippées. Après chaque
flip, la variable ayant été réparée entre dans cette liste d’interdits où elle y restera durant un certain nombre
d’itérations correspondant à la longueur de la liste. La différence majeure, avec la méthode tabou classique
réside dans le fait que cette liste est utilisée tout au long de la recherche et non pas seulement lorsqu’une
détérioration de la configuration courante doit être recherchée. C’est-à-dire, tant qu’une variable est dans la
liste tabou, elle ne peut participer à la réparation même si son inversion provoque l’évolution dans le sens
de la progression la plus forte.

La fonction d’évaluation des interprétations reste identique à celle de GSAT ou WSAT, à savoir «Min-
conflict». Nous rappelons que cette fonction a pour valeur le nombre de clauses falsifiées.

Une différence entre TSAT et les méthodes jusqu’alors présentées réside dans le voisinage. Afin de
minimiser le temps d’évaluation du voisinage de l’interprétation courante, TSAT utilise comme voisinage
une restriction du voisinage direct (cf. définition 6.1) :

Définition 6.3 (Voisinage de TSAT)V oisinsTSAT (I) = fJ j J est une interprétation t.q.SH(I;J) = fvg avecv une variable non tabou
et appartenant à au moins une clause (de�) falsifiée parIg.

La variable réparée est donc choisie pami l’ensemble des variables apparaissant dans l’ensemble des
clauses falsifiées de l’interprétation courante. Le choix porte sur la variable qui donne la plus forte progres-
sion (ou la plus faible régression) de la fonction objectiveet qui n’appartient pas à la liste tabou. Dans le
cas où toutes les variables apparaissant dans des clauses falsifiées appartiennent également à la liste tabou,
TSAT autorise la réparation de la meilleure variable de la liste tabou.
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Par ailleurs, un choix aléatoire est effectué parmi les variables possédant le meilleur score de la fonction
d’évaluation. De plus, l’interprétation initiale est générée aléatoirement. Une description détaillée de TSAT
est faite dans l’algorithme ci-dessous.

Algorithme 6.12 TSAT

1. Funtion TSAT : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses, trois entiers : Max_Tries, Max_Flips et lla longueur de la liste tabou ;
3. Output : true si � admet un modèle, false s'il est impossible de onlure ;
4. Begin
5. list_tabou=new liste FIFO de longueur l ;
6. for i from 1 to Max_Tries do
7. I=une interprétation omplète générée aléatoirement ;
8. liste_tabou=? ;
9. for j from 1 to Max_Flips do
10. if (I est un modèle) then return true ;
11. else
12. foreah variable v appartenant à des lauses de � falsifiéespar I et t.q. v 62 liste tabou do
13. fals_to_sat[v℄=le nombre de lauses falsifiées par I quideviendraient satisfaites, si v était flippée ;
14. sat_to_fals[v℄=le nombre lauses satisfaits par I quideviendraient falsifiées, si v était flippée ;
15. sore[v℄=fals_to_sat[v℄-sat_to_fals[v℄ ; %% min-onflit
16. done
17. liste_best=liste des variables ayant le meilleur sore ;
18. if (liste_best==?) then %% Toutes les variables falsifiées sont tabou
19. foreah variable v appartenant à liste tabou do
20. fals_to_sat[v℄=le nombre de lauses falsifiées par I quideviendraient satisfaites, si v était flippée ;
21. sat_to_fals[v℄=le nombre lauses satisfaits par I quideviendraient falsifiées, si v était flippée ;
22. sore[v℄=fals_to_sat[v℄-sat_to_fals[v℄ ; %% min-onflit
23. done
24. liste_best=liste des variables ayant le meilleur sore ;
25. fi
26. x=une variable au hasard parmi liste_best ;
27. I=(I ave la valeur d'affetation de x inversée) ;
28. mettre à jour liste_tabou ; %% x entre dans la liste et la variable%% réparée l flips auparavant sort
29. fi
30. done
31. done
32. return (I est modèle) ; %% Retouner la valeur du test : � I est-il un modèle ? �
33. End
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6.2.3 Réglage des paramètres

Les paramètres des méthodes de recherche locale jouent un rôle fondamental, leur réglage influence
considérablement leur efficacité. Par exemple, B. Selmanet al. [Selmanet al.1993] proposent un réglage
pointu des paramètres de GSAT en particulier de la probabilité p pour «Random Walk Strategy», cette
probabilité influe énormément sur les performances de l’algorithme et diffère suivant la nature des ins-
tances. Par ailleurs, plusieurs auteurs (e.g.[Gent & Walsh 1993a, Parkes & Walser 1996] ont étudié les per-
formances de GSAT en fonction des paramètresMax_Flips et Max_Tries. En ce qui concerne TSAT le
paramètre critique est la longueur de la liste d’interdits.Un bon réglage de ce paramètre est donc primordial.

Afin de déterminer la taille optimale de la liste tabou, nous avons effectué des séries intensives d’ex-
périmentations. Nous nous sommes tout particulièrement intéressés au réglage de TSAT pour les instances
kSAT aléatoires.

Nous avons généré des instances3SAT au seuil (C=V = 4; 25) dont le nombre de variables varie de50
à 1500 par pas de50. Pour chaque taille de problèmes nous avons testé un nombre significatif d’instances
(500 pour les problèmes de50 à1000 variables,200 pour les problèmes de taille supérieure à1000).

Pour chaque instance nous avons expérimenté TSAT avec une longueur de liste tabou variant de1 à50.
La figure 6.1 montre la longueur optimale de la liste tabou en fonction du nombre de variables.
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FIG. 6.1 –Taille optimale de la liste tabou de TSAT pour des instances 3SAT aléatoires au seuil

Sur l’intervalle considéré, la courbe apparaît comme une fonction linéaire du nombre de variables. De
plus, nous avons constaté que :

– plus la longueur de la liste tabou s’éloigne de la longueur optimale, plus les performances se dé-
gradent ;

– cette longueur optimale reste identique pour des instances générées en dehors du seuil ;
– la taille de la liste tabou ne semble pas dépendre de la taille des clauses, ceci a été observé en condui-

sant le même type d’expérimentations, à moindre échelle, sur des instances4SAT .

Expérimentalement, la longueur de la liste tabou pour des instanceskSAT aléatoires est donnée par la
fonction linéaire suivante : l = 0; 01875� V + 2; 8125
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Ce résultat étonnant mériterait une étude analytique plus approfondie, ceci afin de comprendre la nature
des instanceskSAT aléatoires et d’en faire éventuellement émerger de nouvelles propriétés. Intuitivement,
il nous semble qu’il pourrait être possible de lier cette courbe à la hauteur moyenne des optima locaux.
Par ailleurs, nous avons pu prouver expérimentalement que cette taille correspond à la taille des cycles de
réparations pour les instanceskSAT (cf. paragraphe 6.2.5).

6.2.4 Résultats expérimentaux

Nous présentons une comparaison expérimentale entre GSAT+RWS, WSAT+Noise et TSAT. L’algo-
rithme TSAT est implanté en C sur une plate-forme incluant divers algorithmes [Mazureet al.1996d,
Mazureet al.1998b]. En ce qui concerne GSAT+RWS et WSAT+Noise les implantations originelles de
leurs auteurs ont été utilisées. Les expérimentations ont été menées sur des PC sous le système d’exploita-
tion Linux.

6.2.4.1 Instances aléatoires

Les différentes approches ont été évaluées sur des instances 3SAT au seuil. La comparaison porte sur
plusieurs critères :

– le temps moyen (exprimé en secondes) nécessaire à la résolution d’une instance ;
– le nombre de réparations effectuées en moyenne pour résoudre une instance ;
– le pourcentage de problèmes résolus7.

Nous avons également indiqué le rapport du nombre moyen de réparations sur le pourcentage de pro-
blèmes résolus. Ceci afin d’obtenir une comparaison plus équitable lorsqu’un algorithme résout plus d’ins-
tances que les autres.

Les valeurs des paramètresMax_Flips etMax_Tries, communs aux trois approches, sont celles four-
nies par Andrew J. Parkes et Joachim P. Walser dans [Parkes & Walser 1996], c’est-à-direV 2 flips et 5
« tries » oùV représente le nombre de variables de l’instance. Les probabilités utilisées par GSAT+RWS
et WSAT+Noise sont celles par défaut lors de l’exécution respective de ces algorithmes (à savoir0; 5 pour
les deux approches). En ce qui concerne TSAT, la longueur de la liste d’interdits est calculée par l’équation
donnée précédemment (cf. paragraphe 6.2.3).

La table 6.2 page ci-contre synthétise les résultats obtenus par GSAT+RWS et TSAT.

À la lecture de cette table plusieurs conclusions peuvent être tirées :

– TSAT est nettement plus efficace que GSAT+RWS sur les instances3SAT aléatoires au seuil ;
– plus le nombre de variables augmente, plus le gain obtenu par TSAT s’accentue. Ceci est illustré par

la courbe suivante (cf. FIG. 6.2).

Dans un second temps le même type d’expériences a été réaliséavec WSAT+Noise, nous présentons
dans la courbe 6.3 les résultats obtenus par les trois approches (WSAT+Noise, GSAT+RWS et TSAT). Cette
courbe exprime comme précédemment le ratio du nombre moyen de flips sur le pourcentage d’instances ré-
solues en fonction du nombre de variables. Pour chaque nombre de variables, variant entre100 et2000 (par

7. Le pourcentage des problèmes résolus est relatif au50% de problèmes estimés satisfaisables au seuil.



6.2. TSAT 75

problèmes Nb. GSAT+RWS TSATV C inst. temps #flips résolus ratio temps #flips résolus ratio

100 430 500 .18 2803 88% 31.85 .11 1633 93% 17.60
200 860 500 1.99 18626 73% 255.85 .73 9678 74% 130.78
400 1700 500 15.03 204670 100% 2046.70 11.51 145710 100% 1457.10
600 2550 500 19.59 250464 62% 4013.85 13.92 167236 65% 2580.80
800 3400 500 140.61 1809986 67% 26854.39 99.45 1143444 71% 16150.34

1000 4250 500 369.88 4633763 57% 81009.84 292.10 323246 3 62% 51802.29
2000 8240 50 3147.26 26542387 16% 1658899.19 3269.15 294154 65 40% 735386.63

TAB . 6.2 –TSAT vs. GSAT+RWS

pas de100 variables),200 instances ont été générées. Par ailleurs, contrairement aux premières expériences,
nous avons limité le temps d’exécution des algorithmes (traiter un volume non négligeable d’instances de
plus de1000 variables au seuil est une opération très coûteuse en temps CPU, malgé l’efficacité croissante
des méthodes de recherche locale).

Cette courbe confirme l’efficacité de TSAT comparativement àGSAT+RWS et même à WSAT+Noise
(pour les instances de taille inférieure à500 variables). Cependant, dès lors que le nombre de variables
devient important, WSAT+Noise s’affirme comme la méthode laplus efficace.
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FIG. 6.2 –GSAT+RWS vs TSAT : ratio du pourcentage de problèmes résolussur nombre de flips en fonction
du nombre de variables pour des instances 3SAT aléaoires

Pour conclure sur les instances aléatoires, TSAT est plus efficace que GSAT+RWS, mais est moins per-
formant que WSAT+Noise. Il faut relativiser cette contre-performance vis-à-vis de WSAT+Noise. En effet,
Par sa conception, WSAT autorise, dans un temps limité, un nombre de réparations plus important que TSAT
(ou GSAT+RWS). Lors du choix de la variable à flipper, seules quelques variables (dans le cas d’instances
3SAT, 3 exactement) sont examinées, alors que pour TSAT l’ensemble des variables apparaissant dans des
clauses insatisfaites est pris en considération. Ainsi, letemps limite imposé par des contraintes matérielles,
joue en défaveur de notre algorithme. Il reste cependant quepour un temps imparti, WSAT+Noise permet
de résoudre plus d’instances que TSAT.
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FIG. 6.3 –WSAT+Noise vs GSAT+RWS vs TSAT : ratio du pourcentage de problèmes résolus sur le nombre
de flips en fonction du nombre de variables pour des instances3SAT aléatoires

6.2.4.2 Instances structurées

Le second type d’expérimentations réalisé porte sur l’ensemble des instances satisfaisables proposées
au challenge DIMACS [DIM1993]. Une description détaillée de ces instances est fournie en annexe 13.

Pour chaque type d’instances, les 3 techniques de réparations locales GSAT+RWS, WSAT+Noise et
TSAT ont été testées. Les ressources (nombre de tries et nombre de flips) attribuées à chaque algorithme
(identiques pour chaque algorithme) varient suivant le type d’instances. La table ci-dessous indique pour
chaque type de problème le nombre de flips attribué (20 � V ou V 2, V étant le nombre de variables de
l’instance) ; le nombre de tries a été fixé à5 quels que soit l’instance et l’algorithme.

Types d’instances SSA F II HANOI PAR G AIM FAW JNH

Nombre de flips 20 � V V 2 20 � V V 2 20 � V 20 � V V 2 V 2 V 2
TAB . 6.3 –Conditions expérimentales pour chaque type d’instances deDIMACS

Par ailleurs, la probabilité de flipper aléatoirement une variable pour GSAT+RWS et WSAT+Noise
a été fixée suivant les recommandations de leurs auteurs à0:5 [Selmanet al.1994]. En ce qui concerne
la longueur de la liste tabou pour TSAT, l’absence de réglageautomatique, nous a obligé à déterminer
manuellement la taille optimale de la liste pour chaque instance. Cette taille (lg) est reportée dans les tables
pour chacune des instances testées. Enfin, nous avons regroupé dans une même table les instances d’une
même catégorie.

Les tables suivantes donnent le nombre de tries et de flips nécessaires dans chaque try pour résoudre
chaque instance satisfaisable de DIMACS. Nous avons également précisé les temps de calcul obtenus sur
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un PC équipé d’un Pentium II 350Mhz et fonctionnant sous Linux.

GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
ssa7552-001 1534 3614 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-002 1534 3614 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-021 1534 3614 Non résolu Non résolu 1 18658 0s31 64
ssa7552-032 1530 3605 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-037 1501 3575 Non résolu 4 13631 1s21 Non résolu —
ssa7552-038 1501 3575 Non résolu 1 22671 0s36 Non résolu —
ssa7552-039 1483 3470 Non résolu 3 28603 1s00 1 14027 0s26 158
ssa7552-040 1496 3449 Non résolu 5 14311 1s56 Non résolu —
ssa7552-042 1528 3598 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-043 1507 3629 Non résolu Non résolu 2 9607 0s70 62
ssa7552-044 1514 3501 Non résolu 4 19909 1s23 3 7324 1s21 115
ssa7552-045 1503 3586 Non résolu Non résolu 5 18824 2s30 51
ssa7552-046 1503 3586 Non résolu 2 5647 0s50 3 24603 1s30 87
ssa7552-047 1496 3449 Non résolu Non résolu 1 16025 0s30 146
ssa7552-048 1498 3460 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-049 1498 3458 Non résolu 2 20068 0s61 Non résolu —
ssa7552-050 1502 3466 Non résolu Non résolu 5 12905 2s23 75
ssa7552-051 1502 3466 Non résolu 2 14976 0s58 1 16275 0s30 56
ssa7552-052 1496 3456 Non résolu Non résolu 2 25893 1s05 48
ssa7552-053 1501 3598 Non résolu 1 6118 0s20 Non résolu —
ssa7552-054 1448 3300 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-055 1473 3442 5 28022 16s95 1 6169 0s18 3 12315 1s10 112
ssa7552-058 1530 3622 Non résolu Non résolu 2 20030 0s96 94
ssa7552-059 1512 3523 Non résolu 3 16029 0s86 1 13177 0s26 115
ssa7552-060 1494 3446 Non résolu Non résolu 1 4625 0s13 157
ssa7552-061 1503 3586 Non résolu Non résolu 1 23096 0s40 152
ssa7552-062 1503 3586 5 15744 15s85 5 16006 1s60 4 13474 1s71 116
ssa7552-063 1446 3289 Non résolu 1 7778 0s18 5 5868 2s21 115
ssa7552-064 1501 3579 2 25579 9s40 Non résolu Non résolu —
ssa7552-065 1501 3579 Non résolu 1 22156 0s35 Non résolu —
ssa7552-066 1481 3463 Non résolu 5 22055 1s58 2 6432 0s60 53
ssa7552-067 1448 3300 Non résolu 2 17807 0s58 1 20578 0s30 60
ssa7552-074 1480 3458 Non résolu Non résolu 5 27541 2s30 57
ssa7552-075 1446 3282 Non résolu 1 18745 0s31 2 25808 0s71 82
ssa7552-076 1446 3282 Non résolu 4 7072 1s08 2 15061 0s68 63
ssa7552-077 1446 3282 Non résolu 4 22127 1s20 1 20762 0s33 103
ssa7552-080 1536 3635 Non résolu Non résolu 5 21452 2s41 68
ssa7552-081 1505 3622 Non résolu 4 20741 1s30 2 19416 0s78 52
ssa7552-082 1449 3297 Non résolu 1 8704 0s20 Non résolu —
ssa7552-083 1448 3298 Non résolu 3 11093 0s80 Non résolu —
ssa7552-084 1448 3300 Non résolu Non résolu 4 19150 1s65 60
ssa7552-085 1473 3442 Non résolu Non résolu 1 14724 0s25 127
ssa7552-090 1517 3665 Non résolu 1 9956 0s20 1 29305 0s43 53
ssa7552-091 1449 3297 1 24359 2s16 1 22698 0s35 4 7098 1s81 55
ssa7552-092 1448 3298 5 10841 15s58 3 19233 0s91 Non résolu —
ssa7552-093 1448 3300 Non résolu 3 27360 1s01 3 17595 1s18 138
ssa7552-094 1473 3442 Non résolu Non résolu 5 28651 2s40 159
ssa7552-095 1461 3331 Non résolu 4 18080 1s25 Non résolu —
ssa7552-096 1498 3460 Non résolu 4 22873 1s31 Non résolu —
ssa7552-098 1831 4123 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-102 1532 3623 Non résolu Non résolu 3 13962 1s30 96
ssa7552-103 1498 3460 Non résolu 5 27691 1s63 Non résolu —
ssa7552-104 1498 3458 Non résolu 2 28642 0s71 5 17667 2s45 175
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
ssa7552-106 1481 3463 Non résolu Non résolu 3 11981 1s11 105
ssa7552-107 1501 3575 Non résolu Non résolu 1 25867 0s38 81
ssa7552-108 1483 3470 Non résolu 3 9049 0s80 1 7925 0s18 89
ssa7552-109 1481 3463 Non résolu 2 8575 0s50 2 13335 0s66 85
ssa7552-110 1481 3463 Non résolu Non résolu 2 8809 0s60 83
ssa7552-111 1473 3442 Non résolu 1 20050 0s30 2 13007 0s71 70
ssa7552-112 1442 3275 Non résolu 2 26829 0s71 Non résolu —
ssa7552-113 1542 3665 Non résolu Non résolu 2 16425 0s83 134
ssa7552-114 1498 3460 Non résolu 3 21689 0s95 Non résolu —
ssa7552-115 1498 3458 Non résolu 1 13974 0s25 Non résolu —
ssa7552-116 1502 3466 Non résolu 2 24030 0s66 1 9990 0s18 42
ssa7552-117 1494 3440 Non résolu 2 27680 0s73 5 22848 2s28 78
ssa7552-118 1494 3440 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-119 1430 3239 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-121 1512 3523 Non résolu Non résolu 1 10484 0s21 151
ssa7552-124 2013 4795 Non résolu 2 10184 0s63 Non résolu —
ssa7552-125 1512 3523 Non résolu 1 27902 0s38 2 18784 0s78 43
ssa7552-126 1490 3434 Non résolu 1 20168 0s31 2 13347 0s70 88
ssa7552-127 1430 3239 Non résolu 1 23684 0s35 Non résolu —
ssa7552-128 1454 3347 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-129 1430 3239 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-130 1426 3234 Non résolu Non résolu Non résolu —
ssa7552-131 1440 3302 Non résolu Non résolu 5 14361 1s86 86
ssa7552-132 1446 3282 Non résolu 2 14974 0s53 2 21859 0s85 97
ssa7552-156 1444 3282 Non résolu 2 20312 0s56 3 9615 1s00 75
ssa7552-157 1471 3431 Non résolu 4 27757 1s33 2 7850 0s58 91
ssa7552-158 1363 3034 Non résolu 2 15050 0s51 1 11048 0s16 148
ssa7552-159 1363 3032 2 23431 5s75 1 20720 0s31 1 5822 0s11 98
ssa7552-160 1391 3126 2 23191 5s66 2 9886 0s48 1 2831 0s08 173

TAB . 6.4 – GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances SSA

GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
f1000 1000 4250 5 937233 519s51 1 297898 5s81 1 114854 2s31 22
f2000 2000 8500 Non résolu 1 862906 17s70 3 1152494 219s00 22
f600 600 2550 2 86475 35s35 1 74788 1s43 1 16880 0s30 9

TAB . 6.5 –GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances F
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
ii16a1 1650 19368 1 5561 2s25 1 1196 0s50 1 734 0s15 10
ii16a2 1602 23281 Non résolu 1 2429 0s70 1 3829 0s26 78
ii16b1 1728 24792 1 18436 6s78 1 1388 0s71 2 20134 4s06 92
ii16b2 1076 16121 Non résolu 1 1620 0s48 Non résolu —
ii16c1 1580 16467 1 1374 0s78 1 776 0s50 1 795 0s18 62
ii16c2 924 13803 Non résolu 2 17550 3s73 4 3725 2s10 60
ii16d1 1230 15901 1 2107 1s01 1 1291 0s53 1 3379 0s26 55
ii16d2 836 12461 4 8770 15s58 1 10434 1s26 Non résolu —
ii16e1 1245 14766 1 1665 1s20 1 888 0s56 1 609 0s16 22
ii16e2 532 7825 1 10563 3s05 1 1065 0s35 1 7434 0s35 49
ii32a1 459 9212 1 2043 1s23 1 940 0s36 2 2577 1s10 159
ii32b1 228 1374 1 892 0s20 1 326 0s10 1 159 0s01 32
ii32b2 261 2558 1 1775 0s58 1 292 0s11 1 2534 0s11 10
ii32b3 348 5734 1 985 1s08 1 1237 0s33 1 364 0s06 75
ii32b4 381 6918 1 4279 2s83 1 788 0s38 1 1718 0s15 16
ii32c1 225 1280 1 542 0s15 1 125 0s08 1 125 0s00 82
ii32c2 249 2182 1 544 0s23 1 158 0s15 1 141 0s01 37
ii32c3 279 3272 1 2122 1s11 1 751 0s21 1 298 0s03 63
ii32c4 759 20862 1 2569 4s45 1 1283 1s13 1 1183 0s33 144
ii32d1 332 2703 1 3238 0s63 1 382 0s11 1 761 0s03 158
ii32d2 404 5153 1 2630 0s93 1 1268 0s26 1 3427 0s21 166
ii32d3 824 19478 3 7652 26s51 1 2586 0s83 4 13445 3s76 25
ii32e1 222 1186 1 559 0s15 1 116 0s08 1 92 0s00 54
ii32e2 267 2746 1 1199 0s51 1 1420 0s21 1 188 0s01 52
ii32e3 330 5020 1 2051 1s46 1 383 0s23 1 329 0s05 34
ii32e4 387 7106 1 1345 1s35 1 388 0s31 1 187 0s06 14
ii32e5 522 11636 1 3152 3s55 1 1189 0s55 1 600 0s13 84
ii8a1 66 186 1 53 0s03 1 39 0s01 1 27 0s00 18
ii8a2 180 800 1 262 0s01 1 80 0s05 1 62 0s00 30
ii8a3 264 1552 1 465 0s03 1 156 0s08 1 109 0s00 8
ii8a4 396 2798 1 240 0s10 1 287 0s11 1 208 0s01 117
ii8b1 336 2068 1 138 0s05 1 117 0s06 1 105 0s01 18
ii8b2 576 4088 1 11457 1s65 1 437 0s15 1 195 0s01 56
ii8b3 816 6108 1 9406 1s85 1 1530 0s18 1 554 0s03 130
ii8b4 1068 8214 5 17083 24s90 1 2954 0s31 1 450 0s03 14
ii8c1 510 3065 1 277 0s06 1 212 0s11 1 178 0s01 22
ii8c2 950 6689 1 2170 0s46 1 292 0s20 1 269 0s03 19
ii8d1 530 3207 1 505 0s11 1 224 0s05 1 191 0s01 13
ii8d2 930 6547 1 1261 0s33 1 373 0s18 1 355 0s03 9
ii8e1 520 3136 1 334 0s10 1 233 0s11 1 159 0s01 84
ii8e2 870 6121 1 9301 1s40 1 533 0s20 1 256 0s01 9

TAB . 6.6 –GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances II

GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
hanoi4 718 4934 Non résolu Non résolu Non résolu —
hanoi5 1931 14468 Non résolu Non résolu Non résolu —

TAB . 6.7 –GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances HANOI
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
par16-1-c 317 1264 Non résolu Non résolu Non résolu —
par16-1 1015 3310 Non résolu Non résolu Non résolu —
par16-2-c 349 1392 Non résolu Non résolu Non résolu —
par16-2 1015 3374 Non résolu Non résolu Non résolu —
par16-3-c 334 1332 Non résolu Non résolu Non résolu —
par16-3 1015 3344 Non résolu Non résolu Non résolu —
par16-4-c 324 1292 Non résolu Non résolu Non résolu —
par16-4 1015 3324 Non résolu Non résolu Non résolu —
par16-5-c 341 1360 Non résolu Non résolu Non résolu —
par16-5 1015 3358 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-1-c 1315 5254 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-1 3176 10277 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-2-c 1303 5206 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-2 3176 10253 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-3-c 1325 5294 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-3 3176 10297 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-4-c 1333 5326 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-4 3176 10313 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-5-c 1339 5350 Non résolu Non résolu Non résolu —
par32-5 3176 10325 Non résolu Non résolu Non résolu —
par8-1-c 64 254 2 971 0s10 Non résolu 1 49 0s00 10
par8-1 350 1149 Non résolu Non résolu Non résolu —
par8-2-c 68 270 4 992 0s25 Non résolu 1 1208 0s01 8
par8-2 350 1157 Non résolu Non résolu Non résolu —
par8-3-c 75 298 Non résolu Non résolu 1 95 0s00 7
par8-3 350 1171 Non résolu Non résolu Non résolu —
par8-4-c 67 266 Non résolu Non résolu 1 228 0s00 4
par8-4 350 1155 Non résolu Non résolu 5 6116 0s38 9
par8-5-c 75 298 Non résolu 3 1446 0s10 2 1323 0s03 164
par8-5 350 1171 Non résolu Non résolu Non résolu —

TAB . 6.8 –GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances PAR

GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
g125.17 2125 66272 Non résolu Non résolu Non résolu —
g125.18 2250 70163 Non résolu Non résolu 1 7711 1s01 1
g250.15 3750 233965 1 11100 10s60 1 16308 8s65 1 2080 1s71 21
g250.29 7250 454622 Non résolu Non résolu 3 133473 110s71 7

TAB . 6.9 –GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances G
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
aim-100-1_6-yes1-1 100 160 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-1_6-yes1-2 100 160 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-1_6-yes1-3 100 160 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-1_6-yes1-4 100 160 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-2_0-yes1-1 100 200 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-2_0-yes1-2 100 200 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-2_0-yes1-3 100 200 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-2_0-yes1-4 100 200 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-100-3_4-yes1-1 100 340 5 6351 1s76 3 635 0s28 1 1280 0s01 18
aim-100-3_4-yes1-2 100 340 2 2556 0s50 1 6794 0s13 1 132 0s00 9
aim-100-3_4-yes1-3 100 340 1 6075 0s25 3 1066 0s30 1 568 0s00 2
aim-100-3_4-yes1-4 100 340 1 725 0s05 1 2379 0s08 1 686 0s01 13
aim-100-6_0-yes1-1 100 600 1 253 0s03 1 2021 0s10 1 87 0s00 11
aim-100-6_0-yes1-2 100 600 2 1873 0s75 1 1743 0s08 1 98 0s00 11
aim-100-6_0-yes1-3 100 600 1 2729 0s20 1 495 0s06 1 49 0s00 17
aim-100-6_0-yes1-4 100 600 1 636 0s06 1 2509 0s10 1 156 0s00 7
aim-200-1_6-yes1-1 200 320 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-1_6-yes1-2 200 320 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-1_6-yes1-3 200 320 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-1_6-yes1-4 200 320 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-2_0-yes1-1 200 400 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-2_0-yes1-2 200 400 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-2_0-yes1-3 200 400 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-2_0-yes1-4 200 400 Non résolu Non résolu Non résolu —
aim-200-3_4-yes1-1 200 680 1 2730 0s13 2 27906 0s95 1 32301 0s51 21
aim-200-3_4-yes1-2 200 680 1 13330 0s61 3 2171 1s13 1 7959 0s11 13
aim-200-3_4-yes1-3 200 680 2 5681 2s01 3 12356 1s28 1 5783 0s08 16
aim-200-3_4-yes1-4 200 680 1 16741 0s76 2 5895 0s66 1 23267 0s35 21
aim-200-6_0-yes1-1 200 1200 2 5954 3s18 1 17118 0s43 1 154 0s00 10
aim-200-6_0-yes1-2 200 1200 3 1114 5s66 1 2888 0s13 1 267 0s01 14
aim-200-6_0-yes1-3 200 1200 2 35718 5s25 1 1521 0s13 1 174 0s01 48
aim-200-6_0-yes1-4 200 1200 1 436 0s03 1 2253 0s13 1 536 0s01 47
aim-50-1_6-yes1-1 50 80 Non résolu Non résolu 1 189 0s00 73
aim-50-1_6-yes1-2 50 80 Non résolu Non résolu 2 1033 0s05 128
aim-50-1_6-yes1-3 50 80 Non résolu Non résolu 1 660 0s01 96
aim-50-1_6-yes1-4 50 80 Non résolu Non résolu 1 407 0s01 65
aim-50-2_0-yes1-1 50 100 Non résolu Non résolu 1 174 0s00 17
aim-50-2_0-yes1-2 50 100 Non résolu 4 682 0s11 1 954 0s00 13
aim-50-2_0-yes1-3 50 100 Non résolu Non résolu 1 474 0s00 96
aim-50-2_0-yes1-4 50 100 Non résolu Non résolu 1 374 0s00 9
aim-50-3_4-yes1-1 50 170 Non résolu 5 1867 0s20 1 236 0s00 50
aim-50-3_4-yes1-2 50 170 1 403 0s01 1 400 0s01 1 80 0s00 11
aim-50-3_4-yes1-3 50 170 2 597 0s15 2 50 0s10 1 257 0s01 67
aim-50-3_4-yes1-4 50 170 1 616 0s01 1 563 0s06 1 128 0s00 2
aim-50-6_0-yes1-1 50 300 1 203 0s00 1 340 0s06 1 65 0s00 9
aim-50-6_0-yes1-2 50 300 1 338 0s01 1 325 0s03 1 82 0s00 78
aim-50-6_0-yes1-3 50 300 1 495 0s05 1 223 0s05 1 20 0s00 1
aim-50-6_0-yes1-4 50 300 1 442 0s03 1 498 0s05 1 70 0s01 69

TAB . 6.10 –GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances AIM
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
alu1 79 196 1 217 0s01 1 70 0s05 1 32 0s00 3
and_or_1 56 86 1 14 0s01 1 43 0s01 1 12 0s00 1
and_or_3 35 53 1 72 0s00 1 104 0s05 1 14 0s00 1
c024 24 164 1 407 0s01 1 19 0s03 1 19 0s01 2
c040 40 340 1 107 0s00 1 160 0s05 1 23 0s00 3
c060 60 610 1 239 0s03 1 3071 0s10 1 59 0s00 16
c084 84 994 1 226 0s01 1 179 0s06 1 49 0s00 13
camp 44 125 1 99 0s01 1 43 0s03 1 22 0s00 7
co14 323 971 1 323 0s06 1 496 0s05 1 158 0s00 21
dc1 79 219 1 90 0s00 1 78 0s01 1 37 0s00 5
example 9 17 1 2 0s00 1 8 0s05 1 3 0s00 1
ftraf 107 293 1 106 0s00 1 81 0s05 1 53 0s00 27
ftraf1 95 256 1 71 0s01 1 37 0s05 1 57 0s00 1
ftraf2 95 256 1 66 0s01 1 98 0s05 1 44 0s01 1
ftraf3 95 256 1 65 0s00 1 59 0s05 1 57 0s00 1
inverter1 30 79 1 191 0s00 1 30 0s03 1 17 0s00 1
nod6col5 75 315 1 522 0s01 1 117 0s05 1 31 0s00 15
random3 170 600 1 4442 0s21 1 587 0s03 1 89 0s00 27
real1a12 18 273 1 2 0s01 1 4 0s05 1 7 0s00 1
real1b12 15 110 1 0 0s01 1 1 0s06 1 1 0s00 1
real1o11 8 20 1 3 0s00 1 2 0s03 1 7 0s00 2
real1q11 16 100 1 4 0s00 1 3 0s05 1 1 0s00 1
real1r11 16 84 1 3 0s00 1 5 0s05 1 3 0s00 1
real1u11 8 24 1 0 0s00 1 3 0s01 1 4 0s00 1
real1v11 8 17 1 1 0s00 1 4 0s05 1 2 0s00 1
real1x11 14 77 1 4 0s00 1 1 0s05 1 3 0s00 1
real1y11 7 32 1 8 0s00 1 1 0s01 1 1 0s00 1
real2a12 18 275 1 10 0s03 1 1 0s03 1 7 0s00 1
real2b12 15 110 1 4 0s00 1 4 0s01 1 1 0s00 1
real2c12 17 342 1 5 0s00 1 3 0s06 1 4 0s01 1
real2d12 17 76 1 5 0s00 1 3 0s05 1 4 0s00 1
real2f12 16 306 1 2 0s01 1 3 0s05 1 1 0s00 1
real2g12 18 123 1 7 0s00 1 3 0s03 1 7 0s00 5
real2j12 17 200 1 1 0s00 1 3 0s05 1 2 0s00 1
real2k12 17 226 1 2 0s00 1 1 0s06 1 1 0s00 1
real2l12 15 119 1 2 0s01 1 3 0s03 1 2 0s00 1
real2m12 11 12 1 2 0s00 1 1 0s05 1 3 0s00 1
real2n12 18 62 1 2 0s00 1 3 0s06 1 4 0s00 1
real2o11 6 18 1 3 0s00 1 2 0s01 1 1 0s00 1
real2o12 15 37 1 2 0s00 1 1 0s05 1 2 0s00 1
real2p11 8 42 1 2 0s01 1 1 0s01 1 1 0s00 1
real2q11 16 100 1 1 0s00 1 3 0s05 1 1 0s00 1
real2r11 16 84 1 4 0s01 1 3 0s06 1 3 0s00 1
real2u11 8 24 1 4 0s00 1 2 0s03 1 4 0s00 1
real2v11 8 17 1 3 0s01 1 4 0s03 1 2 0s00 1
real2w11 7 32 1 2 0s00 1 1 0s03 1 1 0s00 1
real2x11 14 77 1 2 0s01 1 4 0s05 1 3 0s00 1
s040 40 70 1 24 0s00 1 36 0s01 1 25 0s00 4
s060 60 120 1 125 0s00 1 81 0s01 1 35 0s00 20
s084 84 189 1 88 0s00 1 166 0s06 1 39 0s00 11
s112 112 280 1 200 0s01 1 134 0s05 1 55 0s00 33
s144 144 396 1 356 0s01 1 208 0s05 1 57 0s01 30
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GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
s180 180 540 1 209 0s01 1 326 0s03 1 105 0s00 83
traf 113 313 1 137 0s00 1 81 0s05 1 53 0s00 27
traf2 95 258 1 59 0s00 1 98 0s05 1 44 0s01 1
traf3 107 293 1 133 0s01 1 59 0s05 1 57 0s00 1
ulm027_0 25 64 1 57 0s00 1 19 0s03 1 13 0s00 4
ulm027_1 23 64 1 100 0s01 1 13 0s03 1 44 0s00 5
ulm027_2 25 64 1 19 0s01 1 41 0s06 1 20 0s00 1
ulm054_0 50 128 1 30 0s00 1 26 0s05 1 20 0s00 16
ulm054_1 46 128 1 482 0s01 1 120 0s03 1 86 0s01 54
ulm054_2 50 128 1 89 0s00 1 28 0s06 1 32 0s00 15
ulm081_0 75 192 1 179 0s01 1 150 0s03 1 46 0s00 8
ulm081_1 69 192 1 117 0s01 1 79 0s03 1 41 0s01 15
ulm082_2 75 192 1 133 0s01 1 81 0s06 1 33 0s00 14
ulm108_0 100 256 1 214 0s01 1 94 0s06 1 66 0s00 20
ulm108_1 92 256 1 217 0s01 1 696 0s08 1 113 0s00 5
ulm108_2 100 256 1 135 0s00 1 119 0s01 1 59 0s00 26
ulm135_0 125 320 1 519 0s01 1 280 0s05 1 81 0s00 6
ulm135_1 115 320 1 747 0s01 1 369 0s06 1 91 0s00 2
ulm135_2 125 320 1 158 0s03 1 176 0s03 1 70 0s00 19
ulm162_0 150 384 1 138 0s01 1 144 0s05 1 94 0s00 19
ulm162_1 138 384 1 717 0s03 1 814 0s06 1 491 0s00 135
ulm162_2 150 384 1 226 0s01 1 151 0s05 1 90 0s00 15
ulm189_0 175 448 1 385 0s03 1 174 0s03 1 103 0s00 15
ulm189_1 161 448 1 774 0s03 1 375 0s03 1 317 0s00 3
ulm189_2 175 448 1 149 0s01 1 113 0s05 1 111 0s00 33
ulm216_0 200 512 1 352 0s03 1 225 0s05 1 136 0s00 34
ulm216_1 184 512 1 846 0s05 1 611 0s05 1 325 0s00 50
ulm216_2 200 512 1 508 0s03 1 165 0s05 1 86 0s01 30

TAB . 6.11 – GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances FAW

GSAT+RWS WSAT+Noise TSAT
Problèmes V C

#try #flips temps #try #flips temps #try #flips temps lg
jnh1 100 850 1 2261 0s53 1 1015 0s11 1 319 0s01 11
jnh12 100 850 1 782 0s18 1 207 0s08 1 353 0s01 4
jnh17 100 850 1 1087 0s26 1 455 0s10 1 60 0s00 3
jnh201 100 800 1 102 0s06 1 107 0s08 1 98 0s01 2
jnh204 100 800 1 5611 0s91 1 3808 0s16 1 532 0s01 8
jnh205 100 800 1 1933 0s35 1 2018 0s15 1 68 0s01 8
jnh207 100 800 2 2413 2s00 1 717 0s11 1 1811 0s05 4
jnh209 100 800 1 2149 0s36 1 6109 0s21 1 69 0s00 17
jnh210 100 800 1 297 0s06 1 1331 0s10 1 183 0s00 18
jnh212 100 800 Non résolu 2 8815 0s58 1 2169 0s06 3
jnh213 100 800 1 674 0s11 1 1620 0s13 1 136 0s01 5
jnh217 100 800 1 876 0s18 1 578 0s05 1 100 0s00 8
jnh218 100 800 1 2782 0s46 1 1984 0s08 1 107 0s01 13
jnh220 100 800 3 1799 3s50 1 9331 0s31 1 887 0s01 2
jnh301 100 900 3 5051 4s88 1 7832 0s31 1 403 0s01 10
jnh7 100 850 1 446 0s10 1 883 0s10 1 67 0s01 10

TAB . 6.12 –GSAT+RWS vs WSAT+Noise vs TSAT sur les instances JNH
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Le constat réalisable à la lecture de ces tables est que quel que soit le type d’instances (structurées),
TSAT semble plus efficace que GSAT+RWS et WSAT+Noise. En effet, pour de nombreuses classes d’ins-
tances TSAT résout en moyenne plus d’instances et surtout plus rapidement. Cependant, il nous faut relati-
viser ce résultat. Le paramétrage de TSAT, en terme de longueur de la liste tabou, est extrêmement délicat. Il
ne semble pas exister une longueur privilégiée, même propreà chaque types d’instances. La seule solution
est donc de régler manuellement ce paramètre par une recherche ne reposant sur aucun fondement théo-
rique mais basée sur l’intuition. Il nous semble primordialde déterminer une technique permettant d’ajuster
automatiquement la longueur de la liste tabou à la longueur optimale quelle que soit l’instance testée.

6.2.5 Vers un réglage dynamique de la liste tabou

L’inconvénient majeur de TSAT réside dans le réglage de la longueur de la liste tabou sur des instances
autres qu’aléatoires. P. Battiti et R. Protasi proposent une méthode tabou pour résoudreMAXSAT où la
longueur de la liste tabou évolue durant la recherche [Battiti & Protasi 1996]. Indépendamment de ces tra-
vaux, nous avons testé de multiples approches pour rendre dynamique la gestion de la longueur de la liste
tabou.

L’idée de base est de partir d’une liste tabou de longueur1 (afin d’éviter de reflipper la même variable
et de revenir dans l’état précédent) et d’augmenter ou de diminuer (sans jamais descendre en dessous de1)
cette longueur suivant certains critères.

Les premières approches naïves testées consistent à augmenter la liste tabou d’un pas donné dès que
l’algorithme commence l’exploration d’un plateau. Sur lesinstances aléatoires, cette approche aboutit, com-
parativement au TSAT « standard », à de multiples échecs. Parailleurs les longueurs finales de la liste tabou
étaient plus grandes que les valeurs optimales (cf. paragraphe 6.2.3) observées lors de la mise au point de
TSAT. De plus, pour une taille d’instances donnée, l’écart-type entre les différentes valeurs obtenues est
relativement conséquent.

Dans ce type d’approche, il est évident qu’un critère permettant de faire diminuer la longueur de la
liste tabou est nécessaire. Déterminer un tel critère est délicat. Par exemple, des changements fréquents et
brusques peuvent amener à une dégradation des performances.

La réduction de la taille de la liste tabou s’effectue lorsque toutes les variables apparaissant dans des
clauses falsifiées appartiennent également à la liste tabou. Intuitivement, il est évident que si toutes les
variables susceptibles d’être flippées sont des variables tabou, l’algorithme devient trop contraignant. Il
faut donc diminuer la taille de la liste pour sortir de ce cas de figure. Cependant, ce dernier cas est peu
fréquent pour permettre une diminution conséquente de la liste tabou. Par conséquent, on obtient les mêmes
conclusions avec et sans utilisation de ce critère :

– longueur de liste en fin de recherche trop grande (par rapport à la taille optimale observée) ;

– écart-type important entre les tailles de liste tabou sur des instances aléatoires de même taille ;

– moins performant que TSAT avec un tabou de longueur fixé.

Néanmoins, chacune de ces observations a été atténuée lorsque le critère de diminution est utilisé.

L’inconvénient de ces approches est qu’elles augmentent trop fréquemment la longueur de la liste ta-
bou. Partant de cette conclusion, nous avons essayé de déterminer des paramètres plus pertinents quant à
l’augmentation de la longueur de la liste tabou.



6.2. TSAT 85

L’approche imaginée consiste à rechercher des cycles dans les réparations et d’ajuster la taille de la liste
tabou en fonction de la taille des cycles observés. Plus précisément, lorsqu’un minimum local est atteint,
chaque variable flippée est mémorisée dans un historique. Lors de chaque nouvelle réparation, l’algorithme
parcourt cet historique afin de vérifier si la variable qui s’apprête à être flippée ne provoque pas un cycle
dans les réparations (cf. exemple ci-dessous). C’est-à-dire que l’algorithme s’assure que l’on ne revient pas
sur une interprétation déjà explorée du minimum local.

Exemple 6.1 (Exemple de cycle lors des réparations)
Supposons que l’approche arrive sur un minimum local (c’est-à-dire que lesore de la meilleure variable
est nul), que la séquence de réparations sur ce plateau est ::::; a; b; ; d; b; a; d et que la variable élue pour la
prochaine réparation est.
La sous-séquencea; b; ; d; b; a; d;  est un cycle de taille4 (4 variables interviennent dans ce cycle).

Si la prochaine variable à flipper entraîne un cycle dans les réparations, la longueur de la liste tabou est
fixée à la taille de ce cycle et une nouvelle variable pour la réparation est déterminée.

Il faut noter que cette approche permet de façon évidente d’augmenter la taille de la liste tabou (la taille
de la liste tabou détermine la longueur du plus petit cycle détectable). Cependant, dans le même cas de
figure que précédemment (toutes les variables susceptiblesd’être flippées sont tabou) la taille de la liste
peut être réduite. Dans ce dernier cas, des cycles plus petits que la taille actuelle de la liste tabou peuvent
survenir. La méthode détecte ces cycles et ajuste, donc diminue, la longueur de la liste tabou.

Cette méthode est certainement la plus prometteuse de toutes les approches testées. En effet, il a été
possible de montrer expérimentalement que la taille de la liste tabou obtenue avec cette méthode converge
vers la courbe des tailles optimales pour les instances aléatoires. C’est-à-dire qu’après quelques étapes la
taille n’évolue plus et se stabilise à la valeur optimale observée lors de la mise au point de TSAT (au-delà,
plus aucun cycle dans les réparations n’est détecté).

Par ailleurs, l’efficacité de cette méthode en terme du nombre de problèmes résolus est comparable à
celle de TSAT avec une longueur tabou fixe. Cependant le nombre de flips nécessaires à cette méthode est
supérieur à celui de TSAT standard. Nous pensons que cet écart du nombre de flips provient du temps passé
à faire converger la longueur de la liste tabou. Par ailleurs, cette nouvelle approche est beaucoup plus lente
du fait de la recherche des cycles coûteuse en temps (et parfois en mémoire).

L’objectif premier était de réaliser une méthode basée sur TSAT capable d’adapter sa taille de liste ta-
bou pour des problèmes autres qu’aléatoires. Il s’avère qu’aucune de ces méthodes n’a permis réellement
d’atteindre cet objectif. En effet, même si la méthode à basede recherche de cycles a permis sur les pro-
blèmes aléatoires de stabiliser la taille tabou et de résoudre autant d’instances que TSAT classique, sur les
instances structurées les résultats obtenus ne sont pas satisfaisants. Par exemple, sur certaines instances la
taille optimale pour TSAT (classique) peut atteindre80 et il n’a pas été possible pour ces problèmes de
détecter des cycles de taille supérieure à20 ! Il en découle que la plupart du temps, l’algorithme ne trouve
pas de modèle.

Cependant, les résultats obtenus avec la méthode à base de cycles sont encourageants et ouvrent de
nouvelles voies de recherche dans la mise au point d’un TSAT dynamique.
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6.3 Choix d’une interprétation initiale par déséquilibre

Pour de nombreux chercheurs, le problème du choix de l’interprétation initiale est sans importance
[Gent & Walsh 1993b] à moins de choisir une interprétation qui soit un modèle ! De plus, la plupart des
choix à opérer lors de la résolution d’un problème NP-complet sont coûteux en temps (réaliser le meilleur
choix nécessite un surcoût souvent non négligeable), ainsiun choix aléatoire apparaît comme une bonne
alternative. Ceci explique que la plus grande partie des algorithmes de recherche locale génèrent l’interpré-
tation initiale de manière aléatoire (e.g.GSAT, WSAT, TSAT, etc.).

Cependant, le caractère aléatoire déjà fortement présent dans la plupart des stratégies de réparations
(cf. RWS, Noise, etc.) ne facilite pas l’analyse des méthodes de recherche locale. Il est donc intéressant
d’atténuer ce caractère aléatoire, à commencer par le choixde l’interprétation initiale.

Les premiers travaux entrepris dans cette voie consistent àfixer les valeurs de vérité de certaines va-
riablesv pour lesquelles il est possible d’affirmer que la base de connaissance� est consistante si et
seulement si�v est consistante. On dit alors que l’on simplifie la base de connaissance. Les méthodes
de simplification utilisées sont classiquement la propagation unitaire, l’affectation des littéraux purs, la ré-
solution bornée, etc. [Cha & Iwama 1995, Kask & Dechter 1995]. Les valeurs des variables ne pouvant pas
être fixées sont choisies aléatoirement. Il est à noter qu’une telle méthode permet assurément de s’approcher
d’un modèle mais également d’imposer les valeurs de vérité de certaines variables qui ne doivent plus être
remises en cause lors de la recherche.

D’autres travaux portent sur la génération d’une interprétation initiale à partir des recherches déjà effec-
tuées [Selman & Kautz 1995]. Ces méthodes se rapprochent desméthodes à base d’algorithmes génétiques
[Goldberg 1989] et ne s’appliquent que lorsqu’un essai (« try ») a déjà été effectué. Une première idée
consiste à choisir comme nouvelle interprétation de départ, la meilleure interprétation (c’est-à-dire celle qui
minimise le plus la fonction d’évaluation) du « try » précédent en lui faisant subir quelques mutations. Une
mutation consiste à choisir un certain nombre de variables au hasard et à inverser leur valeur de vérité. Une
seconde approche consiste à construire à partir des deux meilleures interprétations du « try » précédent (ou
des deux « tries » précédents) une interprétation telle que les littéraux communs aux deux interprétations
soient conservés et les autres soient choisis aléatoirement.

Algorithme 6.13 INTERPRÉTATIONS PAR DÉSÉQUILIBRE

1. Funtion Init_interprétation_par_déséquilibre :
2. Input : Un ensemble de lauses �, un entier try orrespondant au try atuel ;
3. Output : Une interprétation initialisée suivant les valeurs de déséquilibre ;
4. Begin
5. I=? ; %% Interprétation retournée
6. foreah variable v 2 � do
7. Caluler des[v℄ le déséquilibre de la variable v ;
8. if (abs(des[v℄) > (try-1)) then
9. if (des[v℄ > 0) then I=I [ {v} else I=I [ {:v} fi
10. else I=I [ {x}, ave au hasard x = v ou x = :v ;
11. fi
12. done
13. return I ;
14. End
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Nous proposons une manière de choisir l’interprétation initiale en fonction du déséquilibre des variables.
Nous rappelons que le déséquilibre d’une variable est la différence entre son nombre d’occurrences posi-
tives et son nombre d’occurrences négatives. La configuration initiale est donc calculée par l’intermédiaire
de cette notion, c’est-à-dire qu’une variable propositionnelle ayant un déséquilibre positif (négatif) sera af-
fectée àV (respectivement àF). Si une variable possède un déséquilibre nul (autant d’occurrences positives
que négatives), alors la valeur de vérité de cette variable est choisie aléatoirement.

Par ailleurs, afin que les interprétations initiales de chaque « try » ne soient pas trop proches les unes des
autres, plus le nombre de « tries » est élevé, plus la proportion de valeurs déterminées par l’intermédiaire
du déséquilibre diminue. En effet, au cours duièmeessai, seules les variables possédant un déséquilibre
(en valeur absolue) strictement supérieur ài � 1 sont affectées en fonction du déséquilibre. La fonction
générant de telles interprétations initiales est détaillée page précédente.

Choisir l’interprétation initiale permet évidemment de diminuer le nombre de clauses falsifiées et de
fixer correctement la valeur des littéraux impliqués. En effet, plus le déséquilibre d’une variable est grand,
plus cette variable a de fortes chances d’être impliquée.

Cette notion de déséquilibre a été introduite dans le but de fixer un maximum de variables à leur valeur
obligatoire. C’est le cas, par exemple des instanceskSAT aléatoires satisfaisables au seuil, ou de nombreux
problèmes à solution unique. Néanmoins, contrairement auxsimplifications présentées précédemment, ces
valeurs peuvent être remises en cause lors de la recherche locale.

Génération initiale testée Type de données Moyenne
Valeur Valeur Ecart

minimale maximale Type

Aléatoire

Distance Moyenne 88,30 68,84 96,34 3,99
Valeur minimale 69,02 51 79 3,70
Valeur maximale 106,75 84 118 6,15
Ecart type 6,27 5,09 6,15 0,53

Déséquilibre

Try 1 Distance Moyenne 57,88 51,27 64,02 2,20
Valeur minimale 43,43 37 50 1,71
Valeur maximale 78,17 72 84 2,76
Ecart type 6,38 6,36 6,77 0,24

Try 2 Distance Moyenne 60,20 49,16 71,12 3,66
Valeur minimale 46,88 35 59 2,96
Valeur maximale 78,23 68 89 4,38
Ecart type 5,98 6,01 6,88 0,32

Try 3 Distance Moyenne 64,51 50,86 77,93 4,53
Valeur minimale 53,41 40 63 3,60
Valeur maximale 80,14 69 96 5,29
Ecart type 5,41 5,29 6,77 0,40

Try 4 Distance Moyenne 70,07 54,42 85,14 5,11
Valeur minimale 60,08 44 77 3,97
Valeur maximale 83,64 67 101 6,15
Ecart type 5,13 4,61 6,60 0,49

Try 5 Distance Moyenne 75,18 58,32 91,83 5,55
Valeur minimale 64,71 50 78 4,47
Valeur maximale 85,98 69 110 6,39
Ecart type 4,50 4,17 6,69 0,49

TAB . 6.13 –Interprétations« aléatoires» et « déséquilibrées» : distances au plus proche modèle
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Afin de valider expérimentalement une telle méthode de génération d’interprétations initiales, nous
avons effectué les comparaisons suivantes. Ces expérimentations ont porté sur une centaine d’instances
3SAT au seuil (C=V = 4; 25) à200 variables. Pour chacune de ces instances, l’ensemble de sesmodèles a
été calculé, ceci afin de mesurer la distance minimale séparant un modèle d’une interprétation initiale. Par
ailleurs, pour chaque type de générateur d’interprétations initiales (initialisation aléatoire ou initialisation
avec déséquilibre pour les5 premiers « tries »), nous avons effectué500 tirages d’interprétations initiales.
A chaque tirage, la distance minimale en terme de HAMMING , entre l’interprétation initiale et l’ensemble
des modèles a été mesurée. Pour ces500 plus petites distances, les valeurs minimales et maximalesont été
mémorisées et la moyenne ainsi que l’écart-type ont été calculés. La table 6.13 page précédente synthétise
pour l’ensemble des problèmes testés et pour chaque type de génération, les minima, maxima, moyennes et
écarts types des valeurs précédemment décrites.

À la vue de cette table, il apparaît que la méthode de génération par déséquilibre permet de manière très
nette d’obtenir des interprétations initiales plus proches d’un modèle que le générateur d’interprétations
aléatoires (cf. lignes « Distance Moyenne » et colonne « Moyenne » de la table 6.13) et cela quel que
soit le « try » considéré. Par ailleurs, plus le nombre de variables fixées grâce au déséquilibre est grand
plus la distance à un modèle diminue. Cette dernière constatation montre toute l’importance des littéraux
déséquilibrés.

Cependant, obtenir une interprétation initiale proche d’un modèle n’est pas forcément synonyme de
trouver un modèle plus rapidement. Afin d’infirmer ou de valider expérimentalement cette hypothèse, nous
avons réalisé une étude expérimentale des deux algorithmesGSAT+RWS et TSAT, avec et sans utilisation
du déséquilibre.
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FIG. 6.4 –Effet d’une interprétation initiale par déséquilbre sur GSAT+RWS et TSAT pour 3SAT
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Les premières séries de tests ont porté sur des instances aléatoires3SAT au seuil (C=V = 4; 25) pour
un nombre de variables variant de50 à 1000 par pas de50 ; 200 instances de chaque taille ont été testées.
Les ressources pour chacun des quatre algorithmes sont identiques et ont été imposées à1 « try » etV 2
« flips ». Par ailleurs la probabilité pour « Random Walk Strategy » a été fixée à50 et la longueur de la
liste tabou a été calculée par l’intermédiaire de la fonction affine proposée précédemment (cf. paragraphe
6.2.3). Les courbes (cf. FIG. 6.4) représentent respectivement pour les quatre algorithmes le nombre de
problèmes résolus et le nombre moyen de flips nécessaires pour exhiber un modèle.

Les courbes avec et sans déséquilibre sont très proches pourles algorithmes testés. Par conséquent, pour
GSAT+RWS et TSAT, générer l’interprétation initiale au moyen du déséquilibre des variables ne permet
pas d’obtenir une nette amélioration des performances sur des instances3SAT aléatoires. Notre intuition
est qu’il en est de même pour toutes les méthodes de recherchelocale développées jusqu’à présent. Aucune
de ces méthodes ne semble être capable d’exploiter le fait que l’interprétation initiale soit sensiblement plus
proche d’un modèle qu’à l’accoutumée.

Les mêmes conclusions peuvent être avancées pour des instances structurées. En effet, nous avons testé
l’influence d’une interprétation initiale générée grâce audéséquilibre sur une grande partie des instances
structurées proposées au challenge DIMACS [DIM1993]. La table 6.14 page suivante présente les résultats
obtenus sur les instances8 « ii » et «par » pour les algorithmes GSAT+RWS et TSAT avec et sans déséqui-
libre. L’apport de l’interprétation initiale générée par le déséquilibre des variables est relativement faible et
même parfois néfaste pour ces instances, comme pour toutes les autres instances structurées de DIMACS.

Les résultats obtenus sur l’interprétation initiale générée par l’intermédiaire des variables déséquilibrées
tendent à atténuer l’affirmation courante minimisant l’importance de l’interprétation initiale. En effet, nous
avons montré expérimentalement que générer une interprétation au moyen du déséquilibre permet d’obtenir
des interprétations sensiblement plus proches des modèles. Par ailleurs, l’influence de ce type de génération
sur les performances des méthodes à recherche locale reste encore à prouver. Cependant, il nous semble, à
notre connaissance qu’aucun algorithme de recherche locale n’exploite le déséquilibre des variables dans sa
stratégie de réparation. Nous pensons que la mise au point d’une telle stratégie de recherche locale permet-
trait d’exploiter au mieux la génération d’interprétations initiales au moyen du déséquilibre des variables.

6.4 Conclusions

L’efficacité pratique des méthodes de recherche locale pourla résolution du problèmeSAT n’a été
constatée que récemment. Depuis, les travaux sur ces méthodes appliquées àSAT foisonnent dans la littéra-
ture et il ne fait, d’autre part, aucun doute que la recherchelocale a fortement contribué au regain d’intérêt
surSAT constaté ces dernières années. De plus, ces méthodes ont permis d’énormes progrès dans la réso-
lution pratique deSAT (e.g.résolution d’instances consistantes dont la taille atteint plus10000 variables).

Notre contribution à ces méthodes de recherche locale est multiple :

– mise au point d’une méthode incomplète de réparation locale à base de tabou aux performances

8. Une description des instances proposées à [DIM1993] est fournie en annexe.
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Algorithmes GSAT+RWS GSAT+RWS avec des. TSAT TSAT avec des.
Instances V C Nombre de « flips »
ii16a1 1650 19368 1363 672 740 449
ii16a2 1602 23281 22463 Non résolu 7529 2187
ii16b1 1728 24792 6662 5931 Non résolu Non résolu
ii16b2 1076 16121 18899 Non résolu Non résolu Non résolu
ii16c1 1580 16467 1739 2461 654 1085
ii16c2 924 13803 49894 1760 Non résolu Non résolu
ii16d1 1230 15901 5008 2255 5415 1644
ii16d2 836 12461 33313 4328 Non résolu Non résolu
ii16e1 1245 14766 1545 3077 591 917
ii16e2 532 7825 148335 2053 354 Non résolu
ii32a1 459 9212 1490 2125 4003 4741
ii32b1 228 1374 815 650 145 253
ii32b2 261 2558 1511 878 1862 336
ii32b3 348 5734 1948 1654 273 390
ii32b4 381 9618 5214 4168 257 1500
ii32c1 225 1280 619 451 101 209
ii32c2 249 2182 436 1384 121 268
ii32c3 279 3272 1360 856 471 576
ii32c4 759 20862 9334 4081 Non résolu Non résolu
ii32d1 332 2703 1102 1789 1331 2334
ii32d2 404 5153 2736 1771 7296 Non résolu
ii32d3 824 19478 14605 10960 Non résolu Non résolu
ii32e1 222 1186 261 341 90 188
ii32e2 267 2746 503 2065 202 275
ii32e3 330 5020 1327 1840 609 402
ii32e4 387 7106 1552 1590 205 323
ii32e5 522 11636 3344 2818 393 746
ii8a1 66 186 126 9 45 11
ii8a2 180 800 164 28 58 27
ii8a3 264 1552 190 150 106 50
ii8a4 396 2798 792 279 207 133
ii8b1 336 2068 153 142 71 60
ii8b2 576 4088 1385 607 310 196
ii8b3 816 6108 4873 8886 411 273
ii8b4 1068 8214 8781 2480 512 451
ii8c1 510 3065 274 104 126 61
ii8c2 950 6689 1622 331 254 165
ii8d1 530 3207 368 172 187 64
ii8d2 930 6547 1921 658 248 148
ii8e1 520 3136 314 426 170 79
ii8e2 870 6121 991 213 228 144
par8-1-c 64 254 Non résolu Non résolu 49 115
par8-1 350 1149 Non résolu Non résolu 81408 38025
par8-2-c 68 270 4594 Non résolu 1208 251
par8-2 350 1157 Non résolu Non résolu 29349 21369
par8-3-c 75 298 Non résolu Non résolu 95 816
par8-3 350 1171 Non résolu Non résolu Non résolu Non résolu
par8-4-c 67 266 Non résolu Non résolu 228 1753
par8-4 350 1155 Non résolu Non résolu 79622 28679
par8-5-c 75 298 Non résolu Non résolu 4560 1633
par8-5 350 1171 Non résolu Non résolu 82923 Non résolu

TAB . 6.14 –GSAT+RWS et TSAT : interpétation initiale par déséquilbre sur « ii » et « par-8»
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comparables aux meilleures approches connues ;
– mise en évidence de phénomènes remarquables quant aux réglages de cette méthode : linéarité de la

courbe des longueurs optimales de la liste tabou, laquelle ne dépend uniquement que du nombre de
variables pour les instanceskSAT ;

– mise au point d’un TSAT auto-adaptatif à base de recherche de cycles dans les réparations ;
– introduction d’une nouvelle méthode de génération de l’interprétation initiale permettant d’obtenir

une interprétation plus proche d’un modèle en terme de la distance de HAMMING .

Par ailleurs, les travaux réalisés ouvrent de nouvelles pistes que nous souhaitons explorer.

TSAT est un algorithme dont l’ossature est proche de celle deGSAT. Cependant à notre connaissance,
aucune approche à base de tabousystématiquen’a été développée pour l’algorithme WSAT. Il serait inté-
ressant de mettre au point une telle approche et d’en étudierla courbe des longueurs tabou optimales ainsi
que son efficacité.

Par ailleurs, une interprétation initiale générée à partirdu déséquilibre des variables permet d’obtenir
une interprétation plus proche d’un modèle que l’interprétation aléatoire couramment utilisée. Le problème
est qu’à l’heure actuelle aucune stratégie de réparations locales n’exploite cette information afin d’accroître
son efficacité. Il serait intéressant de savoir dans quelle mesure il est possible de réaliser un algorithme de
recherche locale exploitant cette constatation et de le comparer aux approches classiques.
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Chapitre 7

L’algorithme de Davis & Putnam

Hormis les différentes techniques complètes utilisant le principe de résolution (cf. paragraphe 5.3.2.1),
la plupart des algorithmes complets pourSAT ne sont que des variantes et des améliorations de la procédure
bien connue de Davis & Putnam (DP). Néanmoins d’autres techniques complètes existent pourSAT (e.g.
H2R, basée sur un hyper-graphe orienté [Pretolani 1993]), cependant aucune ne rivalise en efficacité avec
les algorithmes basés sur DP.

La méthode présentée dans [Davis & Putnam 1960] est un algorithme de résolution. Il contient des
éléments de base d’une procédure énumérative présentée dans [Daviset al.1962]. Communément (mais
abusivement) la procédure proposée par M. Davis, G. Logemann et D. Loveland se trouve dans la littérature
sous le nom de DP ! C’est cette dernière procédure qui fait l’objet de notre étude dans ce chapitre. Les appa-
ritions ultérieures de la procédure de Davis & Putnam ou de l’abréviation DP font référence à l’algorithme
proposé dans [Daviset al.1962].

La première partie de ce chapitre est consacrée à la présentation de DP, de différentes propriétés uti-
lisées en vue de son amélioration, ainsi que les heuristiques de branchement les plus fréquemment utili-
sées. La seconde partie traite de notre contribution à l’amélioration des performances de DP. Plus préci-
sément nous proposons une généralisation du théorème de partition du modèle énoncé initalement dans
[Jeannicotet al.1988]. L’étude réalisée dans ce chapitre porte essentiellement sur des techniques de simpli-
fication introduites dans DP pour élaguer l’arbre de recherche. Nous proposons dans le chapitre 8 différents
schémas de coopération entre algorithmes complets (DP) et incomplets (recherche locale).

7.1 Présentation

DP est l’algorithme énumératif de référence pour la résolution pratique deSAT (e.g. [Hooker 1993],
[Oxusoff & Rauzy 1989, Billionnet & Sutter 1992, Crawford & Auton 1993, Duboiset al.1996, Li 1996,
Boufkhad 1996], etc.). Il effectue une énumération systématique de l’ensemble des interprétations afin de
déterminer si l’une d’entre elles est un modèle. Par sa simplicité elle est facile à mettre en œuvre et est
généralement efficace.

De nombreuses présentations de la procédure DP ont déjà été réalisées. Nous ne nous hasardons donc
pas à en faire une description des plus originales. Au contraire, la présentation faite page suivante se veut la
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plus simple et la plus élémentaire possible.

Algorithme 7.1 DP

1. Funtion DP : boolean
2. Input : un ensemble � de lauses
3. Output : true si � est onsistant, false sinon
4. Begin
5. ��=Propagation_Unitaire(�) ; %% f. algorithme 7.2
6. �+=Simplifiation_Littéraux_Purs(��) ; %% f. algorithme 7.3
7. if (�� ontient la lause vide) then return false ;
8. elif (�+==?) then return true ;
9. else
10. l=Heuristique_de_branhement(�+) ;
11. return (DP(�+ [ f(l)g)) || (DP(�+ [ f(: l)g)) ;%% (l) (resp. (: l)) représente la lause unitaire flg (resp. f: lg)
12. fi
13. End

Les fonctionsProgagation_Unitaire et Simplifiation_Littéraux_Purs consistent à suppri-
mer de la base de connaissances respectivement toutes les clauses unitaires et toutes les clauses contenant
un littéral pur. Les littéraux complémentaires à un littéral unitaire sont également effacés de la base de
connaissances. Les fonctions de simplification jouent un rôle important dans la procédure DP, nous présen-
tons dans le paragraphe 7.1.1 ces procédures ainsi que d’autres techniques de simplification.

Cependant, la fonction critique pour l’efficacité de DP est l’heuristique de branchement (Heuristique-_de_branhement). Le choix du prochain littéral à affecter influe considérablement sur la taille de l’arbre
de recherche, et par conséquent sur les temps d’exécution. Les stratégies de branchement ont fait l’objet de
nombreuses études (e.g.[Jeroslow & Wang 1990, Billionnet & Sutter 1992, Duboiset al.1996], etc.), nous
décrivons dans la section 7.1.3 les heuristiques les plus fréquement employées dans la littérature.

La procédure DP construit implicitement un arbre binaire derecherche dont :
– la racine est l’ensemble de clauses initial ;

– les branches sont étiquetées par des littéraux ;
– les nœuds sont des ensembles de clauses ; ces ensembles de clauses sont obtenus en simplifiant l’en-

semble de clauses, du nœud précédent, par le littéral qui étiquette la branche reliant les deux nœuds ;

– les feuilles sont soit l’ensemble vide de clauses (succès), soit un ensemble de clauses contenant la
clause vide (échec).

La base de connaissance est prouvée inconsistante lorsque l’arbre de recherche ne contient aucune
feuille représentant l’ensemble vide de clauses. L’exemple 7.1 illustre nos propos et montre l’arbre de
recherche de DP sur deux instances (une consistante et une inconsistante).

Exemple 7.1 (Arbres de recherche de DP)
Considérons l’ensemble de clauses� = f(a_b_:); (:a__:b); (:_b_:a_d); (:_d); (:_:d)g.

L’arbre de recherche construit par DP en utilisant l’ordre lexicographique comme heuristique de bran-
chement est donné par la figure 7.1. Cet arbre admet une feuille contenant l’ensemble vide de clauses,
correspondant au modèlefa;:b;:g de�.



7.1. Présentation 95�� ( _ :b); (: _ b _ d)(: _ d); (: _ :d) � a
8<: ()(: _ d)(: _ :d) 9=; b

� (d)(:d) � c

f()g
Échec

d ou:d
Branche coupée
(littéral unitaire)

//

Branche coupée
(littéral unitaire)

//

8<: (: _ d)(: _ d)(: _ :d) 9=;:b
fg

Succès

:
Branche coupée

(littéral pur)

//

Non Exploré
(un modèle a été trouvé)

:a

FIG. 7.1 –Arbre de recherche constuit par Davis & Putnam sur un instance satisfaisable

Soit
 = � [ f(:a _ b); (a _  _ :b); (b _ )g.
L’arbre décrit par DP pour l’ensemble de clauses
 est représenté à la figure 7.2 page suivante. Cet arbre

n’admettant pas de feuille représentant l’ensemble vide declauses,
 est inconsistant.

7.1.1 Méthodes de simplification

Les fonctionsProgagation_Unitaire etSimplifiation_Littéraux_Purs retournent la base de
clauses «simplifiée». Elles s’inscrivent dans un cadre plus général de mécanismes de simplification. L’ob-
jectif de ces simplifactions est d’améliorer l’efficacité de l’algorithme en :

– réduisant la taille de la base de clauses ;

– élaguant l’arbre de recherche ;

– améliorant l’efficacité de l’heuristique de branchement.

Cependant, afin que l’algorithme DP conserve sa complétude logique, ces fonctions doivent respecter
la règle suivante : �simplifiée est consistant si et seulement si� est consistant.

Par ailleurs, plus la simplification est judicieuse et significative, plus la taille de l’arbre de recherche
construit par DP est réduite. En contrepartie, bien souvent, plus la simplification est complexe, plus les
temps de calcul à chaque nœud sont importants. Une fonction de simplification doit donc réaliser un com-
promis entre temps de calcul et réduction du nombre de nœuds.De plus, une méthode de simplification est
particulièrement intéressante, si elle permet non seulement de réduire la taille de l’arbre mais également le
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8<: ( _ :b); (: _ b _ d)(: _ d); (: _ :d)(b); (b _ ) 9=; a
8<: ()(: _ d)(: _ :d) 9=; b
� (d)(:d) � 
f()g

Échec

d ou:d
Branche coupée
(littéral unitaire)

//

Branche coupée
(littéral unitaire)

//

Branche coupée
(littéral unitaire)

//

8<: (b _ :); (: _ d)(: _ :d); ( _ :b);(b _ ) 9=;:a
8<: (: _ d)(: _ :d)() 9=; b

� (d)(:d) � 
f()g
Échec

d ou:d
Branche coupée
(littéral unitaire)

//

Branche coupée
(littéral unitaire)

//

� (:); (: _ d)(: _ :d); () �:b
f(); (d); (:d)g

Échec


Branche coupée
(littéral unitaire)

//

FIG. 7.2 –Arbre de recherche construit par Davis & Putnam sur une instance insatisfaisable

temps de calcul. Le coût de la simplification est par conséquent un paramètre non négligeable qui conduit
souvent à déterminer les conditions de son utilisation pourl’obtention d’un gain optimal.

Nous présentons une liste non exhaustive des méthodes de simplification les plus fréquemment utilisées.

7.1.1.1 Propagation unitaire

La propagation unitaire repose sur une propriété élémentaire :

Propriété 7.1
Soit� un ensemble de clauses. Sil est un littéral unitaire de�, alors :� est satisfaisable si et seulement si�l est satisfaisable.

La simplification par un littéral unitaire consiste à supprimer de la base de clauses, toutes les clauses
contenant le littéral unitaire et à supprimer toutes les occurrences du littéral complémentaire, c’est-à-dire
« raccourcir » les clauses contenant le littéral complémentaire. La propagation unitaire est l’application
répétée de cette simplification jusqu’à ce que la base de clauses ne contienne plus de clauses unitaires ou
jusqu’à l’obtention d’une clause vide. Nous présentons (cf. algorithme 7.2) une version récursive de la
propagation unitaire.
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De la propriété 7.1 il découle naturellement que :

Propriété 7.2
Un ensemble de clauses� est consistant si et seulement si�� est consistant.

Nous rappelons que la notation�� représente la base de clauses simplifiée par la propagation unitaire
(cf. définition 2.36).

Cette simplification est fondamentale pour l’algorithme DP. Généralement, la majeure partie du temps
d’exécution est consacrée à la propagation des littéraux unitaires, comme nous le montrons dans le chapitre
9. En outre, la propagation unitaire entraîne une diminution du nombre de clauses, du nombre de variables
et de la longueur de certaines clauses. Cette opération permet donc une simplification extrêmement signifi-
cative de la base de clauses, qui réduit assurément l’arbre de recherche de DP.

Algorithme 7.2 PROPAGATION UNITAIRE

1. Funtion Propagation_Unitaire : un ensemble de lauses
2. Input : � un ensemble de lauses ;
3. Output : �� l'ensemble de lauses � simplifié par la propagation unitaire
4. Begin
5. if (� ontient la lause vide) then return � ;
6. elif (� ontient une lause unitaire  = flg)
7. then
8. Supprimer de � toutes les lauses ontenant l ;
9. Supprimer dans les lauses de � toutes les ourrenes de �l ;
10. return Propagation_Unitaire(�) ;
11. else return � ;
12. fi
13. End

La propagation unitaire se retrouve dans toutes les implantations de DP, elle représente d’ailleurs le dé-
nominateur commun des procédures DP présentées dans [Davis& Putnam 1960] et dans [Daviset al.1962].
En effet dans [Davis & Putnam 1960], la propagation unitaireconsiste en une application prioritaire de la
règle de résolution sur les clauses unitaires suivie d’une étape de sous-sommation. Par ailleurs, la propa-
gation unitaire requiert un temps d’exécution linéaire [Dowling & Gallier 1984]. Nous rappelons que cette
opération est complète pour le test de satisfaisabilité d’un ensemble de clauses de Horn.

7.1.1.2 Simplication par les littéraux purs

La simplification par les littéraux purs repose sur la propriété suivante :

Propriété 7.3
Soit� un ensemble de clauses. Sil est un littéral pur de�, alors :� est satisfaisable si et seulement si�l est satisfaisable.
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Par conséquent, la simplification d’une base de clauses par un littéral pur consiste à supprimer de la base
toutes les clauses contenant ce littéral pur. Nous notons�� la base de clauses� simplifiée par l’ensemble
de tous les littéraux purs.� et�� sont équivalentes du point de vue de la satisfaisabilité :

Propriété 7.4� est consistant si et seulement si�� est consistant.

Comme pour la propagation unitaire, la simplification par les littéraux purs est peu coûteuse et peut per-
mettre un gain de temps non négligeable. On retrouve cette simplification dans la plupart des implantations
de DP. Nous discutons dans le chapitre 9 son taux d’application en fonction du rapport nombre de clauses
sur nombre de variables (C=V ) pour les instances3SAT aléatoires.

Nous proposons une version récursive de la procédure de simplification par les littéraux purs. Par
ailleurs, nous rappelons que nous notons�+ l’ensemble de clauses simplifié par les littéraux unitaires
et purs (cf. définition 2.36) :�+ = (��)�.
Algorithme 7.3 SIMPLIFICATION L ITTÉRAUX PURS

1. Funtion Simplifiation_Littéraux_Purs : un ensemble de lauses
2. Input : � un ensemble de lauses ;
3. Output : �� l'ensemble de lauses � simplifié par les littéraux purs
4. Begin
5. if (� ontient un littéral pur l)
6. then
7. Supprimer de � toutes les lauses ontenant l ;
8. return Simplifiation_Littéraux_Purs(�) ;
9. else return � ;
10. fi
11. End
7.1.1.3 Suppression des clauses sous-sommées

Si dans un ensemble de clauses�, une clause1 est sous-sommée par une clause2 (cf. définition
2.30), nous savons que1 est une conséquence logique directe de2 : 2 � 1. Par conséquent, il est clair
que� et l’ensemble de clauses� simplifié par la suppression des clauses sous-sommées sont équivalents
du point de vue de la satisfaisabilité.

Cependant, cette opération est extrêmement coûteuse en temps, elle ralentit donc considérablement
l’exécution de DP. Par conséquent, cette opération n’est engénéral pas réalisée car elle coûte souvent
beaucoup plus cher qu’elle ne rapporte, on se contente très fréquemment de supprimer les clauses sous-
sommées uniquement à la racine de l’arbre de recherche de DP.
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7.1.1.4 Résolution restreinte

La résolution restreinte consiste à ajouter à la base un certain nombre de clauses produites par résolution.
Il faut bien entendu limiter cette étape afin de ne pas transformer DP en un algorithme de preuve par
résolution (ce dernier étant dans la plupart des cas beaucoup moins efficace que DP). Diverses restrictions
peuvent être mises en place. Ces restrictions sont plus ou moins complexes et plus ou moins bénéfiques
pour DP (voir par exemple [Génisson & Siegel 1994, Castell 1996, Van Gelder & Tsuji 1996], etc.).

La forme de résolution restreinte la plus fréquemment employée est certainement la résolution bornée.
La résolution bornée consiste à ne produire que les résolvantes qui sont de longueur inférieure ou égale à
une constante fixée (la borne).

Dans [Billionnet & Sutter 1992], il est proposé d’ajouter larésolvante de deux clauses de la base, si
cette résolvante est de longueur inférieure ou égale àk et si cette résolvante n’est pas sous-sommée par une
clause de la base.

Dans [Boufkhad 1996], une résolvante entre deux clauses estprise en compte, si la taille de la clause
produite est inférieure ou égale au minimum des longueurs des deux clauses considérées. Cette méthode
est utilisée dans C-SAT comme pré-traitement [Duboiset al.1996]. Ce dernier permet de détecter certaines
inconsistances locales (cf. définition 8.2). Nous proposons dans le chapitre 8, une technique à base de
recherche locale permettant également de détecter et de circonscrire des noyaux inconsistants.

Remarque 7.1
Il est à noter que contrairement aux trois premières méthodes de simplification présentées, la résolution
restreinte n’est pas synonyme de réduction syntaxique, c’est-à-dire qu’aucune suppression de clauses ou de
littéraux n’est effectuée. Au contraire, la résolution bornée procède par ajouts de contraintes (de clauses),
ceci afin de simplifier (réduire) l’arbre de recherche décritpar DP.

7.1.1.5 Symétrie

La notion de symétrie (cf. paragraphe 5.1) [Krishnamurthy 1982, Krishnamurthy 1985] a été introduite
dans la procédure de Davis & Putnam dans [Benhamou & Saïs 1992, Saïs 1993]. Les symétries permettent
parfois une réduction importante de l’espace de recherche.En effet nous avons :

Propriété 7.5 ([Benhamou & Saïs 1994])
Si l1; l2; : : : ; ln un ensemble de littéraux symétriques (un cycle de symétrie)d’un ensemble de clauses�,
alors � est consistant si et seulement si

8<: �l1 est consistant
ou�f�l1;�l2;:::;�lng est consistant.

Pour un ensemble de clauses� contenantV variables, il y a2V interprétations potentielles à explorer.
Si� contientS littéraux symétriques, le nombre d’interprétations à explorer est réduit à2V�1 + 2V�S .

Cependant le problème de la détection des symétries est un problème difficile (polynomialement équi-
valent à l’isomorphisme de graphes, problème ISO-complet,cf. page 45). Il faut souvent se contenter d’un
algorithme incomplet pour rechercher les symétries. Les substitutions trouvées sont souvent suffisantes
pour permettre à DP une résolution très efficace de problèmesà fortes régularités (structurés) tels que le
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problème des « tiroirs et chaussettes » ou encore des problèmes de coloriage de graphes comme les pro-
blèmes de «Ramsey» [Saïs 1993, Benhamou & Saïs 1994]

7.1.1.6 Simplification par littéraux impliqués

Si dans un ensemble de clauses� nous savons qu’un littéral (non unitaire)l est impliqué par�, alors� est consistant si et seulement si�l 1 est consistant. De cette propriété, plusieurs auteurs ont développé
des techniques permettant de simplifier l’arbre de recherche de DP par la mise en évidence de littéraux
impliqués.

Duboiset al. ([Duboiset al.1996, Boufkhad 1996]) proposent de propager un à un les littéraux appa-
raissant dans les clauses binaires. Cette opération est réalisée entre deux profondeurs (fixées empiriquement)
de l’arbre de DP et l’ordre de traitement des littéraux s’effectue suivant la fonction d’évaluation du littéral
(cf. Poidslit section 7.1.3.2). Si un littérall est impliqué par la propagation unitaire, la clause unitaireflg
est ajoutée à la base.

Cette opération permet de simplifier de manière non négligeable l’arbre de recherche de DP. Cette tech-
nique proposée initialement dans C-SAT [Duboiset al.1996] a été reprise et adaptée dans de nombreuses
implantations de DP (Satz [Li 1996, Anbulagan 1998], POSIT [Freeman 1995] etc.).

7.1.1.7 LOS (Locally Optimized Solution)

La notion de «Locally Optimized Solution» (LOS) a été introduite dans [Boufkhad 1996]. Elle corres-
pond à une généralisation des notions de NPS et de PPS que nousreprenons ci-dessous :

Définition 7.1 (inversible, NPS et PPS)
Pour un modèleM , on dit que la variablev n’est pasinversible si et seulement si l’interprétationI
construite telle que :8 v0 6= v; I(v0) =M(v0) etI(v) = :(M(v)), n’est pas un modèle.
Un NPS (« Negatively Prime Solution ») est un modèleM tel que pour toute variablev siM(v) = F alorsv n’est pas inversible.
Un PPS (« Positively Prime Solution ») est un modèleM tel que pour toute variablev siM(v) = V alorsv n’est pas inversible.

Étant donné un sous-ensembleSL des littéraux de�, un LOS est un modèle de la formule�[Contrain-tes. Contraintes est un ensemble de clauses permettant d’assurer que les littéraux deSL ne sont pas
inversibles. Plus précisément,Contraintes se construit de la manière suivante :8x 2 SL :

– six apparaît dans une seule clause = fx_ l1 _ l2 _ : : :_ lng de�, alors ajouter àContraintes les
clauses :(�x_ �l1); (�x_ �l2); : : :; (�x_ �ln) ;

– six apparaît dans deux clauses1 = fx_ l1_ l2_ : : :_ lng et2 = fx_ l01_ l02_ : : :_ l0mg de�, alors
ajouter àContraintes les clauses :(�x_ �l1_ �l01); (�x_ �l1_ �l02); : : :; (�x_ �l1_ �l0m); : : :;(�x_ �ln_ �l01); : : :; (�x_ �ln_ �l0m) ;

– etc.

L’ajout deContraintes à� permet de réduire l’ensemble des modèles aux seuls PPS (ou NPS). Par
ailleurs,� et� [ Contraintes sont équivalents du point de vue de la satisfaisabilité.

1.�l = (� [ flg) (cf. définition 2.36).
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Les longueurs des clauses ajoutées sont directement dépendantes du nombre d’occurrences des littéraux
deSL. Il est alors préférable de choisir les littéraux ayant le moins d’occurrences.

Cette technique à base d’ajouts de clauses (limitée à l’ajout de clauses binaires et ternaires) a été intégrée
à DP dans [Boufkhad 1996].

Cette simplification mise sur l’ajout de nouvelles contraintes pour simplifier l’arbre de résolution décrit
par DP. Elle s’est avérée avoir un faible impact pour les instanceskSAT aléatoires au seuil, mais elle permet
une réduction significative de l’arbre de recherche sur certains «benchmarks» de DIMACS [DIM1993].

7.1.1.8 Évaluation sémantique

L’évaluation sémantique [Jeannicotet al.1988, Oxusoff & Rauzy 1989] est le nom donné à une variante
de DP basée sur le théorème de partition du modèle (cf. théorème 7.1 page 109).

L’application de ce théorème permet une simplification, parélagage, de l’arbre de recherche de DP.
L’idée est de couper les branches inexplorées de l’arbre de recherche entre deux nœuds (non nécessairement
successifs) représentant deux ensembles de clauses�1 et�2 tels que�2 � �1.

Nous proposons dans la section 7.2 une généralisation du théorème de partition du modèle. Nous dé-
taillons donc ce théorème dans le paragraphe 7.2.1.

7.1.2 Conditions de terminaisons

L’algorithme de Davis & Putnam possède deux conditions d’arrêt :

1. une testant si la base contient la clause vide, auquel cas l’ensemble de clauses est inconsistant ;

2. une seconde testant si l’ensemble de clauses est réduit à l’ensemble vide, auquel cas la base est
consistante.

Ces deux tests sont appelés test d’inconsistance (respectivement de consistance) élémentaire. Cepen-
dant, il existe d’autres tests permettant la détection plusou moins rapide de la satisfaisabilité ou de la non
satisfaisabilité d’un ensemble de clauses. Nous présentons les techniques les plus répandues.

7.1.2.1 Tests d’inconsistance

Le test d’inconsistance élémentaire consiste à tester la présence de la claude vide. Or il est clair que
cette clause vide n’a pu être produite que par l’affectationd’un littéral unitaire dont le complémentaire est
également un littéral unitaire. Par conséquent le test suivant s’avère être plus intéressant :if (� ontient deux littéraux unitaires omplémentaires) then return false;

Remplacer le test d’inconsistance élémentaire dans DP et dans la procédure de propagation unitaire par
cette nouvelle condition permet d’éviter la propagation declauses unitaires inutiles en détectant plus tôt
l’inconsistance.
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Exemple 7.2 (Inconsistance par complémentarité)
Considérons la base construite sur26 variables propositionnelles et constituée de27 clauses unitaires :ffag ^ fbg ^ fg ^ : : : ^ fzg ^ f:zgg.

L’ordre de propagation unitaire étant le plus souvent arbitraire, si l’ordre alphabétique est choisi, il faut26 propagations unitaires pour détecter l’inconsistance, alors que le test d’inconsistance par complémenta-
rité détecte l’inconsistance sans aucune propagation.

Ce test d’inconsistance par complémentarité ne coûte pas plus cher que le test d’inconsistance élémen-
taire, ce qui explique son usage très répandu (à notre connaissance, toutes les meilleures implantations de
DP utilisent ce test).

7.1.2.2 Tests de consistance

Le test élémentaire de consistance consiste à vérifier si toutes les clauses de l’ensemble initial de clauses
sont satisfaites, c’est-à-dire à tester si la formule est réduite à l’ensemble vide de clause. Or une manière de
prouver qu’un ensemble de clauses est satisfaisable est de trouver une interprétation partielle telle que tout
prolongement de cette interprétation soit un modèle, c’est-à-dire de trouver un modèle partiel.

Par exemple, si la base� ne contient pas de clauses positives (respectivement négatives), un modèle est
facilement obtenu en prolongeant l’interprétation partielle Ip (lue sur la branche) vers le modèleM tel que
pour toute variable propositionnellev : M(v) = Ip(v) si v 2 Ip etM(v) = F (respectivementV) sinon.
Pour provoquer l’application du test, des heuristiques de branchement ont été introduites pour éliminer en
priorité les clauses positives (respectivement négatives) [Hooker & Vinay 1995].

Dans [Lozinskii 1993], une autre technique permettant de détecter à l’avance de la consistance est dé-
veloppée. Cette méthode consiste à approcher le nombre d’interprétations falsifiant l’ensemble de clauses.
Si ce nombre est inférieur au nombre d’interprétations possibles, alors la base est satisfaisable.

Propriété 7.6 (cf. [Lozinskii 1993])
Un ensemble de clauses
 est satisfaisable si

P2
2�l() < 1.

Ainsi le test de consistance élémentaire est remplacé par :if (P2�2�l() < 1) then return true;
Toutefois, les techniques exposées sont souvent trop coûteuses en temps et par ailleurs, leur application

ne permet pas de couper un nombre significatif de branches. Par conséquent, ces techniques entraînent la
plupart du temps un ralentissement de la procédure DP et ne sont donc pas utilisées en pratique.

7.1.3 Heuristiques de branchement

La fonctionHeuristique_de_branhement est déterminante pour l’efficacité de la procédure DP.
Les incidences de l’heuristique sur la taille de l’arbre et par conséquent sur les temps d’exécution sont
considérables. Il ne faut donc pas négliger cette fonction.
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Deux approches complémentaires sont utilisées pour l’élection du prochain littéral : sémantiques et
syntaxiques.

7.1.3.1 Approches« sémantiques»

La littérature comporte peu d’approches sémantiques pour le calcul propositionnel (e.g.[Crawford 1993,
Mazureet al.1996a, Mazureet al.1998a]). Ces méthodes utilisent des solveurs incomplets pour extraire
une information « sémantique » permettant d’établir une stratégie de branchement. Nous détaillons les
stratégies que nous avons proposées [Mazureet al.1996a, Mazureet al.1998a] dans le chapitre 8. Il est à
noter que ces techniques permettent de diminuer de manière significative l’arbre de recherche construit par
DP sur un grand nombre d’instances et en conséquence de réduire le temps d’exécution de manière non
négligeable.

7.1.3.2 Approches« syntaxiques»

L’approche syntaxique consiste à effectuer le choix du littéral à l’aide d’opérations plus ou moins com-
plexes portant exclusivement sur la syntaxe. Plus précisément, les éléments syntaxiques pris en compte se
résument aux nombres d’occurrences des littéraux et à la taille des clauses où ils apparaissent. On comprend
aisément l’importance du nombre d’occurrences d’un littéral : plus un littéral apparaît dans la base, plus il
va satisfaire de clauses et plus il raccourcira de clauses lors de la branche correspondante à l’affectation de
son complémentaire. Par ailleurs, raccourcir les clauses les plus courtes permet de produire plus de clauses
unitaires nécessaires à la simplification du problème. La taille des clauses est donc un facteur important
dans le calcul du meilleur littéral.

Contrairement aux approches sémantiques, les heuristiques syntaxiques se calculent souvent très rapide-
ment : l’analyse de la forme se faisant la plupart du temps plus rapidement que l’analyse du sens. Cependant,
cet avantage peut parfois se révéler défavorable dans certains cas. En effet, il est simple de « cacher » le
meilleur littéral par l’intermédiaire d’artifices syntaxiques (e.g.ajout de clauses sous-sommées, ajout de
littéraux impliqués, etc.).

Les heuristiques syntaxiques les plus performantes possèdent comme point commun de ne pas dissocier
un littéral de son complémentaire. Ceci s’explique par le fait qu’il est préférable d’avoir des arbres équi-
librés. En effet, il est préférable d’explorer deux sous-arbres de taille2k�1 que deux sous-arbres de taille2k�2 et 2k. Les meilleures fonctions d’évaluations tendent à choisircomme prochaine variable celle dont
l’affectation produit deux sous-arbres de taille (estimée) similaire (cf. description page suivante).

De manière générale, la fonctionHeuristique_de_branhement s’écrit de la façon suivante :
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Algorithme 7.4 HEURISTIQUE DEBRANCHEMENT

1. Funtion Heuristique_de_branhement : un ensemble de lauses
2. Input : � un ensemble de lauses sans lause unitaire et sans littéral pur ;
3. Output : l le prohain littéral à affeter
4. Begin
5. foreah variable v de �
6. do
7. Caluler Poidslit(v) ;
8. Caluler Poidslit(:v) ;
9. sore[v℄ = F(Poidslit(v),Poidslit(:v)) ;%% le sore de haque variable est évalué en fontion des poids de v et :v
10. done
11. v = la variable ayant le meilleur sore ;
12. return v ou :v suivant un ritère de séletion de signe ;
13. End
La fonction d’évaluation : Les fonctions (F) permettant de calculer le score d’une variable foisonnent
dans la littérature ([Duboiset al.1996, Freeman 1995, Crawford & Auton 1996, Silva & Sakallah 1996b,
Li 1996, Li & Anbulagan 1997, Bayardo Jr. & Schrag 1997], etc.). Ces fonctions sont toutes singulières.
Cependant afin d’équilibrer au maximum l’arbre de recherche, toutes ces fonctions tiennent compte à la
fois du poids (cf. la fonction poids ci-après) du littéral etdu poids de son complémentaire.

Le critère de signe : Dans le cas, où l’instance est inconsistante, le signe du littéral (positif ou négatif)
retourné est sans importance puisque les deux branches seront explorées. À l’inverse, si l’on cherche à
spécialiser l’heuristique dans la recherche de solutions ce choix est primordial puisqu’il peut permettre
d’éviter l’exploration d’une des branches dans le cas d’un instance satisfaisable. Les critères souvent retenus
sont le nombre d’occurrences des littéraux :

– if (O(l) > O(:l)) then return l else return :l fi
ou des critères faisant intervenir les poids des littéraux :

– if (Poidslit(l) > Poidslit(:l)) then return l else return :l fi
L’objectif de ces critères est l’exploration prioritaire de la branche qui possède la plus forte probabilité
d’aboutir à un modèle. Il existe de nombreux critères plus raffinés (e.g.[Duboiset al.1996], [Freeman 1995],
[Anbulagan 1998], etc.) mais utilisant pour la plupart les poids des littéraux.

La fonction poids : La fonction de calcul du poids d’un littéral (Poidslit) s’écrit généralement sous la
forme :Poidslit(l) = Pl2Poidsla()
Le calcul dePoidsla fait généralement intervenir la longueur de la clause.
Comme pour la fonctionF, de nombreuses fonctions de calcul du poids d’une clause ontété proposées. Nous
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présentons les plus employées. En outre, on trouve dans la littérature des combinaisons de ces fonctions
poids.

– Poidsla() = 1 si l() = 2, 0 sinon. Seules les clauses binaires sont prises en compte dans l’heuris-
tique [Billionnet & Sutter 1992] ;

– une généralisation du poids précédent est :Poidsla() = 1 s’il n’existe pas de clause de taille
inférieure àl(), 0 sinon ;

– Poidsla() = 12l() . Cette fonction a été proposée par Jeroslow & Wang [Jeroslow& Wang 1990].
Elle permet de lier le poids de la clause avec la probabilité qu’une interprétation donnée falsifie la
clause (Poidsla() = 12l() = 2V�l()2V oùV représente le nombre de variables du problème). Cette
fonction est très fréquemment utilisée et fait partie des fonctions donnant les meilleurs résultats ;

– Poidsla() = 1l() où est une constante. Cette fonction est clairement une généralisation de l’heu-
ristique de Jeroslow-Wang (JW). Par ailleurs, plus augmente, plus la fonctionPoidsla accentue
la différence entre les clauses de différentes longueurs. Par exemple, Freeman [Freeman 1995] utilise
dans POSIT une valeur de fixée à5.

– Poidsla() = 12l() si  est une clause raccourcie,0 sinon. Ce poids est un raffinement de celui
proposé par Jeroslow & Wang, il permet de se concentrer sur les clauses déja « touchées ». Cette
heuristique donne de bons résultats en moyenne et favorise l’application du théorème de partition du
modèle. Elle fut proposée intialement dans [Rauzy 1994] sous le nom de «First Fail In Shortened
(ffis)». Dans cette heuristique afin de départager les littéraux ayant le même score, l’heuristique JW
traditionnelle est utilisée.

– Poidsla() = � ln(1 � 1(2l()�1)2 ). Cette fonction a été proposée dans [Duboiset al.1996] pour
l’algorithme C-SAT. Elle est reconnue, à l’heure actuelle,comme étant celle qui donne les meilleurs
résultats sur les instances3SAT aléatoires au seuil.

Remarque 7.2
Nous avons vu que la plupart des heuristiques utilisentPoidslit(l) = Pl2Poidsla(), comme fonction

d’évaluation du poids d’un littéral. L. Brisouxet al. proposent d’ajouter un facteur multiplicatif() au
poids des clauses :Poidslit(l) = Pl2()Poidsla() [Brisouxet al.1998]. Pour chaque clause de la

base,() est initialisé à1 au début de la recherche, dès qu’une clause devient vide (inconsistante),() est
augmenté de1. La greffe de cette technique aux heuristiques traditionnelles permet d’obtenir dans un grand
nombre de cas une réduction de la taille de l’arbre de recherche décrit par DP.

7.1.4 Meilleures implantations de DP

Cette section présente les implantations de DP reconnues comme les plus efficaces en pratique actuel-
lement. Nous ne souhaitons pas, au travers de ce paragraphe porter un quelconque jugement de valeur
sur ces méthodes. Par ailleurs, la liste dressée se veut non exhaustive. En effet, d’autres implantations
de DP sont au moins aussi efficaces en pratique que celles présentées dans cet état de l’art.(e.g.SATO
[Zhang & Stickel 1996], etc.).

Nous présentons ci-après, les principales fonctions de simplification utilisées par ces différentes im-
plantations ainsi que les caractéristiques de leur heuristique de branchement. Cependant le lecteur intéressé
pourra trouver de plus amples détails dans les références citées pour chacune des implantations.
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7.1.4.1 C-SAT

C-SAT a été proposé initialement dans le but d’améliorer de façon sensible l’efficacité des méthodes de
résolution deSAT en les spécialisant soit dans la recherche d’une solution, soit dans la preuve de l’inexis-
tance de solution. Cette idée est justifiée d’une part par l’existence des phénomènes de seuil qui séparent
de façon tranchée les instances satisfaisables des instances insatisfaisables et d’autre part par des manières
très différentes d’explorer efficacement l’espace potentiel des solutions selon que l’on suppose qu’il existe
ou non une solution.

C-SAT est un système de résolution du problème SAT basé sur DP, programmé en « C ANSI » et spé-
cialisé dans la preuve de l’inexistence de solution. Cependant, C-SAT s’avère également être extrêmement
efficace sur les instances satisfaisables. Il est à noter queC-SAT est le premier algorithme complet à avoir
été capable de résoudre des instances aléatoires au seuil de500 variables en un temps raisonnable (< 24
heures en moyenne). C-SAT est principalement constitué :

– d’un pré-traitement à la racine de l’arbre de DP intégrant la détection de symétries élémentaires,
la production de clauses binaires via une forme de résolution et la production des résolvantes de
longueur inférieure ou égale aux clauses qui se résolvent ;

– d’une heuristique de branchement permettant une approximation de la profondeur de l’arbre de DP ;
– d’une méthode de simplification locale appelée «local processing» permettant de fixer des littéraux

en utilisant la propagation unitaire.

L’heuristique de branchement de C-SAT maximise la fonctionscore suivante pouri = 2 :
Pour toute variablex de la formule CNF
 :Sorei(x) = 1:5min(Fi(x); Fi(:x)) + Fi(x) + Fi(:x)
où Fi(x) = f(x) + Xfx_yg2
Fi�1(:y)
et F0(x) = f(x)�W2
La fonctionf(x) s’écrit sous la forme :f(x) = Px2Wl() où Wl() correspond à la fonction poids de la

clause : Wl() = � ln(1� 1(2l() � 1)2 )
Une description complète et détaillée de C-SAT peut être trouvée dans [Duboiset al.1996, Boufkhad 1996].

7.1.4.2 POSIT

POSIT (PrOpositional SatIsfiability Testbed)est une implantation de DP proposée par Jon William
Freeman [Freeman 1996]. Ce logiciel est écrit en « C ANSI ». Ladescription complète de POSIT peut être
trouvée dans [Freeman 1995].

La simplification réalisée à la racine de l’arbre de DP s’effectue en quatre étapes :

1. la propagation unitaire ;
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2. la simplification par les littéraux purs ;
3. l’élimination des variablesx tel quex ou:x soit un singleton ;
4. l’élimination des variablesx tel quex ou:x soit un doublet ;

Si les étapes 3. et 4. créent un littéral unitaire ou pur, les étapes 1. et 2. sont répétées. Il est à noter qu’après
ces simplifications chaque proposition apparaît au moins6 fois : 3 fois positivement et3 fois négativement.

Un singleton (respectivement doublet) est une variable telle que son nombre d’occurrences positives ou
négatives est égal à1 (respectivement à2). L’élimination des singletons et des doubletsl s’effectue par la
production de l’ensemble des résolvantes enl. Plus généralement si une variablel apparaît positivement
dans les clauses(l _ C1); (l _ C2); : : :; (l _ Ck) et négativement dans les clauses(:l _ C 01); (:l _C 02); : : :; (:l _ C 0k0) oùCi etC 0j sont des clauses, alors ces clauses sont remplacées par l’ensemble de
clauses : k̂i=1 k0̂j=1(Ci _ C 0j)
Cette technique de simplification a été proposée initialement dans [Franco 1991, Dechter & Rish 1994].

L’heuristique de branchement procède en 4 étapes principales :

1. la sélection d’un sous-ensembleS de variables en fonction de leur nombre d’occurrences dans les
clauses binaires ;

2. la propagation une à une des variables deS (positivement puis négativement), afin d’estimer leur
score en terme du nombre de nouvelles clauses binaires produites ;

3. la suppression des variables deS n’ayant pas obtenu pas le meilleur score ;
4. l’élection d’un littéral parmi ceux deS en utilisant comme poids pour les littéraux :Poidslit = 15l()

(si S = ?, le littéral est élu par rapport à l’ensemble complet des littéraux de la formule).

7.1.4.3 Tableau

Tableau est une version de DP proposée par James M. Crawford et Larry D. Auton. Tableau est écrit en
« C ANSI » et existe sous la forme de deux programmesntabet3tab, 3tabétant spécialisé dans le traitement
d’instances3SAT. Initalement Tableau est une implantation de la méthode destableaux de R. M. Smullyan
[Smullyan 1968].

De manière générale, Tableau intègre une structure de données judicieuse permettant d’effectuer la pro-
pagation des clauses unitaires de façon très efficace. Le poids des littéraux, pour l’heuristique de branche-
ment approxime le nombre de clauses unitaires engendrées par l’affectation du littéral en question. Cette
heuristique est similaire à celle proposée dans [Zabih & McAllester 1988] et celle utilisée dans POSIT
[Freeman 1995]. Le score d’une variablex est calculé par la fonction suivante :sore(x) = Poidslit(x)� Poidslit(:x) � 1024 + Poidslit(x) + Poidslit(:x) + 1

oùPoidslit(l) est le nombre d’occurrences du littérall dans les clauses binaires.

Ce score permet de sélectionner un sous-ensemble de variables pour lesquelles la propagation unitaire
est effectuée. Le littéral retourné par l’heuristique est celui qui aura engendré par sa propagation le plus
grand nombre de clauses binaires. Si l’on noteN le nombre de variables initialement dans la CNF etn le
nombre de variables restant à un nœud donné, le nombre de variables examinées est égal àN � 21� n.
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Une description détaillée de Tableau peut être trouvée dans[Crawford & Auton 1996].

7.1.4.4 Satx et Satz

Satx est un système de résolution basé sur DP proposé par ChuMin Li. Il intègre à chaque point de choix
la propagation de toutes les « variables fortement contraintes » [Li 1996].

Définition 7.2 (Variables fortement contraintes)
Une variable estfortement contrainte pour une CNF si et seulement si elle apparaît positivement etnéga-
tivement dans les clauses binaires et que son nombre d’occurrences dans les clauses binaires est supérieur
ou égal à trois.

Lors d’un point de choix, l’heuritique de Satx choisit le littéral qui parmi les variables les plus fortement
contraintes, maximise le nombre de clauses binaires produites lors de sa propagation.

Satz est une extension de Satx proposée par [Anbulagan 1998]. Il diffère de Satx principalement par
trois caractéristiques :

1. la production des résolvantes de taille inférieure ou égale à trois en pré-traitement ;
2. l’intégration du nombre de résolvantes binaires dans l’heuristique de branchement ;
3. l’extension du nombre de variables examinées à chaque point de choix suivant une propriété appeléePROPz .

Satz est capable de résoudre des instances3SAT aléatoires de500 variables au seuil. Les descriptions
détaillées de ces systèmes peuvent être trouvées dans [Anbulagan 1998, Li & Anbulagan 1997, Li 1996].

7.1.4.5 GRASP

GRASP est un système de résolution deSAT initialement spécialisé pour le traitement d’instances
issues du monde réel. Il est programmé en « C++ ». GRASP est unevariante de DP, et se distingue des
autres implantations de DP par des procédures puissantes d’analyse de conflits.

L’analyse de conflits est utilisée pour élaguer au maximum l’arbre de recherche. On trouve dans GRASP,
trois méthodes différentes de diagnostic de conflits :

1. « Conflict-Directed Backtracking» qui par l’analyse de la provenance de l’inconsistance permet un
« backtrack » non chronologique ;

2. «Conflict-Based Equivalence» identifie les conditions suffisantes pour que deux branchesde l’arbre
aboutissent au même conflit. Cette méthode permet d’opérer le « backtrack » plus tôt sans identifier
explicitement l’inconsistance ;

3. «Failure-Driven Assertions» dénote les valeurs d’affectation des variables nécessaires à l’identifica-
tion d’un conflit.

Une description détaillée de GRASP peut être trouvée dans [Silva & Sakallah 1996b]. Par ailleurs, dans
[Silva & Sakallah 1996a], les auteurs montrent, sur de nombreuses instances structurées et issues du monde
réel, l’efficacité pratique des techniques d’analyse de conflits.
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7.1.4.6 relsat(4)

Roberto J. Bayardo Jr. and Robert C. Schrag proposent dans [Bayardo Jr. & Schrag 1997] plusieurs
versions de DP intégrant différentes techniques sophistiquées développées initialement pour les CSP (e.g.
« Conflict-Directed backtracking2 », « relevance-bounded learning», etc.).

Comparativement aux autres implantations, relsat(4) s’appuie sur le principe de «relevance-bounded
learning» défini dans [Bayardo Jr & Miranker 1996] qui consiste à ajouter des résolvantes lors du retour
arrière3. Cet algorithme émerge par ses performances en pratique surde nombreuses instances structurées
issues d’applications diverses (diagnostic, planification, etc.).

La description détaillée de relsat(4) est réalisée dans [Bayardo Jr. & Schrag 1997].

7.2 Partition du modèle

7.2.1 Définition

Le théorème de partition du modèle, utilisé dans la méthode de l’évaluation sémantique permet d’élimi-
ner des branches de l’arbre de recherche de DP [Jeannicotet al.1988, Oxusoff & Rauzy 1989]. Il s’exprime
de la façon suivante :

Note 7.1
– Nous rappelons que�fl1;:::;ljg est l’ensemble de clauses� simplifié successivement parl1; l2; : : : ; lj .
– Pour plus de commodité de lecture nous notons�l[i:j℄ l’ensemble de clauses�fli;:::;ljg.

Théorème 7.1 (Partition du modèle [Oxusoff & Rauzy 1989])
Soient� un ensemble de clauses etfl1; : : :; lj ; : : :; lkg un ensemble fondamental de littéraux.
Si�l[1:k℄ � �l[1:j℄ , alors�l[1:j℄ est satisfaisable si et seulement si�l[1:k℄ est satisfaisable.

Exemple 7.3 (Exemple d’inclusion de base de clauses)
Soient� = f(l1 _ l2 _:l4); (:l1 _ l4); (:l1 _ l2 _ l3)g un ensemble de clauses etfl1;:l2; l3g un ensemble
de littéraux, nous avons :�l[1:1℄ = f(l4); (l2 _ l3)g�l[1:2℄ = f(l4); (l3)g�l[1:3℄ = f(l4)g 9=; =) 8>>>>>><>>>>>>: �l[1:3℄ � �l[1:2℄�l[1:3℄ � �l[1:1℄�l[1:3℄ 6� ��l[1:2℄ 6� �l[1:1℄�l[1:2℄ 6� ��l[1:1℄ 6� �

S. Jeannicot, L. Oxusoff et A. Rauzy proposent une application directe du théorème de partition du
modèle au sein de la procédure de Davis & Putnam. En effet, dèsqu’une inclusion est détectée entre deux
nœuds de l’arbre, les branches situées entre ces deux nœuds sont coupées. Ils appellentévaluation séman-
tique la procédure de Davis & Putnam associée au théorème de partition du modèle. Nous illustrons cette

2. Appelé également «conflict directed backjumping».
3. Il est à noter qu’indépendemment Thierry Castell a proposé une méthode similaire dans [Castell 1997]
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méthode sur l’exemple proposé dans [Oxusoff & Rauzy 1989] (cf. exemple 7.4)

Exemple 7.4 (Arbre de recherche de l’évaluation sémantique)
Soit� = f(l1 _ l2 _ :l4); (:l1 _ l4); (:l1 _ l2 _ l3); (:l2); (l5 _ l6); (l5 _ :l6); (:l5 _ l6); (:l5 _ :l6)g.

L’arbre représenté dans la figure 7.3 page ci-contre est obtenu par la procédure de Davis & Putnam uti-
lisant l’heuristique de branchement retournant un littéral positif dans l’ordre lexicographique et le théorème
de partition du modèle. Par ailleurs, pour des raisons de lisibilité, les simplifications par littéraux unitaires
et purs ne sont pas mentionnées.

Dans cet arbre, nous avons :�fl1g = f(l4); (l2 _ l3); (:l2); (l5 _ l6); (l5 _ :l6); (:l5 _ l6); (:l5 _ :l6)g�fl1;:l2g = f(l4); (l3); (l5 _ l6); (l5 _ :l6); (:l5 _ l6); (:l5 _ :l6)g�fl1;:l2;l3g = f(l4); (l5 _ l6); (l5 _ :l6); (:l5 _ l6); (:l5 _ :l6)g�fl1;:l2;l3;l4g = f(l5 _ l6); (l5 _ :l6); (:l5 _ l6); (:l5 _ :l6)g�fl1;:l2;l3;l4;l5g = f(l6); (:l6)g�fl1;:l2;l3;l4;:l5g = f(l6); (:l6)g
et par conséquent, nous obtenons les inclusions suivantes :�fl1;:l2;l3g � �fl1;:l2g�fl1;:l2;l3g � �fl1g �

Première application du théorème de partition du modèle�fl1;:l2;l3;l4g � �fl1;:l2;l3g�fl1;:l2;l3;l4g � �fl1;:l2g�fl1;:l2;l3;l4g � �fl1g�fl1;:l2;l3;l4g � � 1CCASeconde application du théorème de partition du modèle

Remarque 7.3
Afin de clore ce rappel sur le théorème de partition du modèle,nous terminons par trois remarques.

1o La première remarque porte sur le lien naturel existant entre « partition du modèle » et « simpli-
fication par littéraux purs ». De manière évidente, la partition du modèle généralise la règle de
simplification par les littéraux purs. En effet, sil est un littéral pur d’une CNF�, l’opération de
simplification de� par l supprime de� toutes les clauses contenantl et laisse intactes toutes les
autres clauses. Par conséquent, il est clair que�l � �. Ainsi l’application du théorème de partition
du modèle permet de se passer pour DP de l’étape de simplification par les littéraux purs.

2o La seconde remarque porte sur la recherche de la plus grande partition d’un ensemble de clauses.
Détecter le plus petiti tel que�l[1:k℄ (k > i) soit inclus dans�l[1:i℄ , peut paraître un processus
complexe et coûteux en temps. Or la propriété suivante permet d’obtenir une méthode de détection
incrémentale, tout en garantissant l’obtention du plus grand�l[1:i℄ .
Propriété 7.7 ([Oxusoff & Rauzy 1989])
Si�l[1:k℄ � �l[1:i℄ , alors�l[1:k℄ est également inclus dans�l[1:i+1℄ ;�l[1:i+2℄ ; : : : ;�l[1:k�1℄ .
Ce qui s’exprime encore sous la forme :
Si�l[1:k℄ 6� �l[1:i℄ , alors�l[1:k℄ n’est pas inclus dans�l[1:i�1℄ ;�l[1:i�2℄ ; : : : ;�l[1:1℄ ;�.

Ces propriétés permettent d’éviter tous les tests d’inclusion inutiles. L’efficacité de la détection du
plus grand ensemble de clauses incluant�l[1:k℄ dépend donc fortement de l’efficacité du test d’in-
clusion entre�l[1:k℄ et�l[1:i℄ (k > i). Or ce test est relativement rudimentaire, il consiste à vérifier
que toutes les clauses de�l[1:i℄ contenant un littéral parmi l’ensemblef�li+1;�li+2; : : :;�lkg
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FIG. 7.3 –Arbre de recherche construit par l’algorithme d’évaluation sémantique

n’apparaissent pas (sont satisfaites) dans�l[1:k℄ . En utilisant un codage judicieux des ensembles de
clauses, ce test peut être effectué de manière efficace. Ainsi, détecter la plus grande partition est
une opération qui peut être réalisée à moindre coût.

3o La dernière remarque porte sur la détection de l’ensemble detoutes les inclusions possibles lors de
l’exploration de DP. Afin de garantir la détection de toutes les inclusions, une étape de suppression
des clauses sous-sommées est nécessaire. Nous illustrons notre propos sur l’exemple suivant.

Exemple 7.5 (Partition du modèle et sous-sommation)
Soit� = f(:l1 _ l3); (l2 _ l4); (:l2 _ l3 _ l4)g, nous avons :�l[1:1℄ = f(l3); (l2 _ l4); (:l2 _ l3 _ l4)g�l[1:2℄ = f(l3); (l3 _ l4)g
Dans ce cas, aucune inclusion n’est détectée. Par contre, si�l[1:2℄ est simplifiée par la suppression
des clauses sous-sommées, alors�l[1:2℄ devient égale à�0l[1:2℄ = f(l3)g et nous obtenons :�0l[1:2℄ � �l[1:1℄ qui provoque l’application du théorème de partition du modèle.

Il reste que la simplification des clauses sous-sommées est une opération extrêmement coûteuse
en temps (cf. paragraphe 7.1.1.3 page 98). Par conséquent, détecter toutes les inclusions nuit
fortement à l’efficacité de la procédure d’évaluation sémantique. Cependant, il est à noter que
l’algorithme d’évaluation sémantique demeure valide mêmesi la simplification des clauses sous-
sommées n’est pas réalisée. Mais il est alors impossible de garantir la détection de tous les cas
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d’applications possibles du théorème de partition du modèle.

7.2.2 Généralisation

Nous proposons dans cette section une généralisation originale du théorème de partition du modèle.
Cette généralisation porte sur le lien (l’inclusion pour lethéorème de partition du modèle « classique »)
entre les ensembles de clauses. En effet, nous montrons de quelle manière il est possible de remplacer
l’inclusion ensembliste (�) par la conséquence sémantique (�) de deux ensembles de clauses.

Théorème 7.2 (Partition du modèle généralisé)
Soient� un ensemble de clauses etfl1; : : :; lj ; : : :; lkg un ensemble fondamental de littéraux.
Si�l[1:j℄ � �l[1:k℄(j 6 k), alors�l[1:j℄ est satisfaisable si et seulement si�l[1:k℄ est satisfaisable.

Preuve(Théorème 7.2)) Si �l[1:j℄ est satisfaisable alors�l[1:k℄ est satisfaisable, par définition de la conséquence sémantique
(cf. définition 2.17 page 12).( Supposons�l[1:k℄ satisfaisable et soitI un modèle de�l[1:k℄ . Montrons queI peut être prolongé vers
un modèleI 0 de�l[1:j℄ .
SoitI 0 l’interprétation de�l[1:j℄ telle que :

pour tout littérall de�l[1:j℄ : 8<: si l 2 flj+1; lj+2; : : :; lkg alors I 0(l) = V
sinon si �l 2 flj+1; lj+2; : : :; lkg alors I 0(l) = F
sinon I 0(l) = I(l)

Montrons queI 0 est un modèle de�l[1:j℄ . Soit une clause de�l[1:j℄ , trois cas sont envisageables :

–  ne contient pas de littéraux deflj+1; lj+2; : : :; lkg, dans ce cas 2 �l[1:k℄ doncI (modèle de�l[1:k℄)
satisfait et ainsi par construction deI 0 : I 0 satisfait ;

–  contient à la fois des littéraux appartenant et n’appartenant pas àflj+1; lj+2; : : :; lkg, dans ce cas il
existe une clause0 de�l[1:k℄ telle que0 � , ce qui signifie encore que0 sous-somme (0 � ).
De plus, commeI satisfait0, I 0 satisfait0 par construction deI 0. Ainsi 0 �  et 0 satisfait parI 0
impliquent queI 0 satisfait ;

–  ne contient que des littéraux deflj+1; lj+2; : : :; lkg, dans ce cas est satisfait parI 0, sinon il
existerait une clause vide0 dans�l[1:k℄ telle que0 est extraite de par l’interprétation des littérauxlj+1; lj+2; : : :; lk. Si une telle clause vide existe dans�l[1:k℄ , alors�l[1:k℄ est inconsistant, ce qui est
contradictoire avec notre hypothèse de départ. Par conséquentI 0 satisfait.

Dans tous les cas, est satisfait parI 0, par conséquentI 0 est un modèle de�l[1:j℄ (CQFD). �
Il est clair que ce nouveau théorème généralise le théorème de partition du modèle. En effet, nous

montrons que :

Propriété 7.8
Soient� et
 deux ensembles de clauses satisfaisables. Si� � 
, alors
 � �.

Preuve(Propriété 7.8)
Si � � 
, alors toutes les clauses de� appartiennent également à
. Tout modèle de
 satisfait chacune
des clauses de
, par définition d’un modèle (cf. définition 2.13). Par conséquent, tout modèle de
 satisfait
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chacune des clauses de�. Ainsi, tout modèle de
 est un modèle de�, ce qui entraîne par définition de la
conséquence logique que
 � �. �
Remarque 7.4
Il faut remarquer que la réciproque est fausse ((
 � �) 6) (� � 
), comme l’illustre l’exemple ci-dessous.

Exemple 7.6 (Exemple de non réciprocité de la propriété 7.8)
Soient
 = f(a _ b _ ); (:a _ b)g et� = 
:a = f(b _ )g, nous avons bien
 � � mais� 6� 
.

Par ailleurs, l’un des atouts majeurs du théorème de partition du modèle réside dans son utilisation
incrémentale (cf. propriété 7.7). Cette propriété est conservée pour le théorème de partition du modèle
généralisé.

Propriété 7.9
Si�l[1:j℄ � �l[1:k℄ , alors�l[1:k℄ est également une conséquence logique�l[1:j+1℄ ;�l[1:j+2℄ ; : : : ;�l[1:k�1℄ .
Preuve(Propriété 7.9)
Si �l[1:j℄ � �l[1:k℄ , alors(�l[1:j℄ ^ :�l[1:k℄) est inconsistant. Donc a fortiori,(�l[1:j℄ ^ :�l[1:k℄ ^ (lj+1))
est inconsistant. Or(�l[1:j℄ ^ (lj+1)) = (�l[1:j℄)lj+1 = �l[1:j+1℄ . Par conséquent(�l[1:j+1℄ ^ :�l[1:k℄) est
inconsistant et donc�l[1:j+1℄ � �l[1:k℄ . Un raisonnement identique est appliqué pour montrer que�l[1:k℄ est
une conséquence logique de�l[1:j+2℄ ; : : : ;�l[1:k�1℄ . �

Un corollaire immédiat à cette propriété trouve une application directe en pratique comme nous le
montrons dans la section suivante (cf. paragraphe 7.2.3).

Corollaire 7.1
Si�l[1:j℄ 2 �l[1:k℄ , alors�l[1:k℄ n’est pas non plus une conséquence logique�l[1:j�1℄ ,�l[1:j�2℄ ; : : : ;�l[1:1℄ ;�.

Preuve(Corollaire 7.1)
Dans un premier temps, montrons que si�l[1:j℄ 2 �l[1:k℄ , alors� 2 �l[1:k℄ .
Supposons que�l[1:j℄ 2 �l[1:k℄ et que� � �l[1:k℄ . Si � � �l[1:k℄ , alors d’après la propriété 7.9, nous
avons :�l[1:1℄ � �l[1:k℄ , �l[1:2℄ � �l[1:k℄ , : : : , �l[1:j℄ � �l[1:k℄ , : : : , �l[1:k�2℄ � �l[1:k℄ et�l[1:k�1℄ � �l[1:k℄ .�l[1:j℄ � �l[1:k℄ contredit notre hypothèse de départ, par conséquent� 2 �l[1:k℄ (CQFD).

Le corollaire est démontré en réitérant cette démonstration pour�l[1:1℄ 2 �l[1:k℄ , puis�l[1:2℄ 2 �l[1:k℄ , : : : ,
puis�l[1:j�2℄ 2 �l[1:k℄ et enfin�l[1:j�1℄ 2 �l[1:k℄ . �

Le théorème de partition du modèle « classique » englobe la simplification par les littéraux purs (cf. re-
marque 7.3). Comme toute application du théorème de partition du modèle « classique » est une application
du théorème de partition du modèle généralisé (cf. propriété 7.8), ce dernier permet donc a fortiori d’englo-
ber la simplification par les littéraux purs. Par ailleurs, nous montrons que la simplification par les littéraux
unitaires est également un cas particulier du théorème de partition du modèle généralisé.

Propriété 7.10
Si un ensemble de clauses� possède un littéral unitairel, alors� � �l.
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Preuve(Propriété 7.10)
Il est possible de distinguer deux types de clauses dans�l :

1. des clauses identiques à des clauses appartenant à� : ces clauses de� ne contiennent nil ni �l et
apparaissent donc dans�l. Il est clair que tout modèleM de� satisfait ces clauses de�l puisqueM
satisfait les mêmes clauses dans� ;

2. des clauses issues de clauses de� telles que ces clauses de� contiennent�l. Les clauses de�l
issues de la suppresion des occurrences de�l sont satisfaites par tout modèle de�. En effet, commel est un littéral unitaire tout modèleM de� est tel queM(l) = V et satisfait donc les sous-clauses
extraites de� par la suppression de�l.

Donc tout modèle de� satisfait toutes les clauses de�l, ainsi tout modèle de� satisfait�l et par conséquent� � �l. �
Par extension, nous avons :

Corollaire 7.2
Soit� un ensemble de clauses, alors� � ��.
Preuve(Corollaire 7.2)
Soit fl1; l2; : : :; lng l’ensemble des littéraux unitaires intervenant dans la propagation unitaire de�. Nous
avons, d’après la propriété 7.10 :� � �l1 , �l1 � �fl1;l2g, ... ,�fl1;l2;:::;ln�2;ln�1g � �fl1;l2;:::;ln�1g et�fl1;l2;:::;ln�1g � ��.
Par transitivité de la déduction logique (�), on déduit que� � ��. �

Le corollaire 7.2 montre que les branches coupées par l’application du théorème de partition du modèle
incluent celles coupées par la propagation unitaire, plus généralement celles coupées par la simplification
des littéraux impliqués.

Propriété 7.11
Soient� un ensemble de clauses etl un littéral. Si� � l, alors� � �l.
Preuve(Propriété 7.11)
Si � � l, alors tout modèle de� satisfait le littérall, donc tout modèleM de� est tel queM(l) = V. De
cette constatation et en suivant une démarche identique à celle utilisée dans la preuve de la propriété 7.10,
nous obtenons� � �l. �

Par ailleurs, l’introduction du théorème de partition du modèle généralisé au sein de l’algorithme de
Davis & Putnam peut se faire de la même manière que pour le théorème de partition du modèle « classique ».
Cependant détecter une inclusion entre deux ensembles de clauses est une opération rapide et qui s’effectue
en temps linéaire avec une structure de données adaptée (cf.remarque 7.3). Il n’en est pas de même pour
la conséquence logique. En effet, tester si un ensemble de clauses est une conséquence sémantique d’un
autre ensemble de clauses est un problème CoNP-complet. Cette opération nécessite donc le plus souvent
un traitement en temps exponentiel par rapport à la taille des ensembles de clauses. Ainsi une application
directe au sein de DP du théorème de partition du modèle généralisé, afin de permettre une résolution
plus efficace du problème SAT, n’est pas envisageable en pratique. De cette constatation, nous proposons
dans le paragraphe suivant d’affaiblir la relation (la conséquence sémantique) entre les deux ensembles de
clauses afin de permettre une détection du théorème de partition du modèle généralisé (restreint) en temps
polynomial.
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En synthèse de ce paragraphe, nous avons :

– proposé une généralisation du théorème de partition du modèle ;

– montré l’incrémentalité du théorème de partition du modèle généralisé (cf. propriété 7.9 et corollaire
7.1) ;

– montré que le théorème de partition du modèle généralisé englobe :

1o le théorème de partition du modèle « classique » ;

2o la simplification par les littéraux purs ;

3o la simplification par les littéraux unitaires ;

4o et plus généralement la simplification par les littéraux impliqués ;

– constaté que seule une application resteinte du théorème de partition du modèle est envisageable en
pratique.

7.2.3 Théorème de partition du modèle généralisé restreintà la propagation uni-
taire

Afin de rendre possible l’exploitation pratique du théorèmede partition du modèle généralisé, il est
nécessaire d’affaiblir la relation de déduction utilisée.

Nous proposons de remplacer la conséquence logique (�) par la conséquence logique restreinte à la
propagation unitaire (��).
7.2.3.1 Définitions et propriétés fondamentales

Définition 7.3 (conséquence logique restreinte à la propagation unitaire)
Soient� et 
 deux ensembles de clauses,
 est uneconséquence logique restreinte à la propagation
unitaire de� , notée� �� 
, si et seulement si pour toute clause de
, (�^:)� contient la clause vide.

Trivialement, nous avons :

Propriété 7.12
Si� �� 
 alors� � 
.

Preuve(Propriété 7.12)
Si � �� 
, alors pour toute clause de
, (� ^ :)� et inconsistant, donc(� ^ :
) est inconsistant. Par
conséquent� � 
. �

Ce qui nous permet d’obtenir le théorème suivant :

Théorème 7.3 (Partition du modèle généralisé restreint à lapropagation unitaire)
Soient� un ensemble de clauses etfl1; : : :; lj ; : : :; lkg un ensemble fondamental de littéraux.
Si�l[1:j℄ �� �l[1:k℄(j 6 k), alors�l[1:j℄ est satisfaisable si et seulement si�l[1:k℄ est satisfaisable.
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Preuve(Théorème 7.3)�l[1:j℄ �� �l[1:k℄ ) �l[1:j℄ � �l[1:k℄ (propriété 7.12) et si�l[1:j℄ � �l[1:k℄ alors�l[1:j℄ est satisfaisable si et
seulement si�l[1:k℄ est satisfaisable (théorème 7.2). �

Nous avons montré dans le paragraphe 7.2.2 que l’application du théorème de partition du modèle géné-
ralisé permet entre autres d’englober la simplification parles littéraux purs, unitaires et plus généralement
tous les littéraux impliqués. Par ailleurs la restriction de ce théorème à l’inclusion ensembliste ne permet
plus de garantir la détection des littéraux unitaires et impliqués (seule la simplification par les littéraux
purs est englobée dans le théorème de partition du modèle « classique », cf. remarque 7.3 page 110). Nous
montrons que le théorème de partition du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire généralise le
théorème de partition du modèle généralisé restreint à l’inclusion ensembliste (que nous appelons également
théorème de partition du modèle « classique »).

Propriété 7.13
Soient� et
 deux ensembles de clauses. Si
 � �, alors� �� 
.

Preuve(Propriété 7.13)
Si 
 � �, alors chaque clause de
 apparaît dans�. Donc8  2 
; 90 2 � telle que = 0, par
conséquent(0 ^ :)� est réduit à la clause vide. Ansi nous avons pour chaque clause  de
, (� ^ :)�
contient la clause vide. Par conséquent� �� 
. �
Remarque 7.5
Il faut noter que la réciproque est fausse, comme l’illustrel’exemple ci-dessous.

Exemple 7.7 (Exemple de non réciprocité de la propriété 7.13)
Soient� = f(a _ b _ ); (a _ :b); (b _ :); ( _ :a)g et 
 = �b = f(a); ( _ :a)g, nous avons bien
 �� � mais
 6� �.

Ainsi, la propriété ci-dessus nous assure que toute application du théorème de partition du modèle
« classique » est une application du théorème de partition dumodèle généralisé restreint à la propagation
unitaire. Par conséquent, la simplification des littéraux purs est implicitement contenue dans le théorème de
partition du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire. Nous montrons également que ce théorème
effectue également la simplification par les littéraux unitaires.

Propriété 7.14
Pour tout ensemble de clauses� : � �� ��.
Preuve(Propriété 7.14)
Triviale d’après les définitions de�� et de la relation��. �

Au travers de cette section, nous avons montré que le théorème de partition de modèle généralisé res-
treint à la propagation unitaire permet également de récupérer toutes les simplifications dues :

1o au théorème de partition du modèle « classique » ;
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2o aux littéraux purs ;

3o aux littéraux unitaires.

Comparativement au théorème de partition du modèle généralisé, seule la simplification par les littéraux
impliqués n’est plus incluse dans le théorème de partition du modèle généralisé restreint à la propagation
unitaire, comme l’illustre l’exemple ci-dessous. Cependant la non-inclusion de cette simplification permet
de détecter en temps polynomial toute application du théorème de partition du modèle généralisé restreint
à la propagation unitaire. Nous présentons cette techniquede détection dans le prochain paragraphe.

Exemple 7.8 (Exemple de la non détection des littéraux impliqués)
Soit l’ensemble de clauses� = f(a_b_); (a_b_:); (a_:b_:); (:a_b_:); (:a_:b_); (a_:b_)g.
Nous avons� � a mais� 2� a.

7.2.3.2 Propriétés pratiques et implantation

L’étude réalisée sur les méthodes de simplification pour l’algorithme de Davis & Putnam (cf. para-
graphe 7.1.1) montre l’importance de la capacité à détecterefficacement que telle ou telle méthode de
simplification s’applique à un nœud donné de l’arbre de recherche de DP. Par exemple, la simplification
de l’ensemble de clauses par les clauses sous-sommées est rarement effectuée car trop fastidieuse et trop
prohibitive en temps.

Nous présentons dans cette section des propriétés pratiques du théorème de partition du modèle géné-
ralisé restreint à la propagation unitaire permettant de détecter efficacement son application durant l’algo-
rithme de Davis & Putnam. Nous proposons également une implantation de DP intégrant le théorème de
partition du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire.

La première propriété pratique porte sur la polynomialité du test de la conséquence logique restreinte à
la propagation unitaire.

Propriété 7.15
Soient� et
 deux ensembles de clauses. Vérifier si� �� 
 est une opération polynomiale en temps et plus
précisément enO(C
 � (j�j+ jj)) oùC
 est le nombre de clauses de
 et la plus longue clause de
.

Preuve(Propriété 7.15)
Trivialement, par définition de la conséquence logique,C
 preuves par propagation unitaire sont nécessaires
pour prouver que� �� 
, d’oùO(C
 � f(� ^ :)), où f(� ^ :) est la complexité de la propagation
unitaire de l’ensemble de clauses(� ^ :). Par ailleurs la propagation unitaire requiert en temps linéaire
(O(j�j + jj)) par rapport à la taille de l’instance considérée [Dowling &Gallier 1984]. En conséquence,
le test� �� 
 est une opération s’effectuant enO(C
 � (j�j+ jj)). �

Polynomialité n’étant malheureusement pas toujours synonyme d’efficacité pratique, nous montrons de
quelle manière il est possible de réduire d’un facteur non négligeable le nombre de propagations unitaires
nécessaires à la détection du théorème de partition du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire
lors de l’exécution de DP.

Propriété 7.16
Soient� un ensemble de clauses etl un littéral,� �� �l si et seulement si pour chaque clause de�l telle
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que provient d’une clause (de�) contenant�l, (� ^ :)� contient la clause vide.

Preuve(Propriété 7.16)� �� �l si et seulement si pour chaque clause de�l, (�:)� contient la clause vide. Or�l est constitué
de deux types de clauses : des clauses identiques à des clauses de� et des clauses extraites de� par la
suppression des occurrences de�l. Nous montrons que pour la première catégorie de clauses, vérifier si(�^:)� contient la clause vide est inutile. En effet, appartient à�, donc(^:)� conduit obligatoirement
à la clause vide. Par conséquent, seule la seconde catégoriede clauses doit être testée (CQFD). �

Des propriétés 7.15 et 7.16, nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 7.3
Soient� un ensemble de clauses etl un littéral de�. Vérifier si� �� �l est une opération nécessitant un
temps enO(O(�l)� C�) oùO(�l) représente le nombre d’occurrences de�l dans�.

Preuve(Corollaire 7.3)
Conséquence immédiate des propriétés 7.15 et 7.16. �

Ce dernier corollaire montre que détecter une application du théorème de partition du modèle généra-
lisé restreint à la propagation unitaire, entre deux nœuds consécutifs de l’arbre de l’algorithme de DP, est
une opération simple et très peu coûteuse en temps. Cependant, il est posssible que le théorème s’applique
également entre deux nœuds non consécutifs. La propriété suivante et plus particulièrement son corollaire
permettent d’éviter tout test inutile et permettent par extension d’obtenir un algorithme de détection incré-
mental de l’application du théorème et ceci entre n’importequels nœuds de l’arbre de DP (consécutifs ou
non).

Propriété 7.17
Soient� un ensemble de clauses etfl1; l2 : : :; li; : : :; lkg un ensemble de littéraux. Si�l[1:i℄ �� �l[1:k℄(i 6 k), alors�l[1:i+1℄ �� �l[1:k℄ et�l[1:i+2℄ �� �l[1:k℄ et ... et�l[1:k�1℄ �� �l[1:k℄ .
Preuve(Propriété 7.17)
Dans un premier temps, montrons que si�l[1:i℄ �� �l[1:k℄ alors�l[1:i+1℄ �� �l[1:k℄ .
Si �l[1:i℄ �� �l[1:k℄ alors pour toute clause appartenant à�l[1:k℄ , l’ensemble de clauses(�l[1:i℄ ^ :)�
contient la clause vide. Donc, a fortiori,(�l[1:i℄ ^ fli+1g ^ :)� contient la clause vide.
Par ailleurs�l[1:i+1℄ � (�l[1:i℄ ^ fli+1g). Par conséquent,8 2 �l[1:k℄ ; (�l[1:i+1℄ ^ :)� contient la clause
vide, ce qui signifie, par définition, que�l[1:i+1℄ �� �l[1:k℄ .
Un raisonnement identique est applicable pour�l[1:i+2℄ , �l[1:i+3℄ , ... ,�l[1:k�1℄ . �
Corollaire 7.4
Soient� un ensemble de clauses etfl1; l2 : : :; li; : : :; lkg un ensemble de littéraux. Si�l[1:i℄ 2� �l[1:k℄(i 6 k), alors�l[1:i�1℄ 2� �l[1:k℄ et�l[1:i�2℄ 2� �l[1:k℄ et ... et� 2� �l[1:k℄ .
Preuve(Corollaire 7.4)
Dans un premier temps, montrons que si�l[1:i℄ 2� �l[1:k℄ alors�l[1:i�1℄ 2� �l[1:k℄ .
Nous avons�l[1:i℄ 2� �l[1:k℄ et supposons que�l[1:i�1℄ �� �l[1:k℄ . Si �l[1:i�1℄ �� �l[1:k℄ , alors�l[1:i℄ ���l[1:k℄ d’après la propriété 7.17. Cette conclusion est contradictoire avec l’hypothèse, par conséquent nous
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avons démontré par l’absurde que�l[1:i�1℄ 2� �l[1:k℄ .
Un raisonnement identique est applicable pour�l[1:i�2℄ , �l[1:i�3℄ , ... ,�. �

Ainsi, nous avons prouvé que l’application du théorème de partition du modèle généralisé restreint à
la propagation unitaire entre deux nœuds non consécutifs del’arbre de DP est assujettie à l’application du
théorème entre deux nœuds consécutifs. À partir de cette constatation, nous proposons une implantation du
théorème de partition du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire.

L’algorithme proposé cherche à appliquer le théorème lors de la « remontée » dans l’arbre de DP. Ce
type d’implantation a été préféré à une implantation cherchant à appliquer le théorème dans la « descente »,
uniquement pour des raisons évidentes d’efficacité. En effet, cette technique permet notamment d’éviter des
propagations unitaires inutiles si la branche développée est satisfaisable.

Les algorithmes suivants décrivent la procédure DP intégrant la détection du théorème (cf. algorithme
7.5) et la procédure de détection proprement dite (cf. algorithme 7.6).

Algorithme 7.5 DP ET PARTITION DU MODÈLE GÉNÉRALISÉ RESTREINT À LA PROPAG. UNIT.

1. Funtion DP_PMGRPU : boolean
2. Input : un ensemble de lauses �
3. Output : true si � est onsistant, false sinon
4. Begin
5. ��=Propagation_Unitaire(�) ;
6. if (�� ontient la lause vide) then return false ;
7. elif (��==?) then return true ;
8. else
9. l=Heuristique_de_branhement(��) ;
10. if (DP_PMGRPU(�� [ f(l)g)) then return true ;
11. else return Part_Modele_Gen_Rest_Propag_Unit(��; l) ;
12. fi
13. fi
14. End

Lors de l’appel par DP àPart_Modele_Gen_Rest_Propag_Unit, la branche�l a été explorée et
prouvée inconsistante. Si� �� �l alors la branche��l peut être coupée d’après le théorème de partition
du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire. L’algorithme ci-dessous se charge d’effectuer ce
test et de couper ou d’explorer la branche suivant le résultat du test.

Algorithme 7.6 PARTITION DU MODÈLE GÉNÉRALISÉ RESTREINT À LA PROPAGATION UNITAIRE

1. Funtion Part_Modele_Gen_Rest_Propag_Unit : boolean
2. Input : un ensemble de lauses � et un littéral l tel que�l a été prouvé inonsistant ;
3. Output : true si ��l est onsistant, false sinon ;
4. Begin
5. ���l = Propagation_Unitaire(� [ f�lg) ;
6. if (���l ontient la lause vide) then return false ;
7. elif (���l==?) then return true ;
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8. else %% Tester � �� �l revient à vérifier pour haque lause  de �%% telle que  = f�l _ 0g, si (� �� 0)
9. appliation = true ; %% Variable booléenne true tant que le théo. s'applique
10. foreah lause  de � telle que  = f�l _ l1 _ l2 _ : : : _ lng
11. do
12. if (Propagation_Unitaire(���l[f�l1g[ : : :[f�lng) ontient la lause vide)
13. then ���l = (���l [ fl1 _ l2 _ : : : _ lng) ;
14. else appliation = false ;
15. done
16. if (appliation) then return false ; %% appliation ) branhe oupée
17. else return DP_PMGRPU(���l) ; %% non appliation ) branhe explorée
18. fi
19. fi
20. End

Nous terminons ce paragraphe par deux remarques concernantl’algorithme de détection du théorème
de partition du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire (cf. algorithme 7.6 page précédente).

1o L’algorithme débute par la propagation unitaire de�l. Nous avons décidé de commencer la procé-
dure par cette propagation pour des raisons d’efficacité. Eneffet, pour chacune des clauses à tester
lors de la vérification de� �� �l, il est clair que le mono-littéral�l est produit. Par conséquent
afin d’éviter de répétern 4 fois la production du mono-littéral�l et les éventuelles propagations
unitaires engendrées par ce mono-littéral, la propagationunitaire de�l est effectuée une fois pour
toutes en début de procédure.

2o Lorsqu’une clause0 est prouvée être une conséquence logique restreinte à la propagation unitaire
de���l, cette clause est ajoutée à l’ensemble de clauses���l. Cet ajout de clauses est réalisé en
ligne 13 de l’algorithme 7.6. Il permet non seulement d’accélérer le temps de calcul des différentes
propagations unitaires effectuées lors du test d’application du théorème, mais également de réduire
la taille du sous-arbre construit par DP lors de l’exploration de��l lorsque le théorème n’a pu être
appliqué.
Il est à noter que cet ajout de clauses se fait en espace constant. En effet, la clause0 ajoutée à���l
est extraite d’une clause ( = (�l _ 0)) appartenant à�. Par conséquent, comme cette clause de� a été effacée dans���l par la propagation unitaire de�l, l’ajout de0 s’effectue donc par une
simple « réactivation » d’une sous-clause de�. Cette opération est réalisée en temps et en espace
constant avec une structure de données adaptée.
Par ailleurs, la version de l’agorithme présentée dans ce manuscrit préconise la production d’un
maximum de clauses impliquées. En effet, dès lors qu’une clause n’est pas impliquée, la preuve est
faite que� 2� �l, par conséquent, afin de minimiser le temps de calcul, il serait judicieux de quitter
la boucle prématurément et de lancer immédiatement l’exploration de la branche correspondant à���l, ceci sans vérifier si d’autres clauses peuvent être ajoutées. À l’inverse, la version présentée
est « jusqu’au-boutiste », elle cherche à impliquer un maximum de clauses, ceci afin de réduire au
maximum la taille du sous-arbre non encore exploré. Nous discutons dans le paragraphe dédié aux
extensions de l’algorithme, diverses stratégies envisagées quant à l’arrêt plus ou moins prématuré
du test d’implication de clauses.

Résultats expérimentaux

Afin de valider notre approche nous avons effectué une série de tests portant sur des instances3SAT
aléatoires. Ces tests ont pour objectif de mesurer l’effet du théorème de partition du modèle généralisé

4.n représente ici le nombre de clauses à tester, c’est-à-dire le nombre d’occurrences de�l dans�.
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restreint à la propagation unitaire sur l’arbre de recherche de DP et plus précisément sur le nombre de
nœuds de cet arbre. Pour ce faire nous avons comparé notre approche avec l’algorithme de Davis & Putnam
standard (sans mécanisme de simplification) et avec l’algorithme d’évaluation sémantique.

Par ailleurs, nous avons également mesuré cet effet à différents rapports nombre de clauses sur nombre
de variables afin de déterminer dans quelle zone (sous-contrainte, critique ou sur-contrainte) notre approche
obtenait les meilleurs résultats comparativement aux algorithmes précités.

De plus, nous avons testé deux manières distinctes d’appliquer le théorème de partition du modèle
généralisé restreint à la propagation unitaire. La première d’entre elles est celle décrite dans la section
précédente (cf. algorithme 7.6) et correspond à une vérification « jusqu’au-boutiste » du test d’application
du théorème. C’est-à-dire que chaque clause pour laquelle l’implication doit être testée, est traitée, même si
l’une d’entre elles a déjà été prouvée non impliquée. À l’inverse la version « arrêt » stoppe la procédure de
vérification dès lors qu’une clause n’a pas été impliquée. Ces deux versions sont discutées plus précisément
dans la section suivante.

Ces quatre algorithmes ont été expérimentés sur des instances3SAT pour lesquelles le nombre de va-
riable varie entre25 et 250 et pour lesquelles le rapport du nombre de variables sur le nombre de clauses
varie entre3:00 et 6:00. Par ailleurs pour chacun des couples (nombre de variables,rapport C/V)500 ins-
tances ont été testées. Les courbes suivantes synthétisentles résultats obtenus par chacune des approches
comparativement au nombre de nœuds de l’arbre de décision deDP.
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FIG. 7.4 –Nombre de nœuds de DP« standard» pour des instances 3SAT

Évaluation sémantique
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FIG. 7.5 –Nombre de nœuds de l’évaluation sémantique pour des instances 3SAT
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Partition du modèle généralisé restreint à la Propagation unitairen(version arrêt)
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FIG. 7.6 –Nombre de nœuds de DP utilisant le théorème de partition du modèle généralisé restreint à la
propagation unitaire« version arrêt»

Partition du modèle généralisé restreint à la Propagation unitaire (version jusqu’au−boutiste)
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FIG. 7.7 –Nombre de nœuds de DP utilisant le théorème de partition du modèle généralisé restreint à la
propagation unitaire« version jusqu’au-boutiste»
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Ces courbes, difficiles de lecture par leur aspect tri-dimensionnel et par l’échelle logarithmique, montrent
que quelle que soit la taille du problème, c’est-à-dire quelque soit le couple (nombre de variables, rapport
C/V), les approches basées sur le théorème de partition du modèle généralisé restreint à la propagation uni-
taire admettent toujours moins de nœuds que les procédures de Davis & Putnam standard et d’évaluation
sémantique. Par ailleurs, il faut remarquer que sur ces instances aléatoires l’évaluation sémantique n’ap-
porte quasiment rien, c’est-à-dire que le théorème de partition du modèle classique s’applique très rarement
(voire pas du tout pour une grande majorité de tailles). La différence entre les approches croît en fonction
du nombre de variables. Nous présentons dans la courbe suivante qui regroupe les résultats obtenus pour
chaque approche sur les instances de250 variables.
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FIG. 7.8 –Nombre de nœuds en fonction du rapport C/V pour des instances3SAT aléatoires de250 va-
riables

Cette courbe fait apparaître très nettement le gain obtenu par les approches basées sur le théorème
de partition du modèle généralisé. Il faut également noter que la version « jusqu’au-boutiste » obtient
sensiblement de meilleurs résultats que la version « arrêt ». Ceci prouve l’utilité des ajouts de clauses pour
le reste de la recherche.

Il reste que si nos approches permettent une diminution notable du nombre de nœuds elles sont d’avan-
tage consommatrices en temps CPU. Les courbes suivantes expriment le temps moyen passé par chacune
des méthodes pour résoudre une instance de chaque taille.
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FIG. 7.9 –Temps moyen de DP« standard» pour résoudre des instances 3SAT aléatoires

Évaluation sémantique
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FIG. 7.10 –Temps moyen de l’évaluation sémantique pour résoudre des instances 3SAT aléatoires
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Partition du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire (version arrêt)
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FIG. 7.11 –Temps moyen de DP utilisant le théorème de partition du modèle généralisé (version« arrêt »)
pour résoudre des instances 3SAT aléatoires

Partition du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire (version jusqu’au−boutiste)
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FIG. 7.12 –Temps moyen de DP utilisant le théorème de partition du modèle généralisé (version« jusqu’au-
boutiste») pour résoudre des instances 3SAT aléatoires
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À l’inverse des courbes précédentes, les approches basées sur le théorème de partition du modèle géné-
ralisé semblent plus lentes. La courbe suivante montre les temps obtenus par chacune des méthodes pour
un nombre de variable fixe égal à250.
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FIG. 7.13 –Temps d’éxécution en fonction du rapport C/V pour des instances 3SAT aléatoires de250
variables

Les résultats concernant les temps d’exécution des méthodes basées sur le théorème de partition du mo-
dèle généralisé restreint à la propagation unitaire montrent l’importance de trouver des stratégies permettant
de réduire au maximum le temps de calcul. Dans la prochaine section nous discutons de diverses extensions
dont certaines ont pour objectif la réduction du temps de calcul de ces approches.

Optimisations naturelles

Comme discuté précédemment, deux politiques se font face ence qui concerne les tests d’implica-
tion de clauses. En effet, la version présentée préconise dechercher à impliquer un maximum de clauses,
c’est-à-dire de ne pas stopper le test d’application du théorème dès lors que celui-ci a été prouvé impos-
sible à satisfaire. Cette stratégie se justifie par le fait que chaque clause impliquée est ajoutée à la base de
connaissances et que cet ajout permet de supprimer des interprétations. Ces suppressions ont pour consé-
quence de minimiser le nombre de nœuds explorés et de favoriser l’application du théorème dans le reste
de la branche. Cependant, bien que la propagation unitaire soit réalisable en temps linéaire, multiplier les
tests d’implications peut nuire aux performances globalesde l’algorithme. Ainsi, vu que le temps CPU est
souvent considéré comme le critère de jugement suprême, unevariante à l’algorithme proposé consiste à
stopper le test d’application du théorème dès lors que celuiest insatisfait. Entre ces deux variantes extrêmes,
nous pensons qu’une stratégie intermédiaire peut être imaginée. Celle-ci consisterait à imposer un ordre sur
les différents tests d’implications à réaliser. Plus précisément, les clauses qui, selon cet ordre, auraient le
plus de chances d’être impliquées seraient testées prioritairement. Ainsi dès lors qu’une clause n’est pas
impliquée par�, le test d’application du théorème est stoppé en considérant qu’il est peu probable qu’une
clause (de rang inférieur selon l’ordre) soit de nouveau impliquée alors que la clause précédente (selon
l’ordre) ne l’a pas été. Toute la difficulté d’une telle approche réside dans la détermination de l’ordre. En
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effet cet ordre doit pouvoir être calculé de manière efficace, afin de pas nuire aux performances globales de
la méthode, et doit être le plus pertinent possible.

Une seconde amélioration réside dans l’application du théorème uniquement à partir d’une certaine
profondeur de l’arbre de Davis & Putnam. L’idée est donc de n’appliquer ce théorème que lorsque celui-ci
a un maximum de « chances » d’être satisfait. Par exemple, dans le cas d’instances3SAT, les nœuds situés
près de la racine de l’arbre de décision de DP ne contiennent que très peu de clauses binaires, en effet il
faut un certain nombre d’affectations afin de voir apparaître un nombre significatif de clauses binaires. Ceci
est d’autant plus vrai si l’on considère des instances4SAT. Or c’est bien la présence massive de clauses
binaires qui favorise la propagation unitaire et donc l’application du théorème. Par ailleurs de nombreuses
techniques de simplification basées sur la propagation unitaire, comme celles utilisées dans C-SAT, ne sont
appliquées qu’à partir d’une certaine profondeur de l’arbre de recherche de DP. De ces constats, il est
donc naturel de ne tester l’application du théorème qu’à partir du moment où un nombre significatif de
clauses binaires sont présentes dans�. Ce nombre significatif de clauses binaires ne pouvant être atteint
le plus souvent qu’à partir d’une profondeur donnée de l’arbre de Davis & Putnam, il est donc naturel de
restreindre le test d’application du théorème uniquement lorsqu’une certaine profondeur de l’arbre de DP
est atteinte. Il reste à déterminer cette profondeur minimale d’application. Il nous semble que seule une
étude empirique sur différentes catégories d’instances (réels, aléatoires, etc.) nous permettra de déterminer
la profondeur optimale d’application du théorème.

Nous pensons que les gains obtenus par l’application du théorème de partition du modèle seront d’autant
plus importants sur les problèmes structurés. En effet la présence d’une structure dans le problème (souvent
matérialisée par de nombreuses clauses binaires) devrait permettre une application accrue du théorème. De
plus, la présence de nombreuses résolvantes (courtes), de redondances peut favoriser l’implication de sous-
clauses même à la racine de l’arbre. Ce qui nous a amené à nous poser la question suivante : « À partir de
quelle niveau de l’arbre de DP une clause est-elle impliquée? ».

7.2.4 Extension : niveaux d’implications

Les implantations présentées précédemment consistent à tester l’application du théorème à chaque point
de choix et permettent de couper uniquement la branche courante. Il serait intéressant de voir dans quelle
mesure il est possible de couper plusieurs branches en même temps et d’effectuer ainsi un «backtracking»
non chronologique, ce qui permet d’éviter de multiples tests d’application du théorème et, par conséquent,
un gain de temps substantiel.

Nous montrons dans ce paragraphe qu’il est possible d’atteindre cet objectif en déterminant la partition
la plus grande étant donné un ordre de propagation des littéraux unitaires lors du test d’implication d’une
clause. Pour ce faire nous introduisons les concepts de « niveau » et de « graphe d’implication ».

Définition 7.4 (Niveau d’un littéral)
Le niveau d’un littéral l, notéÆ(l), est donné par le nombre de branches inexplorées précédant son appa-
rition dans l’interprétation partielle courante.

Tous les littéraux apparaissant entre deux branches inexplorées admettent donc le même niveau, comme
l’illustre l’exemple suivant. Lorsqu’un littéral n’apparaît pas dans l’interprétation courante, son niveau est
fixé à l’infini.

Exemple 7.9 (Exemple de niveaux des littéraux pour un arbre de DP)
Soit l’arbre de décision de la figure page ci-contre décrit par la procédure de Davis & Putnam sur une
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formule� : �
�fag a

�fa;bg b
�fa;b;g 

�fa;b;;dg d
�fa;b;;d;eg e

?
Échec

f ?
Échec

:f �fa;b;;d;:eg:e
Branche
Courante

f
Branche

Inexplorée

:f
Coupure (littéral unitaire)

//
Branche

Inexplorée

:Coupure (littéral unitaire)

//
Coupure (littéral unitaire)

//

FIG. 7.14 –Illustration des niveaux des littéraux pour un arbre de recherche de DP

Pour cet arbre, le tableau suivant décrit le niveau de chacundes littéraux, quel que soit le nœud.

Formule
Niveaux des littérauxÆ(a) Æ(:a) Æ(b) Æ(:b) Æ() Æ(:) Æ(d) Æ(:d) Æ(e) Æ(:e) Æ(f) Æ(:f)� 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1�fag 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1�fa;bg 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1�fa;b;g 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1�fa;b;:g 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 1 1�fa;b;;dg 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1�fa;b;;d;eg 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 1 1�fa;b;;d;e;fg 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 3 1�fa;b;;d;e;:fg 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1 1 2�fa;b;;d;:eg 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1�fa;b;;d;:e;fg 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 2 1�fa;b;;d;:e;:fg 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Définition 7.5 (Niveau d’une clause)
Soient� un ensemble de clauses etfl1; l2; : : :; lig un ensemble de littéraux représentant une interprétation
partielle de�. Si  est une clause de�l[1:i℄ , alors le niveau de , notéeÆ(), se définit de la manière
suivante :

– si  2 �, Æ() = 0 ;
– sinonÆ() = maxfÆ(l) t.q. l 2  et � l 2 fl1; l2; : : :; ligg
Le niveau d’une clause correspond donc au niveau du dernier littéral ayant raccourci cette clause lors

de son assignation.

L’algorithme de Davis & Putnam est modifié de manière à prendre en compte le calcul de ces niveaux.
C’est-à-dire qu’initialement chaque littéral admet un niveau infini, lorsqu’une variable est affectée le niveau
du littéral correspondant est mis à jour, ainsi que celui desclauses raccourcies par l’affectation de cette
variable.

Comme décrit précédemment, l’opération fondamentale du test d’application du théorème de partition
du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire consiste à déterminer si une clause est impliquée par
un ensemble de clauses en utilisant uniquement la propagation unitaire. La séquence d’implications géné-
rées par la propagation unitaire est capturée par un graphe orienté acyclique, appelé graphe d’implication.
La notion de graphe d’implications a également été utiliséedans GRASP par J.P.M. Silva et K.A. Sakallah
pour déterminer les causes de conflits [Silva & Sakallah 1996b].

Définition 7.6 (Graphe d’implication)
Un graphe d’implication, notéG = (S;A) :

1. S : chaque sommet, notés(l), deG correspond à un littérall affecté lors de la propagation ;
2. A : soit une clause = f:l1; : : : ;:li�1; li;:li+1; : : : ;:lng responsable de l’implication du littéralli, c’est-à-dire que siI est l’interprétation partielle courante alors : \ I = flig et ( \ � I) = fl1; : : : ; li�1; li+1; : : : ; lng.

L’ensemble des sommets prédécesseurs du sommets(li) est égal à :fs(l1); : : : ; s(li�1); s(li+1); : : : ; s(ln)g.
Les arcshs(lj); s(li)i tels quej 2 f1; : : : ; i� 1; i+ 1; : : : ; ng sont étiquetés par la clause.
L’étiquette d’un archi; ji est notéeval(hi; ji) = .

Remarque 7.6
Le graphe d’implication d’une clause impliquée par la propagation unitaire admet comme source les som-
mets étiquetés par la négation de chacun des littéraux de la clause. Par ailleurs, il est évident que ce graphe
n’admet pas de cycle (par construction).

Exemple 7.10 (Exemple de graphe d’implication d’une clause)
Soit� = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; 13; 14g, avec :1 : (:a _ ) 8 : (:e _ h)2 : (:a _ d) 9 : (:g _ h _ :f)3 : (:b _ d) 10 : (:h _ k)4 : (:d _ f) 11 : (:i _ l _ :k)5 : (:d _ g) 12 : (:i _ :l)6 : (:b _ e) 13 : (:k _ :l)7 : (:e _ i) 14 : ( _ e)

Le graphe d’implication de la clause = f:a _ :bg est représenté dans la figure page suivante.
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FIG. 7.15 –Graphe d’implication d’une clause

Nous décrivons ci-dessous l’algorithme de construction d’un graphe d’implication d’une clause à
partir d’un ensemble de clauses�.

Algorithme 7.7 CONSTRUCTIONGRAPHE D’I MPLICATION

1. Funtion Constrution_Graphe_Impliation : Graphe
2. Input : Une liste de littéraux L tel que L = flj:l 2 get un ensemble de lauses � ;
3. Output : Un graphe G orrespondant au graphe d'impliation de  par � ;
4. Begin
5. I = ? ;
6. while (L 6= ?)
7. do
8. l=le premier élément de L ; %% L ontient la liste des littéraux à propager
9. L=L n flg ;
10. I = I [ flg ; %% I représente l'interprétation partielle ourante
11. foreah lause  de � t.q. :l 2 ,  \ I = ? et ( n ( \ � I)) = fl0g
12. do
13. foreah littéral l00 2 (�  \ I)
14. do
15. Créer_Ar(G,l00,l0,) ; %% Ajoute au graphe G un ar orienté%% entre le sommet s(l00) et le sommet s(l0) étiqueté par la lause 
16. done
17. L=L [ fl0g ; %% l0 est un littéral unitaire à propager
18. done
19. return G ;
20. End

Afin de déterminer le niveau minimal d’implication de la clause, nous associons à chaque sommets(l)
une valeur, notée�(l) se calculant comme suit :

– une valeur nulle est associée aux sources du graphe ;



132 Chapitre 7. L’algorithme de Davis & Putnam

– soient un sommets(l) etfs(l1;1); : : : ; s(l1;m); s(l2;1); : : : ; s(l2;n); : : : ; s(lk;1); : : : ; s(lk;p)g l’ensemble
des prédécesseurs del tel que les arcshs(l1;1); s(l)i; : : : ; hs(l1;m); s(l)i sont étiquetés par1, les arcshs(l2;1); s(l)i; : : : ; hs(l2;n); s(l)i sont étiquetés par2, etc.�(s(l)) = min[max(Æ(1); �(s(l1;1)); : : : ; �(s(l1;m))); : : : ;max(Æ(k); �(s(lk;1)); : : : ; �(s(lk;p)))℄.

Exemple 7.11 (Graphe et niveau d’implication d’une clause)
Si l’on considère le graphe proposé dans l’exemple 7.10 et les niveaux de clauses suivants :Æ(1) = 8 Æ(3) = 7 Æ(5) = 6 Æ(7) = 3 Æ(9) = 12 Æ(11) = 1 Æ(13) = 7Æ(2) = 3 Æ(4) = 9 Æ(6) = 0 Æ(8) = 3 Æ(10) = 2 Æ(12) = 4 Æ(14) = 5

Le niveau d’implication de est égal àmax(s(k); s(:(k))) = 4 qui est donné par le marquage du
graphe illustré dans la figure ci-dessous.

ab
de

fgi
h:l k

:k
1236

45 87
9912 11

10
11

�(s(a)) = 0�(s(b)) = 0
�(s()) = 8�(s(d)) = 3�(s(e)) = 0

�(s(f)) = 9�(s(g)) = 6�(s(i)) = 3
�(s(h)) = 3�(s(:l)) = 4 �(s(k)) = 3

�(s(:k)) = 4
FIG. 7.16 –Graphe et niveau d’implication d’une clause

Nous proposons page suivante un algorithme permettant de calculer le niveau minimal d’implication
d’une clause étant donné son graphe d’implication.

L’algorithme 7.8 nous permet de déterminer pour chaque clause testée, lors de l’application du théo-
rème, son niveau minimal d’implication. Le niveau d’application du théorème de partition du modèle géné-
ralisé restreint à la propagation unitaire s’obtient, de manière évidente, en prenant le maximum des niveaux
d’implication des différentes clauses impliquées. En conséquence, lorsque le théorème est prouvé s’appli-
quer jusqu’à un niveaun, toutes les branches situées entre le niveaun et le niveau actuel sont coupées.
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Algorithme 7.8 NIVEAU M INIMAL D ’I MPLICATION

1. Funtion Niveau_Minimal_Impliation : Integer
2. Input : Un graphe G = (S;A) et une lause  ;
3. Output : Un entier orrespondant au niveau minimal d'impliation de (l'infini si la lause n'est pas impliquée) ;
4. Begin
5. L = ? ; %% Liste des sommets a examiner
6. foreah sommet s 2 S
7. do
8. �(s)=1 ;
9. done
10. foreah littéral l t.q. :l 2 
11. do
12. �(s(l)) = 0 ;
13. L = L [ fs j s = succ(s(l)) et s 62 Lg ;
14. done
15. while(L 6= ?)
16. do
17. s = le premier sommet de L ;
18. L = L n fsg ; %% La valeur d'un sommet est donnée par la valeur du%% plus petit hemin permettant de produire e sommet
19. foreah Pi � pred(s) t.q. 8 p 2 Pi; val(hp; si) = i
20. do %% La valeur d'un hemin est donnée par le maximum entre le niveau%% d'apparition de la lause et la valeur de haque sommet père pour e hemin
21. val_hemin = Æ(i) ;
22. foreah s0 2 Pi
23. do
24. val_hemin = max(val_hemin; �(s0)) ;
25. done
26. �(s) = min(�(s);val_hemin) ;
27. done
28. L = L [ fs00 j s00 = succ(s)g ;
29. done
30. C = fp j p est un ouple de sommets (s(l); s(:l)) t.q. succ(s(l)) = succ(s(:l)) = ?g
31. niveau_impliation=1 %% Le niveau d'impliation de  est donné%% par le minimum des hemins menant à une ontradition
32. foreah (s(l); s(:l)) 2 C
33. do %% La valeur d'un hemin menant à une ontradition est donnée par%% le maximum valeurs de deux sommets opposés
34. niveau_impliation=min(niveau_impliation;max(s(l); s(:l))) ;
35. done
36. return niveau_impliation ;
37. End

D’autre part, l’étiquetage des clauses à chaque niveau de l’arbre de Davis & Putnam nous permet de
déterminer pour chaque clause son niveau d’apparition dansl’arbre de DP. L’implication d’une clause peut
être due uniquement à des clauses apparues antérieurement au niveau actuel. Par exemple, si1 = fl; �g et2 = f:l; �g sont deux clauses de�, le niveau d’implication de� par�l[1:i℄ est égal à zéro (c’est-à-dire la
clause est impliquée par�).
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Par ailleurs, nous avons vu précédemment (cf. alinéa 2o page 120) que chaque clause impliquée pouvait
être ajoutée (en espace constant) à la base. Cet ajout se limitait jusqu’alors au traitement du nœud courant.
L’extension précédente nous permet de conserver cette clause jusqu’à son niveau minimal d’implication, ce
qui permet d’élaguer l’arbre de recherche.

Cette extension réalisée en fin de thèse est à l’heure actuelle en cours d’implantation. Cependant à la
vue de l’ensemble des remarques faites ci-dessus, cette extension nous paraît extrêmement prometteuse,
particulièrement pour résoudre des problèmes structurés.

De nombreuses techniques de simplification de DP utilisées actuellement peuvent être étendues en uti-
lisant notre approche. Nous pensons en particulier à associer un niveau minimal d’implication à chaque
littéral fixé (impliqué) par la propagation unitaire dans C-SAT, Satz, etc.

7.3 Conclusion

Notre contribution à la procédure de Davis & Putnam porte surla mise au point d’une nouvelle technique
d’élagage de l’arbre de recherche. D’un point de vue théorique, nous avons généralisé le théorème de
partition du modèle proposé initialement dans [Jeannicotet al.1988]. D’un point de vue pratique, nous
avons proposé une nouvelle technique de simplification basée sur la restriction du théorème de partition du
modèle généralisé à l’implication via la propagation unitaire.

Nous avons montré expérimentalement que cette technique permettait de réduire sensiblement le nombre
de nœuds explorés par la procédure de Davis & Putnam. Cependant, notre procédure d’élagage ne permet
pas pour l’instant de réduire le temps de calcul.

Les perspectives de ces travaux sont nombreuses. Dans un premier temps, il est nécessaire de diminuer
le coût (en temps) de notre procédure d’élagage. Pour cela plusieurs pistes sont en cours d’exploration.
Notamment, nous pensons que déterminer un ordre judicieux quant aux tests d’implications réalisés pour
s’assurer de l’application du théorème, permettra de réduire significativement le temps de calcul. Une autre
optimisation consiste à n’appliquer le théorème qu’à partir d’un certain niveau de l’arbre de DP, ceci afin
de profiter d’un plus grand nombre de clauses binaires. D’autre part, la voie qui nous semble la plus pro-
metteuse, est certainement l’introduction du concept de niveau d’implications. Une procédure de Davis &
Putnam utilisant le théorème de partition du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire et les
niveaux d’implications est en cours d’implantation.

Par ailleurs, il nous semble que les cibles privilégiées d’un tel processus d’élagage sont les instances
structurées. Ainsi, les gains déjà constatés sur les instances aléatoires devraient être accrus lors de tests
portant sur des instances structurées. Les premiers résultats obtenus sur ce type d’instances confirment cette
hypothèse.



Chapitre 8

DP et Recherche Locale : Combinaisons

L’efficacité des algorithmes de recherche locale est incontestablement supérieure à celle des algorithmes
systématiques, lorsqu’il s’agit de vérifier la satisfaisabilité d’une instance consistante deSAT. Cependant,
la recherche locale ne peut prouver a priori l’inconsistance. Par ailleurs, sur une instance de grande taille
une recherche systématique, comme la procédure de Davis & Putnam, a peu de chance de trouver un
modèle. Il est donc naturel de s’interroger sur la faisabilité d’une méthode permettant de faire coopé-
rer des méthodes de recherche locale et des méthodes systématiques. Cette coopération a pour objectif
de pallier les inconvénients de chacune des méthodes. Une telle combinaison apparaît, pour beaucoup
de chercheurs, comme une voie extrêmement prometteuse pourla résolution pratique du problèmeSAT
[Freuderet al.1995, Selmanet al.1997].

À notre connaissance, peu de méthodes mixtes ont été développées à l’heure actuelle pourSAT. Nous
proposons dans ce chapitre, de nouveaux schémas de combinaison entre méthodes de recherche locale et
méthodes systématiques. Notamment, nous montrons commentune méthode de type recherche locale, logi-
quement restreinte à la recherche de solutions, peut être utilisée pour circonscrire l’inconsistance d’instances
deSAT.

Nous commençons ce chapitre par une présentation des schémas de combinaison déjà existants dans
la littérature. Dans la deuxième partie, nous proposons de distinguer deux types d’inconsistance que nous
formalisons et opposons : les inconsistances locales et lesinconsistances globales. Nous détaillons par la
suite comment et dans quelle mesure une méthode de recherchelocale peut permettre de localiser l’in-
consistance. Puis, nous proposons plusieurs méthodes de coopération utilisant la recherche locale comme
processus permettant de circonscrire l’inconsistance. Nous faisons notamment une description détaillée
d’un algorithme mixte, que nous avons appelé DPRL (« Davis & Putnam - Recherche Locale »). Enfin
avant de conclure, nous présentons les résultats expérimentaux obtenus par DPRL et décrivons quelques
optimisations possibles.

8.1 Les schémas de combinaison existants

Il est naturel de chercher à combiner les qualités complémentaires des algorithmes complets et incom-
plets en se basant sur différents schémas de coopération. Denombreux travaux très récents concernent
explicitement ou implicitement la recherche de coopération entre ces méthodes aux propriétés complé-
mentaires dans le cadre des problèmes de satisfaction de contraintes (CSP). Un inventaire complet de ces

135
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méthodes mixtes pour les CSP peut être trouvé dans [Lobjois &Lemaître 1997]. Cependant, de tels algo-
rithmes pourSAT ne sont pas légion dans la littérature. Nous proposons un classement des schémas de
coopération existants pourSAT selon la souche de la greffe, c’est-à-dire selon que l’on greffe une méthode
incomplète sur l’ossature d’une méthode complète ou inversement.

8.1.1 Complet greffé sur incomplet

Cette catégorie regroupe les schémas de coopération dont labase est une méthode incomplète. Cette
base est modifiée ou orientée par l’utilisation des mécanismes empruntés aux méthodes complètes.

8.1.1.1 Résolution alternée

L’archétype de ce schéma de combinaison est la « résolution alternée » [Zhang & Zhang 1996]. Cette
méthode consiste en une assignation partielle et aléatoiredes variables, par la suite une recherche systé-
matique de type « backtrack » tente de résoudre le sous-problème induit par l’assignation partielle. Si la
méthode systématique échoue, l’interprétation partielleest réparée en utilisant une stratégie de recherche
locale et le processus est itéré. Dans [Kask & Dechter 1996] une autre forme de résolution alternée est
présentée comme une amélioration de la méthode incomplète GSAT.

8.1.1.2 Ajouts de clauses

Un autre schéma de coopération consiste à rendre complète une méthode de recherche locale par ajouts
de clauses. Plusieurs algorithmes utilisant ce procédé, ont été mis au point (voir par exemple le «Dynamic
Backtracking» [Ginsberg 1993, Ginsberg & McAllester 1994] ou CH-SAT [Hao& Tétard 1996]).

8.1.1.3 SCORE(FD/B)

SCORE est un algorithme de CSP basé sur une approche « locale systématique » [Chabrieret al.1991].
Nous nous intéressons ici à la version SCORE(FD/B) [Chabrier et al.1995] spécialisée dans la résolution
deSAT. Cet algorithme comporte deux phases : une phase d’initialisation et une phase de résolution.

L’objet de la phase d’initialisation est de construire une configuration initiale. Différentes procédures
sont utilisables, l’une des plus efficaces consiste à assigner chaque variable en fonction de son déséquilibre1,
ceci afin de satisfaire le maximum de littéraux.

La phase de résolution consiste à effectuer une recherche locale systématique de solution à partir de la
configuration initiale. L’arbre de recherche exploré pendant cette phase est celui d’un algorithme de type
DP avec les spécificités suivantes :

– à chaque nœud de l’arbre de recherche est associé un ensemble de clauses de la même manière que
DP, ainsi qu’une configuration courante obtenue en assignant chaque variable de cet ensemble de
clauses avec la valeur assignée à cette variable dans la configuration initiale ;

1. Nous rappelons que le déséquilibre d’une variable est la différence entre ses occurrences positives et négatives.
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– les heuristiques de choix des littéraux prennent en comptela configuration courante, c’est-à-dire l’en-
semble de clauses associé au nœud simplifié par la configuration initiale, l’heuristique de base privi-
légie les littéraux apparaissant dans un nombre maximum de clauses contredites par la configuration
courante et les littéraux minimisant le nombre de clauses contredites ;

– la fonction de détection de solutions retourne une réponsepositive lorsque la configuration courante
est une solution.

Cette approche permet, dans certains cas, une détection de solutions plus précoce qu’avec un Davis &
Putnam « classique ».

8.1.2 Incomplet greffé sur complet

Nous rangeons dans cette catégorie les schémas de coopération dans lesquels la méthode complète est
une souche sur laquelle on greffe des mécanismes incomplets. Dans ces méthodes, la plupart du temps, la
souche complète est l’algorithme de Davis & Putnam (DP) et les mécanismes incomplets sont des algo-
rithmes de recherche locale (RL).

8.1.2.1 Complétude partielle

Une méthode duale à la résolution alternée consiste à limiter la profondeur de l’arbre de DP et de
continuer la recherche, au delà de cette profondeur, par uneméthode de recherche locale. Le niveau à
partir duquel la recherche locale est lancée peut varier selon le reliquat de temps disponible ou selon une
estimation de la qualité de la meilleure solution espérée dans le sous-espace pendant.

Cette idée de complétude partielle selon la profondeur est utilisée dans [Génisson & Rauzy 1996]. R.
Génisson et A. Rauzy montrent qu’un DP limité à une profondeur définie au départ de la procédure, reste
complet sur des instances Horn-renommables ou sur des instances de la hiérarchie de G. Gallo et M.G.
Scutellà (cf. paragraphe 3.3). Cependant, l’algorithme proposé dans [Génisson & Rauzy 1996] ne fait en
aucune façon appel à un algorithme de recherche locale.

8.1.2.2 Pré-traiter pour ordonner

J. Crawford utilise une recherche locale où des poids sont affectés aux variables présentes dans les
clauses qui semblent difficiles à satisfaire [Crawford 1993]. Ce poids permet ensuite d’ordonnancer les
variables en vue d’un parcours systématique de l’espace de recherche. Les résultats expérimentaux obte-
nus par l’approche proposée par J. Crawford étaient extrêmement décevants comparativement aux résultats
des approches plus classiques comme GSAT ou C-SAT. En effet,la validation expérimentale ayant été
réduite aux instances aléatoires3SAT au seuil, J. Crawford, sans voir l’intérêt réel d’une telle approche,
a abandonné cette piste. Indépendamment de ces travaux, nous avons développé une approche similaire
[Mazureet al.1996a, Mazureet al.1996b] et avons validé une telle approche sur un large panel d’ins-
tances deSAT issues de «benchmarks» traditionnels comme ceux proposés aux challenges de DIMACS
[DIM1993] (cf. paragraphe 8.4.2).
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8.1.3 Synthèse

La plupart des approches dites mixtes constituent une « amélioration » vis-à-vis des méthodes pré-
sentées dans les chapitres 6 et 7, dans le sens où elles tentent de faire coopérer les approches à base de
réparations locales et les approches systématiques afin de profiter des avantages de chacune. Toutefois cette
coopération reste bien souvent partielle. En effet par exemple, J. Crawford utilise la recherche locale pour
définir un ordonnancement statique, mais une fois cet ordonnancement défini, la résolution via DP s’effec-
tue classiquement sans qu’aucune autre interaction n’intervienne entre DP et la recherche locale ; ou encore
la résolution alternée utilise successivement les deux approches mais jamais conjointement. La résolution
mixte ne bénéficie donc pas réellement des qualités des deux approches en même temps mais plutôt suc-
cessivement. Il n’y a donc pas réellement communication entre les approches : la coopération se limite à
l’échange, lorsqu’il a lieu, d’au maximum une seule information durant tout le processus. Ces constats ex-
pliquent peut être pourquoi en pratique, ces méthodes n’égalent que très rarement les approches classiques.

Nous proposons de nouveaux schémas de coopération (cf. paragraphe 8.4) où l’accent est mis sur
l’interaction entre les méthodes. Nous montrons la faisabilité pratique de telles méthodes et présentons de
nombreux résultats expérimentaux où sur un large panel d’instances la coopération des méthodes complètes
et incomplètes se révèle beaucoup plus efficace que les approches dites « classiques ».

8.2 Inconsistances locales vs. globales

La détection de l’inconsistance logique est un problème fondamental et crucial pour de nombreuses
applications telles que la démonstration automatique, la révision de bases de connaissances, les problèmes
de VLSI et de diagnostic, etc. Or, il est possible de distinguer plusieurs « formes » d’inconsistances :

Définition 8.1 (Inconsistance globale)
Une base de connaissances� estglobalement inconsistante

si et seulement si� est inconsistante et8 � ( �, � est consistante.

Lorsqu’une base de connaissances n’est pas inconsistante globalement, elle est dite localement incon-
sistante.

Définition 8.2 (Inconsistance locale)
Une base de connaissances� estlocalement inconsistante

si et seulement si� est inconsistante et9 � ( �, t.q.� est inconsistante.

Par ailleurs, plusieurs degrés de localité peuvent être définis. Par exemple, il est possible de caractériser
cette localité par le rapport entre la taille de la plus petite sous-base inconsistante et la taille de la base de
connaissance initiale. Les sous-bases inconsistantes de la base sont appelées des noyaux inconsistants. Plus
formellement, les notions de noyau inconsistant, noyau globalement inconsistant et noyau minimalement
inconsistant se définissent comme suit.

Définition 8.3 (Noyau inconsistant, globalement inconsistant et minimalement inconsistant)
Soit� une base de connaissance inconsistante.� est appelénoyau inconsistantde� si et seulement si� � � et� est inconsistant.
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On dit que� estnoyau globalement inconsistantsi et seulement si� est globalement inconsistant.
Un noyau inconsistant� de� est ditminimalement inconsistantsi et seulement si� est globalement
inconsistant et pour tout noyau inconsistant
 de�, j�j 6 j
j.

Ces différentes formes d’inconsistance sont d’une importance capitale dans de nombreuses applications.
En effet, très fréquemment l’inconsistance d’une base de connaissance est due à la présence accidentelle
d’une information contradictoire sur un sujet donné. Cetteinconsistance localisée pollue globalement la
base de connaissance : toute information ainsi que son contraire peut être déduite de cette base. Malheureu-
sement, il n’existe pas de méthode universelle et efficace pour détecter et/ou localiser ce genre d’inconsis-
tance.

Par ailleurs, les problèmes inconsistants globalement sont certainement les plus difficiles à résoudre. En
effet, pour ce type d’inconsistance toutes les propositions interviennent dans la contradiction ; la preuve de
l’inconsistance est souvent difficile à obtenir en temps raisonnable. Il apparaît que la plupart des bases de
connaissance globalement inconsistantes sont générées demanière artificielle et ne se retrouvent pas dans
les applications réelles. En outre, très souvent, ce genre de problèmes possèdent de fortes régularités (e.g.
le problème des « pigeons » [Cook 1971], les formules de G.S. Tseitin [Tseitin 1968], etc.) qui permettent
leur résolution par des méthodes spécialisées.

8.3 Détection de noyaux inconsistants

Nous explicitons dans ce paragraphe comment une méthode de type recherche locale peut être utilisée
pour localiser l’inconsistance d’instances deSAT. C’est-à-dire dans quelle mesure est-il possible d’exploiter
le travail effectué par la recherche locale pour la preuve del’inconsistance?

Afin de répondre à cette question, nous commençons notre étude par une série de tests des méthodes
de recherche locale sur des problèmes inconsistants. Pour ces expérimentations nous avons utilisé TSAT
(cf. paragraphe 6.2). Les problèmes étant inconsistants, TSAT ne pouvait qu’échouer dans sa tentative de
trouver un modèle. À la fin de la recherche, nous avons totalisé pour chaque littéral le nombre d’apparitions
dans une clause falsifiée et pour chaque clause le nombre de fois où elle a été falsifiée.

Intuitivement, les clauses les plus souvent falsifiées ont une forte chance de constituer un noyau incon-
sistant ; de même, les littéraux étant apparus le plus souvent dans les clauses falsifiées ont une forte chance
d’appartenir à l’ensemble des littéraux d’un noyau inconsistant.

Cette hypothèse s’est très souvent révélée expérimentalement correcte. Plus précisément, lorsque l’on
essaie de résoudre un problème localement inconsistant au moyen d’une méthode à base de réparations
locales, la trace du nombre de fois où chaque clause a été falsifiée permet de faire émerger un noyau
inconsistant. Par ailleurs, plus faible est le rapport entre la taille du noyau et la taille de l’instance, plus fort
est l’écart entre les scores des clauses appartenant au noyau et les scores des clauses n’intervenant pas dans
l’inconsistance.

Pour illustrer notre propos, nous avons fusionné les représentations clausales d’un problème inconsistant
à savoir le problème des « 8 pigeons » (cf. exemple 5.1) (56 variables et 204 clauses), et d’un problème
consistant bien connu, le problème des « 8 reines2 » (64 variables et 736 clauses). La représentation de
chacun des problèmes contient deux types de clauses : des clauses positives (uniquement constituées de
littéraux positifs) et des clauses binaires négatives (constituées de deux littéraux négatifs).

2. Ce problème consiste à placerN reines sur un échiquierN �N , sans qu’aucune des reines ne se prenne mutuellement.
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La figure suivante (cf. FIG. 8.1) montre pour chaque clause le nombre de fois où elle a étéfalsifiée
(#falsifi�ees). Il apparaît une séparation aiguë et nette qui permet de retrouver clairement les deux pro-
blèmes (pigeons et reines) dans l’instance fusionnée.
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FIG. 8.1 –Trace de TSAT sur le problème fusionné« 8 pigeons» et« 8 reines»

Dans cet exemple, nous constatons que chaque type de clauses(e.g. les clauses positives du pro-
blème des « pigeons ») présente des scores très proches. Dansle diagramme de la présente page, nous
avons mentionné le score moyen de chaque type de clauses. Cesscores sont compris dans les intervalles[17189:::18003℄, [639:::828℄, [128:::230℄ et [1::38℄. Ils ont été obtenus en utilisant TSAT avec les valeurs
de paramètres suivants :Max_Tries= 20 et Max_Flips= V 2(V = 120 (56 + 64)). De plus, si l’on aug-
mente les ressources allouées à TSAT, on constate que non seulement l’écart entre chaque type de clauses
s’accentue mais également que les intervalles se rétrécissent.

Les résultats obtenus montrent que TSAT a permis de mettre enévidence les propriétés structurelles et
syntaxiques de chacun des problèmes « pigeons » et « reines ».Pour des problèmes issus d’applications
réelles, une séparation nette entre le score des clauses a permis également de mettre en évidence un noyau in-
consistant du problème. La trace suivante (cf. FIG. 8.2 page ci-contre) montre les scores obtenus par TSAT
sur un problème de vérification de circuit proposé au challenge DIMACS par A.V. Gelder [DIM1993]. Ce
problème (bf1355-638) est constitué de6768 clauses construites sur2177 variables propositionnelles et a
été prouvé inconsistant.

La trace de TSAT a permis sur ce problème d’obtenir un noyau minimalement inconsistant de154
clauses construites à l’aide83 variables propositionnelles ! Il est clair, au vu de ces résultats, qu’une méthode
ne tenant pas du tout compte de cette notion de localité d’inconsistance pourra être conduite à résoudre la
partie inconsistante du problème autant de fois qu’il existe de solutions pour la partie consistante. Cette trace
de TSAT nous semble donc importante et nous montrons dans le prochain paragraphe comment l’utiliser
efficacement dans le cadre d’un algorithme mixte.

8.4 De nouveaux schémas de combinaison

Des résultats précédents, nous pouvons déduire que l’utilisation de méthodes de recherche locale permet
de circonscrire l’inconsistance d’instances deSAT. Nous proposons trois nouvelles manières de combiner
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FIG. 8.2 –Trace de TSAT sur le problème de circuit« bf1355-638»

un algorithme de recherche locale (RL) avec la procédure de Davis & Putnam (DP) :

1. incrémentale (utilisation de la RL et de DP en alternance);

2. pré-traitement (utilisation de la RL à la racine de l’arbre de DP) ;

3. heuristique (utilisation de la RL comme heuristique de branchement pour DP).

Le premier schéma de combinaison proposé appartient à la catégorie des méthodes à souche incomplète
dans la classification faite précédemment. À l’opposé les approches pré-traitement et heuristique utilisent
un DP comme ossature.

8.4.1 Approche incrémentale

L’objectif de cette méthode (DPRL-INCR) est de construire incrémentalement un noyau inconsistant.
L’idée est d’utiliser la recherche locale comme un outil permettant de scinder l’instance initiale en deux
parties, dont l’une au moins est inconsistante.

DPRL-INCR commence par effectuer une recherche locale. Dans le cas où cette recherche aboutit à un
modèle, l’algorithme s’arrête en ayant prouvé la satisfaisabilité de l’instance. Dans le cas contraire, l’ins-
tance a plus de chance d’être contradictoire, nous utilisons les scores des clauses (c’est-à-dire le nombre de
fois qu’elles ont été falsifiées durant la recherche locale)pour scinder l’instance� en deux parties : une pre-
mière constituée des clauses faiblement falsifiées et une seconde constituée des clauses fortement falsifiées�fort. Ensuite la satisfaisabilité de�fort est testée par la procédure de Davis & Putnam classique. Si DP
prouve l’inconsistance de�fort, l’algorithme s’arrête possèdant ainsi la preuve que� est inconsistant. Si
DP exhibe un modèle de�fort, l’algorithme DPRL-INCR est relancé en augmentant le nombre de clauses
constituant�fort. L’algorithme 8.1 détaille précisément DPRL-INCR.

DPRL-INCR prouve l’inconsistance d’une formule en exhibant un noyau inconsistant (�fort) de la
base de connaissance. À partir de ce noyau inconsistant, il est possible d’extraire un noyau globalement
inconsistant. Cette opération coûteuse en temps est décrite dans l’algorithme 8.2. Elle consiste à supprimer
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les clauses (dans un certain ordre fixé) ne participant pas à l’inconsistance.

Algorithme 8.1 DPRL-INCR

1. Funtion DPRL-inr : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses, N le nombre de lauses de �fort ;
3. Output : true si � admet un modèle, false sinon ;
4. Begin
5. if (RL(�)) then return true ;
6. else
7. �trie=les lauses de � triées suivant leur ordre déroissant de sore ;
8. �fort=? ;
9. for i from 1 to N do
10. �fort=�fort [ (la i ème lause de �trie) ;
11. done
12. if (�fort==�) then return DP(�) ;
13. elif (DP(�fort)) then return DPRL-inr(�,N+pas) ;
14. else return false ;
15. fi
16. fi
17. End

Seuls ces multiples tests de consistance permettent de garantir l’obtention d’un noyau globalement
inconsistant. Il est clair que l’ordre de parcours des clauses est primordial pour « l’efficacité » de cet al-
gorithme. Nous pensons que l’ordre induit par les méthodes de recherche locale est le meilleur à l’heure
actuelle. En effet, c’est le seul à notre connaissance qui fait émerger des informations sémantiques permet-
tant de circonscrire les clauses critiques d’une base de connaissance.

La conjugaison de l’algorithme 8.1 qui fournit la plupart dutemps un noyau inconsistant de taille très ré-
duite par rapport à la taille de l’instance initiale, et de l’algorithme 8.2 qui grâce aux méthodes de recherche
locale, fournit un ordre judicieux de parcours des clauses,a permis d’obtenir de manière relativement ef-
ficace des noyaux globalement inconsistants pour la majorité des instances inconsistantes de DIMACS
(cf. paragraphe 8.5).

Algorithme 8.2 RENDRE GLOBALEMENT INCONSISTANT

1. Funtion Rendre_Globalement_Inonsistant : un ensemble de lauses
2. Input : � un noyau inonsistant ;
3. Output : un noyau globalement inonsistant ;
4. Begin
5. RL(�) ; %% Lors de RL, les sores des lauses sont totalisées
6. 
=� ;
7. foreah lause  de � par ordre roissant des sores do
8. 
=(
 / {}) ; %% Supprimez la lause  de 

9. if (DP(
)) then 
=(
 [ {}) ; %%  partiipe à la ontradition
10. done
11. return 
 ;
12. End
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8.4.2 Approche pré-traitement

L’exploitation que nous faisions jusqu’à maintenant de la trace des algorithmes de recherche locale est
basée sur le score des clauses. Nous discutons dans ce paragraphe d’un schéma de combinaison exploitant
les scores obtenus par les littéraux. Par ailleurs, contrairement à l’algorithme DPRL-INCR, la combinaison
détaillée dans cette section repose sur DP.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que l’efficacité de DP repose sur un choix judicieux des
littéraux à affecter à chaque nœud de l’arbre de recherche. Par ailleurs lors d’un échec de la RL, nous
pensons que les littéraux étant apparus le plus souvent dansles clauses falsifiées ont une forte chance
d’appartenir à un noyau inconsistant (cf. paragraphe 8.3).Un schéma de combinaison naturelle consiste
à ce que l’heuristique de branchement de DP choisisse prioritairement les littéraux apparaissant le plus
fréquemment dans des clauses falsifiées lors de la RL. Un tel schéma devrait permettre à DP de prouver très
rapidement qu’un sous-ensemble des clauses est contradictoire.

La recherche locale est utilisée dans ce schéma comme un pré-traitement à la procédure de Davis &
Putnam. Ce pré-traitement permet d’obtenir un ordre total sur les variables, cet ordre étant induit par leur
nombre d’apparitions dans les clauses falsifiées. L’ordre est ensuite exploité au sein de DP : lors d’un point
de choix, c’est la variable (non encore affectée) possédantle meilleur score suivant l’ordre qui est choisie.
Cette méthode que nous avons baptisée DPRL-PRÉ a été proposée indépendamment par J. Crawford dans
une version très similaire au second challenge DIMACS [Crawford 1993]. J. Crawford a dédié son algo-
rithme à la résolution d’instances3SAT au seuil. Cependant les instances aléatoires au seuil n’étant que très
peu localement inconsistantes, voire même globalement inconsistantes pour un nombre de variables très
grand (loi0�1), aucun résultat probant n’a pu être obtenu. De ce constat d’échec, J. Crawford a abandonné
cette piste, sans avoir constaté qu’une telle méthode pouvait permettre de localiser des noyaux inconsistants
d’instances deSAT autres qu’aléatoires. L’algorithme 8.3 décrit la procédure DPRL-PRÉ.

Algorithme 8.3 DPRL-PRÉ

1. Funtion DP-ordre : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses, Ordre la liste triée des variables � ;
3. Output : true si � admet un modèle, false sinon ;
4. Begin
5. �=Propagation_Unitaire(�) ; %% f. algorithme 7.2
6. �=Simplifiation_Littéraux_Purs(�) ; %% f. algorithme 7.3
7. if (� ontient la lause vide) then return false ;
8. elif (�==?) then return true ;
9. else v=la première variable de Ordre apparaissant dans � ;
10. return ((DP-ordre(�^ fvg,Ordre)) _ (DP-ordre(�^ f:vg,Ordre))) ;
11. fi
12. End
13. Funtion DPRL-pré : boolean
14. Input : � un ensemble de lauses ;
15. Output : true si � admet un modèle, false sinon ;
16. Begin
17. if (RL(�) then return true ;
18. else foreah variable v do Caluler sore[v℄ ; done%% sore[v℄ orrespond au nombre d'apparitions de v dans des lauses falsifiées durant RL
19. Ordre=liste des var. de � triées par ordre déroissant de leur sore ;
20. return DP-ordre(�,Ordre) ;
21. fi
22. End
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Sur des instancesSAT où l’inconsistance est extrêmement localisée (c’est-à-dire où le noyau inconsis-
tant est de très petite taille ) comme par exemple les instances AIM (voir l’annexe 13 pour une description de
ces instances), cette approche est d’une efficacité incontestablement supérieure à un DP classique. Cepen-
dant, ce schéma de combinaison ne tient en aucune façon compte de l’évolution de la base de connaissance
au cours de la recherche de DP. En effet, les informations obtenues par la recherche locale sur l’éventuel
noyau inconsistant sont obtenues à la racine de l’arbre de DP, c’est-à-dire sur la base� et non pas sur�fl1;:::;lng. Il est donc légitime de s’interroger sur la pertinence de l’ordre obtenu à la racine de l’arbre,
tout au long de DP. Il nous semble que les « contre-performances » obtenues par cette méthode mixte sur
certaines instances inconsistantes sont dues précisémentà cette rigidité de l’ordre.

8.4.3 Approche heuristique

L’algorithme DPRL [Mazureet al.1998a] est un algorithme complet se basant sur la procédure DP et
utilisant la RL à la fois comme heuristique (choix de la prochaine variable à affecter) et comme un moyen
de prolonger l’interprétation partielle effectuée par DP vers un modèle. L’idée de DPRL est proche de celle
DPRL-PRÉ: les scores des variables sont toujours utilisés pour déterminer la prochaine variable à propager
dans DP, mais ces scores sont renouvelés à chaque point de choix. Plus précisément, à chaque nœud de
l’arbre de recherche construit par DP, si l’ensemble de clauses associé à ce nœud ne possède ni littéraux
unitaires ni littéraux purs, nous appliquons une RL sur le problème simplifié par la branche courante de DP.
Au retour de l’appel à la RL, deux cas se présentent :

1. la RL a exhibé un modèle du sous-problème induit par DP, dans ce cas l’algorithme DPRL s’arrête,
la formule est alors satisfaisable (l’interprétation partielle décrite par la branche de DP est prolongée
par le modèle exhibé par RL, pour obtenir un modèle de la base de connaissance initiale) ;

2. la RL a échoué dans la résolution du problème simplifié, dans ce cas le littéral étant apparu le plus
souvent dans les clauses falsifiées lors de la RL est élu par DPcomme prochaine variable à assigner.

L’algorithme DPRL est détaillé ci-dessous.

Algorithme 8.4 DPRL

1. Funtion DPRL : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses ;
3. Output : true si � admet un modèle, false sinon ;
4. Begin
5. �=Propagation_Unitaire(�) ; %% f. algorithme 7.2
6. �=Simplifiation_Littéraux_Purs(�) ; %% f. algorithme 7.3
7. if (� ontient la lause vide) then return false ;
8. elif (�==?) then return true ;
9. elif (RL(�)) then return true ;
10. else
11. l = le littéral apparaissant le plus souvent dans des lauses falsifiéeslors de la reherhe d'un modèle par RL ;
12. return ((DPRL(�^ flg)) _ (DPRL(�^ f:lg))) ;
13. fi
14. End
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Les nombreux appels à RL entrainent un surcoût non négligeable de temps par rapport à DP-ordre (cf
l’algorithme 8.3 concernant DPRL-PRÉ), cependant c’est le prix à payer pour maintenir dynamiquement les
scores des littéraux. Par ailleurs, dans DPRL-PRÉafin d’obtenir le « meilleur » ordre il est nécessaire d’al-
louer un maximum de ressources à la procédure de RL, autrement dit la justesse de l’ordre dépend fortement
du temps passé dans la recherche locale. Dans DPRL, seule la variable ayant obtenu le score le plus élevé
lors de l’appel à RL est retenue. Une information correcte dece type peut être obtenue lors d’un appel peu
coûteux à RL. Cependant, il reste que par rapport à une heuristique classique, de type purement syntaxique
(e.g.Jeroslow-Wang), l’heuristique RL pour DP est plus consommatrice en temps. Pour que l’algorithme
soit en pratique exploitable, il faut que DPRL compense le « temps perdu » dans la recherche locale, par
un arbre sensiblement plus petit que celui d’un DP classique. Cependant, la RL n’est pas utilisée comme
une simple heuristique pour DP, elle conserve sa fonction première qui est d’exhiber un modèle. Ainsi sur
certaines instances satisfaisables, DPRL peut être au moins aussi efficace qu’un algorithme classique de
recherche locale et a fortiori plus efficace qu’un DP classique.

À notre connaissance, DPRL est le premier schéma de coopération permettant d’exploiter conjointement
les qualités des approches complètes et incomplètes. Nous montrons dans le paragraphe suivant qu’un tel
algorithme est tout à fait réalisable en pratique et que de plus, il est étonnamment efficace.

8.5 DPRL : résultats expérimentaux

Notre objectif principal au travers de ces expérimentations est de tester la faisabilité d’une méthode
mixte telle que DPRL, c’est-à-dire de vérifier l’effet des variables fournies par la recherche locale sur la
taille de l’arbre de recherche de DP.

Afin de ne pas biaiser les résultats, nous avons comparé notreapproche avec un DP « classique », ne
mettant pas en œuvre diverses stratégies de simplification implantées dans les meilleurs DP actuels (e.g.
la résolution bornée mise en place dans C-SAT). En effet ces diverses stratégies que l’on rencontre dans
toutes les meilleures versions de DP (C-SAT, POSIT, Tableau, Satz, ...) peuvent aisément être greffées à la
procédure DPRL.

Pour notre comparaison, nous avons utilisé un Davis & Putnamemployant l’heuristique «First Fail In
Shortened (ffis)» proposée dans [Rauzy 1994]. Cette heuristique est une amélioration de l’heuristique tradi-
tionnelle Jeroslow-Wang (cf. paragraphe 7.1.3.2). Elle consiste à choisir prioritairement les variables ayant
le maximum d’occurrences dans les clauses raccourcies et les plus courtes. En ce qui concerne DPRL, l’al-
gorithme de recherche locale utilisé est TSAT (cf. paragraphe 6.2). DP+ffis et DP+TSAT ont été implantées
sur une plate-forme commune [Mazureet al.1996d, Mazureet al.1998b].

Nos tests ont porté sur la quasi totalité des instances proposées au challenge DIMACS [DIM1993]
(cf. annexe 13). Volontairement, les instances aléatoireskSAT au seuil ont été exclues de nos expérimen-
tations. En effet, le phénomène de seuil constaté sur ces instances tend à faire penser que les instances
insatisfaisables générées au pic de difficulté sont globalement inconsistantes : il suffit de supprimer une
clause au hasard pour que cette instance devienne satisfaisable. Or comme nous l’avons détaillé dans les
sections précédentes, la cible privilégiée de nos approches est pour l’instant restreinte aux instances locale-
ment inconsistantes, du fait que la recherche locale permetde manière naturelle de faire ressortir ce noyau
inconsistant. Nous avons montré expérimentalement que la plupart des instances inconsistantes de DIMACS
satisfont ce critère de localité. Nous pensons que, dans lesproblèmes réels lorsqu’une inconsistance est pré-
sente dans la base de connaissances, cette inconsistance est souvent due à un petit sous-ensemble de faits
en conflit polluant ainsi toute la base de connaissances. Cette hypothèse est avérée sur la quasi totalité
des instances de DIMACS issues de problèmes réels (comme parexemple la vérification de circuits) ; ces
instances comportent toutes un noyau inconsistant de taille relativement petite par rapport à la taille de



146 Chapitre 8. DP et Recherche Locale : Combinaisons

l’instance initiale.

La table 8.1 détaille pour chacune des instances testées, sasatisfaisabilité, son nombre de variables, son
nombre de clauses et le nombre de nœuds nécessaires à DP+ffis et à DP+TSAT pour résoudre cette instance.
Les temps de calculs ont également été précisés ; ces temps correspondent à une exécution sur un PC équipé
d’un processeur Pentium 133 Mhz fonctionnant sous Linux. D’autre part, pour chacune des instances incon-
sistantes testées, nous avons calculé par l’intermédiairede la procédureRendre_Globalement_Inonsistant
(cf. algorithme 8.2) la taille (le nombre de variables et le nombre de clauses) d’un des noyaux globalement
inconsistants de l’instance. Cette taille figure égalementdans la table 8.1.

Dans la table suivante :
– « Noy. Inc. » signifie noyau inconsistant, cette colonne contient la taille d’un noyau globalement

inconsistant ;
– «> nh » siginifie que l’algorithme n’a pu résoudre l’instance en moins den heures de temps CPU ;
– « *** » dans :

– la colonne « Noy. Inc. » siginifie que l’instance est satisfaisable, si l’instance est insatisfaisable
cette colonne contient la taille d’un noyau globalement inconsistant ;

– dans les autres colonnes signifie que l’algorithme a échouédans sa tentative de résolution ;

– «??? » signifie que la procédureRendre_Globalement_Inonsistant n’a pas réussi au bout du
temps imparti (1 semaine) à isoler un noyau globalement inconsistant.

Instances de Taille Noy. Inc. DP+ffis DP+TSAT
DIMACS V C V C #Nœuds temps #Nœuds temps
aim-100-1_6-no-1 100 160 43 47 323296 50s30 13 0s22
aim-100-1_6-no-2 100 160 46 52 167445 23s38 19 0s34
aim-100-1_6-no-3 100 160 51 57 2E+06 214s71 16 0s26
aim-100-1_6-no-4 100 160 43 48 728908 97s59 14 0s25
aim-100-1_6-yes1-1 100 160 *** *** 6663 1s09 8 0s12
aim-100-1_6-yes1-2 100 160 *** *** 30052 4s39 6 0s08
aim-100-1_6-yes1-3 100 160 *** *** 34 0s01 12 0s18
aim-100-1_6-yes1-4 100 160 *** *** 7707 1s46 6 0s08
aim-100-2_0-no-1 100 200 18 19 2E+06 349s52 5 0s10
aim-100-2_0-no-2 100 200 35 39 1E+06 294s09 9 0s20
aim-100-2_0-no-3 100 200 25 27 394649 80s77 6 0s12
aim-100-2_0-no-4 100 200 26 31 1E+06 233s29 9 0s19
aim-100-2_0-yes1-1 100 200 *** *** 31274 7s41 8 0s15
aim-100-2_0-yes1-2 100 200 *** *** 10305 2s79 10 0s20
aim-100-2_0-yes1-3 100 200 *** *** 10 0s00 6 0s12
aim-100-2_0-yes1-4 100 200 *** *** 18 0s00 9 0s13
aim-100-3_4-yes1-1 100 340 *** *** 30 0s02 2 0s08
aim-100-3_4-yes1-2 100 340 *** *** 74 0s06 1 0s00
aim-100-3_4-yes1-3 100 340 *** *** 193 0s14 1 0s01
aim-100-3_4-yes1-4 100 340 *** *** 17 0s01 1 0s02
aim-100-6_0-yes1-1 100 600 *** *** 4 0s01 1 0s01
aim-100-6_0-yes1-2 100 600 *** *** 7 0s01 1 0s00
aim-100-6_0-yes1-3 100 600 *** *** 11 0s01 1 0s01
aim-100-6_0-yes1-4 100 600 *** *** 11 0s01 1 0s00
aim-200-1_6-no-1 200 320 52 55 *** >8h 16 0s58
aim-200-1_6-no-2 200 320 77 80 *** >15h 24 0s88
aim-200-1_6-no-3 200 320 77 83 *** >8h 33 1s15
aim-200-1_6-no-4 200 320 44 46 *** >17h 16 0s61
aim-200-1_6-yes1-1 200 320 *** *** 10 0s01 10 0s25
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Instances de Taille Noy. Inc. DP+ffis DP+TSAT
DIMACS V C V C #Nœuds temps #Nœuds temps
aim-200-1_6-yes1-2 200 320 *** *** 34 0s02 14 0s44
aim-200-1_6-yes1-3 200 320 *** *** *** >9h 11 0s32
aim-200-1_6-yes1-4 200 320 *** *** 3E+07 5567s85 13 0s42
aim-200-2_0-no-1 200 400 49 53 *** >15h 11 0s47
aim-200-2_0-no-2 200 400 46 50 *** >8h 15 0s67
aim-200-2_0-no-3 200 400 35 37 *** >15h 10 0s42
aim-200-2_0-no-4 200 400 36 42 *** >8h 13 0s55
aim-200-2_0-yes1-1 200 400 *** *** 7E+07 21859s45 27 1s21
aim-200-2_0-yes1-2 200 400 *** *** 7E+06 2809s87 29 1s18
aim-200-2_0-yes1-3 200 400 *** *** 217 0s09 20 0s98
aim-200-2_0-yes1-4 200 400 *** *** 11783 4s79 27 1s07
aim-200-3_4-yes1-1 200 680 *** *** 5409 6s88 1 0s06
aim-200-3_4-yes1-2 200 680 *** *** 272 0s37 1 0s07
aim-200-3_4-yes1-3 200 680 *** *** 36 0s05 3 0s22
aim-200-3_4-yes1-4 200 680 *** *** 6270 8s44 1 0s05
aim-200-6_0-yes1-1 200 1200 *** *** 75 0s25 1 0s01
aim-200-6_0-yes1-2 200 1200 *** *** 134 0s47 1 0s01
aim-200-6_0-yes1-3 200 1200 *** *** 214 0s72 1 0s01
aim-200-6_0-yes1-4 200 1200 *** *** 232 0s72 1 0s04
aim-50-1_6-no-1 50 80 20 22 895 0s09 8 0s06
aim-50-1_6-no-2 50 80 28 32 782 0s10 9 0s07
aim-50-1_6-no-3 50 80 28 31 4525 0s41 12 0s09
aim-50-1_6-no-4 50 80 18 20 447 0s05 7 0s06
aim-50-1_6-yes1-1 50 80 *** *** 84 0s01 6 0s05
aim-50-1_6-yes1-2 50 80 *** *** 384 0s05 3 0s02
aim-50-1_6-yes1-3 50 80 *** *** 5 0s01 4 0s04
aim-50-1_6-yes1-4 50 80 *** *** 5 0s01 2 0s01
aim-50-2_0-no-1 50 100 21 22 2759 0s43 5 0s05
aim-50-2_0-no-2 50 100 28 30 974 0s17 7 0s07
aim-50-2_0-no-3 50 100 22 28 814 0s13 6 0s06
aim-50-2_0-no-4 50 100 18 21 1645 0s24 6 0s06
aim-50-2_0-yes1-1 50 100 *** *** 176 0s03 3 0s03
aim-50-2_0-yes1-2 50 100 *** *** 29 0s01 1 0s00
aim-50-2_0-yes1-3 50 100 *** *** 446 0s07 3 0s02
aim-50-2_0-yes1-4 50 100 *** *** 8 0s00 1 0s00
aim-50-3_4-yes1-1 50 170 *** *** 20 0s01 1 0s00
aim-50-3_4-yes1-2 50 170 *** *** 13 0s01 1 0s00
aim-50-3_4-yes1-3 50 170 *** *** 16 0s01 1 0s01
aim-50-3_4-yes1-4 50 170 *** *** 13 0s00 1 0s00
aim-50-6_0-yes1-1 50 300 *** *** 4 0s01 1 0s00
aim-50-6_0-yes1-2 50 300 *** *** 8 0s01 1 0s01
aim-50-6_0-yes1-3 50 300 *** *** 4 0s01 1 0s00
aim-50-6_0-yes1-4 50 300 *** *** 4 0s01 1 0s00
bf0432-007 1040 3668 674 1252 6E+06 19553s44 870 85s25
bf1355-075 2180 6778 82 185 2047 18s88 28 26s23
bf1355-638 2177 4768 83 154 *** >17h 32 32s57
bf2670-001 1393 3434 79 139 *** >25h 4822 519s40
ssa0432-003 435 1027 306 320 1570 1s79 16 0s80
ssa2670-130 1359 3321 552 669 *** >33h 79426 8040s64
ssa2670-141 986 2315 579 1247 2E+06 6350s77 92421 6639s44
ssa6288-047 10410 34238 ??? ??? *** >24h *** >24h
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Instances de Taille Noy. Inc. DP+ffis DP+TSAT
DIMACS V C V C #Nœuds temps #Nœuds temps
ssa7552-038 1501 3575 *** *** *** >13h 1 0s34
ssa7552-158 1363 3034 *** *** 78 0s19 1 0s29
ssa7552-159 1363 3032 *** *** 84 0s21 1 0s25
ssa7552-160 1391 3126 *** *** 76 0s18 1 0s30
jnh1 100 850 *** *** 53 0s16 1 0s01
jnh10 100 850 67 85 44 0s19 9 0s85
jnh11 100 850 87 137 314 1s26 16 1s22
jnh12 100 850 *** *** 49 0s23 1 0s02
jnh13 100 850 96 168 72 0s33 13 1s33
jnh14 100 850 90 148 26 0s12 10 0s85
jnh15 100 850 94 156 40 0s19 30 2s58
jnh16 100 850 99 282 599 2s36 330 25s90
jnh17 100 850 *** *** 17 0s04 1 0s01
jnh18 100 850 95 200 137 0s59 64 5s36
jnh19 100 850 86 125 52 0s27 30 2s50
jnh2 100 850 74 86 35 0s17 2 0s20
jnh20 100 850 81 105 56 0s24 9 0s88
jnh201 100 800 *** *** 27 0s05 1 0s01
jnh202 100 800 68 79 62 0s28 3 0s26
jnh203 100 800 92 155 70 0s32 33 2s97
jnh204 100 800 *** *** 370 1s27 1 0s04
jnh205 100 800 *** *** 84 0s27 1 0s01
jnh206 100 800 98 194 249 0s88 32 2s21
jnh207 100 800 *** *** 25 0s08 1 0s04
jnh208 100 800 90 156 59 0s26 28 2s17
jnh209 100 800 *** *** 64 0s22 1 0s02
jnh210 100 800 *** *** 25 0s09 1 0s01
jnh211 100 800 64 84 37 0s16 10 0s85
jnh212 100 800 *** *** 278 0s99 1 0s05
jnh213 100 800 *** *** 41 0s11 1 0s02
jnh214 100 800 87 140 87 0s32 26 1s80
jnh215 100 800 95 154 247 1s03 11 0s79
jnh216 100 800 95 156 74 0s32 34 2s95
jnh217 100 800 *** *** 24 0s06 1 0s01
jnh218 100 800 *** *** 13 0s04 1 0s01
jnh219 100 800 94 177 145 0s75 52 3s91
jnh220 100 800 *** *** 36 0s10 1 0s03
jnh3 100 850 96 189 107 0s44 81 5s20
jnh301 100 900 *** *** 73 0s31 1 0s07
jnh302 100 900 21 22 22 0s13 1 0s11
jnh303 100 900 90 145 39 0s25 27 2s74
jnh304 100 900 79 106 42 0s21 4 0s41
jnh305 100 900 85 137 28 0s15 14 1s54
jnh306 100 900 99 202 384 1s67 72 6s28
jnh307 100 900 38 40 26 0s13 2 0s21
jnh308 100 900 94 169 78 0s37 16 1s68
jnh309 100 900 85 125 8 0s05 5 0s50
jnh310 100 900 12 13 32 0s17 2 0s23
jnh4 100 850 79 117 21 0s10 15 1s32
jnh5 100 850 67 83 36 0s15 7 0s76
jnh6 100 850 92 155 52 0s25 17 1s57
jnh7 100 850 *** *** 15 0s04 1 0s02
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Instances de Taille Noy. Inc. DP+ffis DP+TSAT
DIMACS V C V C #Nœuds temps #Nœuds temps
jnh8 100 850 68 89 34 0s16 9 0s86
jnh9 100 850 95 173 179 0s75 8 0s71
dubois10 30 80 30 80 2063 0s15 641 1s30
dubois11 33 88 33 88 4111 0s31 1691 3s34
dubois12 36 96 36 96 8207 0s59 1835 4s48
dubois13 39 104 39 104 16399 1s18 3091 8s69
dubois14 42 112 42 112 32783 2s49 7693 14s39
dubois15 45 120 45 120 65551 5s15 9507 26s45
dubois16 48 128 48 128 131087 10s09 20733 65s97
dubois17 51 136 51 136 262159 19s69 23167 76s86

TAB . 8.1 – DP+ffis vs DP+TSAT : pour les instances de DIMACS

L’étendue de ces résultats montre très clairement que non seulement une méthode mixte de type DP+TSAT
est tout à fait réalisable en pratique et que, par ailleurs, ce type d’approche est extrêmement efficace et dé-
passe de très loin en performance la procédure de Davis & Putnam classique.

8.6 Optimisations naturelles

Bien que les résultats précédents soient extrêmement positifs, il faut préciser que les expérimentations
n’ont été conduites que dans l’objectif de vérifier la faisabilité d’une technique de recherche mixte. Du fait,
aucune optimisation quant à l’implantation de DP+RL n’a étéréalisée et de nombreuses pistes d’améliora-
tion sont envisageables.

La première voie réside dans un bon paramétrage de la méthode. En effet, toute technique de recherche
locale nécessite un réglage pointu de ses paramètres. Or, notre méthode repose sur une utilisation double
de la recherche locale : dans le but de trouver un modèle et comme heuristique de branchement. Les pa-
ramètres spécifiques à chaque méthode de recherche locale, comme la probabilité de flipper une variable
aléatoirement pour GSAT+RWS et pour WSAT+Noise ou la longueur de la liste tabou pour TSAT sont à
notre avis importants mais non vitaux pour ce type de méthode. En effet, en choisissant une méthode de
recherche locale pour laquelle on connait un réglage précisde ce paramètre, il est très simple de contourner
ce problème. Par exemple, nous savons que la probabilité de0:5 pour WSAT+Noise et pour GSAT+RWS
est celle qui fournit les meilleures performances en moyenne pour ces méthodes de recherche locale et c’est
donc cette valeur qui sera choisie lors de l’appel à une de cesprocédures de recherche locale dans notre
méthode mixte. Il nous semble qu’un paramètre plus crucial quant aux performances de notre algorithme
réside dans les ressources (le nombre de flips et le nombre de tries) attribuées à la recherche locale. Plus
précisément, si ces ressources sont insuffisantes, la méthode de recherche locale n’aura pas suffisamment
de temps pour détecter d’éventuels noyaux inconsistants etpour se focaliser sur l’un d’entre eux. D’autre
part si ces ressources sont trop abondantes, alors la méthode perd du temps dans la recherche locale qui,
certes retournera certainement le « meilleur » littéral à affecter, mais ne pourra en aucun cas prouver seule
l’inconsistance. Par conséquent, il nous semble crucial dedéterminer le meilleur compromis entre le temps
passé par DP et le temps passé par la RL. Plusieurs idées ont déjà été mises en pratique. Par exemple, les



150 Chapitre 8. DP et Recherche Locale : Combinaisons

ressources attribuées en termes de flips dépendent du nombrede variables dans le problème restant à traiter.
Pour nos expérimentations ce nombre a été fixé à20�V oùV est le nombre de variables restant à affecter ;
le nombre de tries étant pour sa part fixé à un. Cette manière deprocéder nous semble un premier pas vers
la mise au point du meilleur compromis puisque les ressources attribuées à la recherche locale dépendent
ainsi clairement du nombre de variables non fixées par DP.

Une autre voie d’optimisation, est de limiter le nombre d’appels à la recherche locale. À chaque nœud
(point de choix) de DP, un appel à la RL est effectué. À l’inverse dans l’algorithmeDPRL-pré (cf. algorithme
8.3), un seul appel à la RL est effectué et le résultat de cet appel est exploité durant toute la recherche de
DP. Entre ces deux points de vues extrêmes, nous pensons qu’une attitude optimale peut être trouvée en
limitant le nombre d’appels aux méthodes de RL. Par exemple,pourquoi ne pas exploiter durant plusieurs
nœuds successifs de l’arbre de DP les informations obtenuespar un même appel à la recherche locale? Ce
compromis dépend, à notre avis, de la forme de la trace donnéepar la recherche locale et de la profondeur
de l’arbre de DP lors de l’appel à la RL.

Enfin, une dernière optimisation repose sur le constat que les meilleures heuristiques de branchement
pour DP tentent d’équilibrer au maximum l’arbre de recherche. Or, dans l’exploitation que nous faisons des
scores des littéraux, en aucune façon nous ne cherchons à équilibrer l’arbre. En effet, la méthode se contente
de satisfaire le littéral étant apparu le plus souvent dans des clauses falsifiées lors de la RL. Nous pensons
qu’une voie très prometteuse est d’utiliser ce score comme un facteur pondérant le poids des littéraux calculé
de manière plus traditionnelle, c’est-à-dire en utilisantdes critères syntaxiques (cf. paragraphe 7.1.3.2).
En effet, une telle stratégie de branchement permettrait d’exploiter à la fois les informations sémantiques
fournies par la RL et les informations syntaxiques du problème. Cette nouvelle heuristique de branchement
devrait permettre d’étendre la portée de notre algorithme àun plus grand nombre d’instances deSAT , nous
pensons particulièrement aux instanceskSAT aléatoires.

8.7 Conclusions

Les méthodes mixtes restent encore peu connues et peu utilisées. Cependant il nous semble, à la vue des
résultats obtenus dans ce chapitre, que ces méthodes constituent une voie extrêmement prometteuse quant
au traitement pratique d’instances de grande taille.

Notre contribution aux méthodes mixtes est multiple :

– Nous avons montré expérimentalement que les approches de RL jusqu’alors dédiées à la recherche
de solutions, permettent de détecter et de localiser des noyaux inconsistants dans de larges bases de
connaissances.

– Nous avons proposé de nouvelles approches complètes utilisant cette propriété pratique de localisa-
tion. Ces méthodes reposent toutes sur différents schémas de combinaisons entre DP et une méthode
de recherche locale. Parmi elles, citons DPRL qui utilise larecherche locale à la fois comme un
moyen de prolonger vers un modèle l’interprétation partielle construite par DP et comme heuristique
de branchement pour DP.

– Les nombreuses expériences réalisées pour valider DPRL ont montré que non seulement cette ap-
proche était viable en pratique mais en outre qu’elle surpassait en performances (nombre de pro-
blèmes résolus et temps de calcul) les procédures de DP utilisant une heuristique syntaxique standard
de branchement.

– Enfin, nous avons proposé nombre d’optimisations dans le but d’améliorer l’efficacité de DPRL.

Nous pensons, comme d’autres chercheurs [Selmanet al.1997], que les approches mixtes constituent
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un véritable challenge pour l’avenir et devraient permettre la résolution d’instances intraitables actuelle-
ment.
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Chapitre 9

Instances aléatoires3SAT
« déséquilibrées»

Nous présentons dans ce chapitre une série d’études que nousavons réalisées sur la génération d’ins-
tances aléatoires « déséquilibrées ». Dans le modèle standard (cf. paragraphe 5.2.1 page 46), la probabilité
de tirer un littéral positif est de12 . Nous avons étudié le comportement de ces instances en fonction de
la probabilité de positiver un littéral. Ceci permet de faire varier la « proportion traitable » des instances
générées et ainsi de couvrir un espace plus large de problèmes aléatoires.

Il est évident que déséquilibrer le nombre de littéraux positifs par rapport aux négatifs doit rendre les
instances générées « plus faciles » à résoudre. C’est donc unpeu à l’opposé des travaux de R. Génisson et
de L. Saïs [Génisson & Saïs 1994] qui cherchent à rendre plus difficile le modèle standard en équilibrant les
occurrences des littéraux dans les instances (cf. paragraphe intituléGénération d’instances« régulières»
page 50) que ces travaux s’inscrivent.

La première constatation réalisée est que la « complexité » des instances diminue inversement avec la
probabilité de tirer un littéral positif. La courbe (cf. FIG. 9.1 page suivante) représente la complexité des
instances lorsque l’on fait varier la probabilité (p) de0:5 1 à0:9 toujours en fonction du rapport clauses / va-
riables.

La complexité des instances est estimée en termes du nombre d’affectations de la procédure de Davis
& Putnam associée à l’heuristique de Jeroslow & Wang [Daviset al.1962, Jeroslow & Wang 1990] néces-
saires à la résolution des instances. Pour chaque rapportC=V variant de1 à110 par pas successifs de0:05
(V étant fixé à100) et pour chaque probabilitép, 500 instances ont été testées.

Les pics de difficulté exhibés par ces courbes suggèrent la présence de seuils. La difficulté décroît
inversement àp. En effet, l’augmentation de la probabilité permet de tendre vers la génération d’instances
traitables (la probabilité de générer une clause de Horn estplus importante). Les courbes (cf. FIG. 9.2 page
suivante) nous montrent les différents seuils observés.

Il faut également constater que plus la probabilité de générer des littéraux positifs augmente, plus les
seuils se décalent vers la droite, c’est-à-dire plus il fautun nombre de clauses important pour obtenir des
instances inconsistantes : pour100 variables avec une probabilité de littéraux positifs de0:9 il faut plus de

1. La courbe pour la valeur0:5 correspond au modèle standard, elle est donnée a titre de référence.
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FIG. 9.1 –Pic de difficulté pour des instancesSAT aléatoires« déséquilibrées»
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FIG. 9.2 –Phénomènes de seuil pour les instancesSAT aléatoires« déséquilibrées»10000 clauses pour commencer à obtenir une majorité d’instances non satisfaisables. A titre indicatif, les
seuils observés sont donnés dans la table suivante (cf. TAB . 9.1). Cependant, afin d’obtenir des « valeurs de
référence », il faudrait réitérer les expériences de nombreuses fois avec plus d’instances et en ajoutant une
seule clause à chaque pas, au lieu de cinq ici. Malgré cela lesvariations par rapport aux nombres avancés
dans cette table devraient être faibles.p 0:5 0:6 0:7 0:8 0:9C=V 4:25 4:80 6:75 12:95 52:10

TAB . 9.1 –Valeurs expérimentales des seuils en fonction dep
Par ailleurs, si l’on superpose les courbes des figures 9.1 et9.2, nous constatons un phénomène surpre-

nant : le pic de difficulté semble fonction de la proportion delittéraux positifs (cf. FIG. 9.3 page ci-contre) !
Pour le générateur d’instances aléatoires standard, il estconnu que le pic de difficulté est atteint à50%
d’instances satsifaisables. Or, pour les instances aléatoires déséquilibrées ce pic n’est plus atteint à50%
d’instances satisfaisables mais respecte la proportion delittéraux négatifs. En effet, pourp = 0:6 cor-
respondant à60% de littéraux positifs, donc40% de littéraux négatifs, le pic de difficulté est atteint aux
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FIG. 9.3 –Seuils et pics de difficultés pour les instancesSAT aléatoires« déséquilibrées»

alentours de40% d’instances satisfaisables ! Ce phénomène se répète pour toutes les autres valeurs de p :

– p = 0:7 : pic de difficulté localisé à environ30% d’instances satisfaisables ;

– p = 0:8 : pic de difficulté localisé à environ20% d’instances satisfaisables ;

– p = 0:9 : pic de difficulté localisé à environ10% d’instances satisfaisables.

À notre connaissance, c’est la première fois qu’un tel phénomène est exhibé. Il reste à déterminer dans
quelle mesure ce résultat peut être exploité pour l’amélioration des bornes théoriques du seuil et/ou pour
l’élaboration de nouvelles stratégies ou heuristiques permettant une résolution plus efficace des instances
aléatoires.

Par ailleurs, nous nous sommes intéressés aux littéraux unitaires et purs rencontrés lors de l’exécution de
DP. Nous connaissons l’importance de ces littéraux pour cette méthode de résolution, puisqu’ils permettent
de couper des branches de l’arbre de recherche de DP. Cependant, il nous semble qu’aucune étude sur le
nombre d’apparitions de ces littéraux en fonction du rapport clauses sur variables n’a été réalisée. Cette
étude, bien qu’empirique, pourrait aider à la compréhension de ces problèmes aléatoires. Parallèlement aux
expériences précédentes, nous avons comptabilisé le nombre d’apparitions de littéraux unitaires (respec-
tivement purs) au cours de la recherche de DP. Il faut noter que la version de Davis & Putnam que nous
avons utilisée pour ces expériences affecte en priorité leslittéraux unitaires, puis les littéraux purs et enfin
les littéraux élus par l’heuristique de branchement2, ceci afin d’élaguer au maximum l’arbre de recherche.

Les courbes (cf. FIG. 9.4 page suivante) présentent les résultats obtenus pour les littéraux unitaires en
fonction deC=V et de la probabilitép de positiver une variable lors de la génération. Ces courbessont très
similaires à celles des pics de difficulté (cf. FIG. 9.1 page ci-contre), les extremums pour l’ensemble de ces

2. L’heuristique de branchement utilisée est celle proposée par Jeroslow & Wang [Jeroslow & Wang 1990]
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FIG. 9.4 –Nombre de mono-littéraux lors de DP en fonction deC=V et dep
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FIG. 9.5 –Proportion de mono-littéraux par rapport au nombre d’affectations

courbes au niveau du seuil. Cette constance s’explique aisément : plus la recherche est longue (ce qui est
le cas au seuil) c’est-à-dire plus il y a d’affectations, plus la probabilité de produire des mono-littéraux en
grand nombre est forte. Cette « propriété » peut se vérifier sur la courbe exprimant la proportion de mono-
littéraux par rapport au nombre de littéraux affectés (cf. FIG. 9.5). À droite des différents seuils, c’est-
à-dire là où la proportion d’instances satisfaisables avoisine les100%, la proportion de mono-littéraux est
quasiment nulle : pour exhiber un modèle, les littéraux unitaires ont un rôle plus secondaire. À l’approche du
seuil, on constate une très rapide progression de la proportion de mono-littéraux : les instances deviennent
plus contraintes, ce qui favorise l’application de la règlede propagation unitaire. Au seuil et à gauche du
seuil : la proportion d’instances inconsistances est plus importante, et l’on constate que la proportion de
littéraux unitaires par rapport aux nombre total d’affectations devient quasi-constante et ceci quelle que soit
la probabilitép. Cette proportion n’évolue plus dès lors que le seuil est atteint, pour se situer entre0:46
et 0:47 (quasiment une affectation sur deux est un mono-littéral) !Ce qui confirme le rôle primordial de la
propagation unitaire pour la résolution de problèmes difficiles. Ce résultat peut permettre la mise au point
d’algorithmes efficaces [Li 1996, Li & Anbulagan 1997]. En outre le fait que la proportion se stabilise à
partir du seuil permet ainsi d’obtenir un nouveau moyen de déterminer expérimentalement la valeur du
seuil.
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FIG. 9.6 –Nombre de littéraux purs lors de DP en fonction deC=V et dep
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FIG. 9.7 –Proportion de littéraux purs par rapport au nombre d’affectations

Les courbes concernant les littéraux purs (cf. FIG. 9.6) présentent un tout autre aspect. En effet, ces
courbes présentent deux extremums. Par exemple, la courbep = 0:5 (correspondant au modèle standard)
présente deux pics : le premier situé au rapportC=V = 1:55, le second au rapport4:25 correspondant
exactement à la valeur du seuil. Ces deux extremums, quelle que soit la probabilitép, se situent l’un à des
valeurs très à gauche du seuil (dans une zone très peu contrainte) et l’autre exactement au seuil. Cette courbe
à deux extremums, que nous avons appelée la courbe du chameau3 reste relativement énigmatique : aucune
idée intuitive ne permet d’expliquer le minimum local.

Par ailleurs, on constate que plusp est élévé, plus ce phénomène à « deux bosses » tend à disparaître
et devient quasiment inexistant pourp = 0:9. À la vue des courbes du nombre de littéraux purs rencontrés
au cours de l’arbre de résolution de DP, les courbes concernant la proportion de littéraux purs par rapport
au nombre total de littéraux (cf. FIG. 9.7) affectés devraient être relativement surprenantes.En fait, la
proportion de littéraux purs pour des rapportsC=V avant les différents seuils est quasiment de1 : toutes les
affectations proviennent de littéraux purs. Ce phénomène s’explique par le faible nombre de clauses et les
valeurs dep favorisant l’apparition de littéraux purs dès la génération du problème.

3. Uniquement en référence aux deux bosses dorsales de ce grand mammifère ruminant.
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Cette proportion de littéraux purs devient constante et quasiment nulle à partir de la valeur du seuil.

En fait, nous constatons que dans la zone très peu contrainte, les littéraux purs permettent une accéléra-
tion certaine de la recherche. Cependant, à partir du seuil,la règle des littéraux purs devient inutile.



Chapitre 10

Conclusion

Ce travail d’expérimentations et d’analyse des méthodes derésolution du problèmeSAT a abouti à
plusieurs résultats originaux :

➫ Mise au point d’une technique incomplète à base de recherchelocale tabou (TSAT) qui rivalise en
performance avec les meilleures approches incomplètes actuelles.

➫ Mise en évidence d’un phénomène surprenant dans l’optimisation expérimentale de cette technique :
linéarité de la courbe de la meilleure taille de liste tabou sur des instanceskSAT aléatoires.

➫ Introduction d’une nouvelle technique de génération de la configuration initiale basée sur le déséqui-
libre des variables.

➫ Mise au point d’une nouvelle technique d’élagage de l’arbrede DP basée sur une généralisation du
théorème de partition du modèle.

➫ Mise en évidence des propriétés pratiques des méthodes de recherche locale dans la détection et la
localisation de noyaux inconsistants dans de larges instances deSAT insatisfaisables.

➫ Mise au point de différentes techniques complètes basées sur différents schémas de combinaisons
entre DP et la recherche locale (e.g.DPRL).

➫ Mise en évidence, lors de la validation expérimentale de DPRL, d’un gain de performance extrême-
ment important comparativement aux procédures de Davis & Putnam classiques.

➫ Mise en évidence, d’un lien entre le pic de difficulté des instances aléatoires et la probabilité de
générer un littéral positif.

➫ Mise en évidence d’un phénomène surprenant quant aux nombres de littéraux purs rencontrés lors de
la résolution des instanceskSAT aléatoires : la courbe du « chameau » exhibant deux maxima dont
l’un est situé à la valeur du seuil.

Ces différents résultats ouvrent de nouvelles voies que nous souhaitons explorer.

Il est évident que l’une de nos préoccupations futures sera l’amélioration des différents algorithmes mis
au point. Dans ce but, nous avons déjà proposé diverses optimisations, comme le réglage automatique de
TSAT, l’introduction du concept de niveaux d’implicationsdans la procédure d’élagage de l’arbre de DP
basée sur le théorème de partition du modèle généralisé restreint à la propagation unitaire, l’intégration
d’outils syntaxiques dans la stratégie de branchements de DPRL, etc.
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Par ailleurs, certains résultats expérimentaux obtenus nepourront trouver explication sans une étude
théorique approfondie. Nous pensons particulièrement :

➫ à la linéarité de la courbe de la taille optimale de la liste tabou pour les instanceskSAT aléatoires :
dans quelle mesure ce phénomène peut-il être rattaché aux paysages des instanceskSAT aléatoires?

➫ au lien entre le pic de difficulté des instanceskSAT aléatoires et la probabilité de générer un littéral
positif ;

➫ à la courbe du « chameau » qu’aucune intuition ne permet d’expliquer.



Troisième partie

Compilation logique
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Chapitre 11

Introduction – État de l’art

Représenter des connaissances et raisonner à partir de celles-ci est un problème central en Intelligence
Artificielle. La connaissance est décrite classiquement dans un formalisme logique et plus particulièrement
en logique propositionnelle pour le sujet qui nous intéresse. Cette base de connaissances est ensuite utilisée
afin d’y extraire des informations contenues explicitementou implicitement. Autrement dit, le problème
abordé dans cette partie est celui de la déduction logique étant donné une base de connaissances exprimées
en logique propositionnelle.

Ce chapitre introductif permet de situer notre étude aussi bien au travers des différents problèmes liés à la
déduction logique qu’au travers des nombreuses approches déjà existantes. Le second chapitre de cette par-
tie consacrée à la déduction logique et plus précisément à lacompilation logique des bases de connaissances
propositionnelles, présente notre contribution à ces domaines de recherche. Le dernier chapitre synthétise
les résultats et les perspectives de nos travaux.

11.1 Problématique et définitions

Le problème de la déduction logique est un problème bien connu en intelligence artificielle. De manière
générale, il consiste à savoir si une information donnée peut être déduite d’une base de connaissances
exprimée dans un formalisme logique.

Notre étude est restreinte à la déduction logique à partir debases de connaissances propositionnelles,
et plus particulièrement à l’interrogation d’une CNF par une clause. Le problème traité dans cette partie se
définit donc de la manière suivante :

Définition 11.1 (Interrogation d’une CNF par rapport à une clause)
Instance: Un ensemble de symboles propositionnelsS, � une formule de la logique propositionnelle
construite surS et mise sous forme normale conjonctive, une clause construite surS.
Question: Est-ce que est une conséquence logique de� : � � ?

Il est clair que ce problème appartient à la classe de complexité coNP-complet. En effet, il revient à
tester si la formule(� ^ :) est inconsistante ((� � ) � ((� ^ :) � ?)), nous appelonsinterrogation
directe cette manière de résoudre le problème de déduction logique.Le lien naturel existant entre satisfai-
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sabilité et déduction explique que nombre de techniques développées pour effectuer la déduction logique
sont empruntées à des approches initialement proposées pour résoudreSAT. Cependant, il est fréquent que
de multiples déductions logiques soient effectuées avec lamême base de connaissances. Par conséquent de
nombreux appels au test de satisfaisabilité sont réalisés.Or au vu des performances actuelles des meilleures
approches complètes pourSAT, la méthode d’interrogation directe devient très vite inexploitable en pra-
tique.

Afin de pallier à cette non calculabilité pratique de la déduction logique en calcul propositionnel, plu-
sieurs approches ont été proposées. Elles s’appuient sur différents principes ; en particulier :

– la restriction du langage utilisée,e.g.les clauses de Horn, ou de la relation de déduction employée,
e.g.la résolution bornée ;

– l’approximation de la base de connaissances ou de la relation de déduction ;

– la compilation logique de la base de connaissances.

Nous nous sommes particulièrement intéressés à ce dernier principe. L’idée est de déterminer une re-
présentatione� de la base initiale, qui se comporte comme� pour l’interrogation mais necessite un temps
polynomial (en fonction deje�j) pour ce faire. L’objectif de la compilation logique est donc de déterminer
une représentation des connaissances (équivalente à� ou non) avec laquelle l’interrogation s’effectue ef-
ficacement (idéalement l’interrogation dee� doit être garantie polynomiale en temps et en espace). Nous
définissons donc la compilation logique d’une base de connaissances de la manière suivante :

Définition 11.2 (Compilation logique (exacte ou approchée))
Unecompilation logique, en vue de l’interrogation par une clause, d’une CNF� est un tripleth�; p1; p2i
où p1 est un algorithme de transformation tel quep1(�) = e� et oùp2 est un algorithme d’interrogation
s’executant en temps polynomial tel quep2(e�; ) = V si� � .
On dit qu’une compilation logique estexacteou qu’elle préserve l’équivalence si :p2(e�; ) = V si et
seulement si� � .
Une compilation logique est diteapprochéeou ne préservant pas l’équivalence si il existe une clause
telle quep2(e�; ) ne puisse pas être décidé (en temps polynomial).

Pour une compilation logique exacte, tout en imposant aucune restriction sur la base de connaissances,
il est impossible de garantir que la taille de la compilation(je�j) est une fonction polynomiale de celle de�, à moins quePH = �p2 (effondrement de la hiérarchie polynomiale au second niveau !). Il est donc
impossible de garantir l’efficacité d’une méthode de compilation en toute généralité. Cependant, l’objectif
de la compilation étant d’obtenir une déduction plus efficace que l’interrogation directe, nous imposons la
condition suivante :

Définition 11.3 (Compilable)
Une base de connaissances� est ditecompilable, si il existe une compilation logiqueh�; p1; p2i et un
entier naturelR à partir duquel pour tout entiern supérieur ou égal àR, n interrogations de� via la
compilation sont plus efficaces quen interrogations directes.

Autrement dit, si l’on notet la fonction qui retourne le temps d’exécution d’une opération,� est com-
pilable si il existe une compilation logiqueh�; p1; p2i et un entier naturelR tels que :8 n > R : ( t(p1(�)) + nXi=1 t(p2(e�; i)) ) < ( nXi=1 t(� � i) )
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Si un tel entierR n’existe pas, la compilation n’est pas rentable et donc inutile d’où le terme de non
compilable. Nous appelonsseuil de rentabilité d’une compilation logique, cet entierR. PlusR est petit,
plus la compilation est intéressante. Idéalement, il faudrait queR = 1 quelle que soit la clause testée.

Cependant, les temps d’interrogation (directe ou par compilation) ne dépendent pas uniquement de
la base de connaissances, mais également des clauses testées1. Il est donc préférable de parler de temps
moyen d’interrogation, ce qui nous donne pourR l’équation suivante, oùtm représente le temps moyen
d’une interrogation et[x℄ la partie entière dex :R = h t(p1(�))tm(��)�tm(p2(e�;))i+ 1

Ainsi, un des objectifs majeurs de la compilation logique debase de connaissances consiste à déterminer
pour une base de connaissances donnée la compilation qui fournit la plus petite valeur deR. Par ailleurs,
nous estimons que ce seuil de rentabilité est également un bon critère de comparaison des différentes mé-
thodes de compilation logique.

11.2 État de l’art

Nous présentons très succinctement différentes approchesbasées sur la compilation logique. La liste
des méthodes présentées dans cet état de l’art est loin d’être exhaustive ; pour une description plus complète
et plus détaillée le lecteur pourra se référer à l’article [Cadoli & Donini 1999]. Notamment, nous passons
sous silence une méthode nomméevivification de la connaissance [Levesque 1986, Borgidaet al.1989,
Dalal 1995]. Très brièvement, la vivification est une méthode basée sur un raisonnement rendu traitable
par l’utilisation conjointe de pré-traitements et de conclusions par défauts mais ceci aux dépends de la
complétude.

Les méthodes de compilation peuvent être classifiées en deuxgrandes catégories. La première est celle
comprenant les compilations qui préservent l’équivalence, c’est-à-dire celles qui construisent une représen-
tation des connaissances équivalente à la base initiale. Laseconde regroupe les compilations approchées
qui permettent d’effectuer seulement, au travers d’une représentation non équivalente à la base de connais-
sances, une partie des déductions pouvant être faites depuis la base de connaissances initiale.

11.2.1 Les compilations préservant l’équivalence

Les méthodes de compilation exactes essayent de déterminerune représentation de toutes les infor-
mations, contenues explicitement ou implicitement dans labase de connaissances, afin que cette nouvelle
représentation soit interrogeable en temps polynomial parrapport à la somme des tailles de la nouvelle
représentation et de la question. Nous distinguons trois familles d’approches pour la compilation exacte :

– utilisation directe des impliquants ou des impliqués premiers ;

– ajout d’informations à la base de connaissance initiale, afin de pouvoir déduire n’importe quel fait
par simple résolution unitaire ;

– utilisation d’impliqués premiers modulo une théorie.

1. Dans la troisième section de ce chapitre, nous discutons de cette difficulté à établir des «benchmarks» pour la déduction logique.
En effet, contrairement àSAT, une instance est un couple : (base de connaissances, ensemble de clauses).
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Nous proposons dans le chapitre 12 de nouvelles approches basées sur la notion de « couvertures trai-
tables ». Cette notion permet de généraliser la dernière famille. Nous parlons alors decompilations modulo
des théories. L’utilisation d’impliqués premiers modulo une théorie peut être vu comme une sous-famille
de la famille des approches à base de compilations modulo desthéories.

11.2.1.1 Compilation via les impliquants premiers et les impliqués premiers

Nous rappelons qu’un impliquant d’une base de connaissances � propositionnelle est un ensemble
fondamental de littérauxI , assimilé à leur conjonction, tel queI � �. En particulier les modèles d’une base
de connaissances sont des impliquants. Par ailleurs, un impliquant Ip est dit premier pour� si pour tout
autre impliquantI 0 de�, I 0 6� Ip (cf. définitions 2.38, 2.13 et 2.39).

Si l’on considère la disjonction de tous les impliquants premiersIp1 ; Ip2 ; : : :; lpk de�, nous obtenons
une formule DNFIp1 _ Ip2 _ : : :_ lpk qui est strictement équivalente à�. Ainsi quelle que soit la clause,� �  si et seulement si8 i 2 [1 : k℄; Ipi �  .Ipi étant un monôme, vérifier siIpi �  est une opération élémentaire, réalisée en temps linéaire,consistant
à s’assurer que l’intersection entre etIpi n’est pas vide (auquel casIpi � ). Par conséquent, l’interrogation
via la DNF s’effectue bien en temps polynomial par rapport à la taille de la DNF et à la taille de la clause
testée.

Dualement, la conjonction de tous les impliqués premiers de� est équivalente à� (cf. les définitions
des impliqués et impliqués premiers page 16). SiCp1 ^ Cp2 ^ : : : ^ Cpk représente la CNF associée à
l’ensemble des impliqués premiers de�, pour toute clause :� �  si et seulement si9 i 2 [1 : k℄; Cpi �  .Cpi étant une clause,Cpi �  revient à un test d’inclusion entreCpi et (Cpi �  si et seulement siCpi � 
ou  est une tautologie). Par conséquent, ici encore l’interrogation via l’ensemble des impliqués premiers
est réalisable en temps polynomial par rapport à la taille cumulée de(Cp1 ^ Cp2 ^ : : : ^ Cpk ) et de.

Intuitivement, l’ensemble des impliqués premiers d’une base de connaissances mise sous CNF peut
être calculé en saturant par résolution la CNF : chaque résolvante étant un impliqué, il suffit de supprimer
les impliqués non premiers (cf. principe de résolution page53). Cependant, cette méthode requiert sou-
vent de trop nombreuses résolutions pour être efficace en pratique. Le problème du calcul des impliqués
premiers d’une CNF fait l’objet d’études depuis de nombreuses années, quelques algorithmes de calcul
peuvent être trouvés dans [Tison 1967, Slagleet al.1970, Reiter & De Kleer 1987, Jackson & Pais 1990,
Madre & Coudert 1991, De Kleer 1992, Ngair 1993, Castell & Cayrol 1996b].

La plupart des techniques développées initalement pour le calcul d’impliqués (premiers) peuvent être
adaptées au calcul des impliquants (premiers). Cependant des techniques spécialisées dans le calcul des
impliquants et impliquants premiers ont également été développées [Dechter & Rish 1994, Schrag 1996].
Notamment, dans [Schrag 1996], Robert C. Schrag propose uneméthode s’appuyant sur une variante de
la procédure de Davis & Putnam. Pour une base de connaissances�, cette méthode consiste en une ex-
ploration complète de l’arbre de recherche de DP. Au niveau de chaque feuille aboutissant à un modèle,
un impliquant premier est extrait de cet impliquant et est ensuite mémorisé. Il construit ainsi un ensemble
d’impliquants premiers. Cet ensemble d’impliquants, vu comme leur disjonction, représente clairement une
couverture d’impliquants premiers de� (cf. définition 2.41). Cet couverture est assurée irredondante par
deux mécanismes :

1. la non exploration des sous-arbres ne pouvant aboutir qu’à des modèles déjà couverts par au moins
un des impliquants premiers préalablement sauvegardés ;
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2. la suppression, à chaque nouvel ajout d’un impliquant premierIp, des impliquantsI 0p tels queIp � I 0p.
L’interrogation, via cette couverture d’impliquants premiers se fait à l’identique de celle pour la disjonction
de tous les impliquants premiers.

11.2.1.2 Compilation par complétude de la résolution unitaire

L’idée dominante de ces méthodes de compilation logique exacte est d’ajouter à la base de connaissances
suffisamment d’impliqués pour que la propagation unitaire devienne complète pour l’interrogation. Si l’on
note� la base de connaissances, l’objectif de ces méthodes est de déterminer l’ensemble de clauses
 tel
que : 8 imp 2 
; � � imp et quelle que soit la clause ((� ^ 
) �� ) ssi(� � ) 2

Alvaro Del Val propose dans [Del Val 1994] plusieurs algorithmes de production de l’ensemble d’im-
pliqués
. Il est à noter que dans cette méthode l’interrogation s’effectue bien en temps polynomial : la
propagation unitaire pouvant être réalisée en temps linéaire [Dowling & Gallier 1984].

Dans [Mathieu & Delahaye 1990, Mathieu & Delahaye 1994], Phillipe Mathieu et Jean-Paul Delahaye
proposent une méthode similaire, appeléeachèvement, afin de rendre lechaînage avant3 complet pour la
logique propositionnelle. Ces travaux sont complétés par ceux d’Olivier Roussel qui propose deux nouvelles
méthodes d’achèvement : l’achèvement par parties et l’achèvement par cycles [Roussel & Mathieu 1996b,
Roussel & Mathieu 1996a, Roussel 1997].

11.2.1.3 Compilation via des impliqués premiers modulo unethéorie

Pierre Marquis dans [Marquis 1995b] généralise la notion d’impliqués et d’impliqués premiers et pro-
pose une méthode de compilation via cette généralisation.

Définition 11.4 (Impliqués et impliqués premiers modulo unethéorie)
Un impliqué modulo une théorie� d’une base de connaissances� est une clauseC telle que�[� � C,
que l’on note également� �� C.C est unimpliqué premier modulo une théorie� de�, si pour toute autre clauseC 0 telle que� �� C 0
et telle queC 0 �� C, alorsC �� C 0.

Il faut noter que si l’on considère la théorie vide, nous retrouvons les définitions usuelles d’impliqués
et d’impliqués premiers. Pierre Marquis suggère de choisirdes théories telles que la déduction via cette
théorie puisse être calculée en temps polynomial, c’est-à-dire qu’il existe un algorithme de décision pour� �  ( étant une clause), tel que cet algorithme appartienne àP (e.g. les clauses de Horn, les clauses
binaires, etc.). Ceci, afin de garantir la polynomialité de l’interrogation. Par ailleurs, dans [Marquis 1995a],
il est montré que certaines restrictions de la déduction logique peuvent également être employées.

Ainsi, étant donné un ensembleS� d’impliqués premiers modulo une théorie� pour une base de
connaissances�, nous avons quelle que soit la clause :� �  si et seulement si9 C 2 S�; tel queC �� 

2. Nous rappelons que nous notons�� la déduction logique restreinte à la propagation unitaire (cf. défintion 7.3 page 115).
3. Lechaînage avantest un algorithme d’inférence fondé sur le modus ponens.
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Il faut remarquer queC ��  si et seulement si pour chaque littéralli deC, � � :li _ . D’où le choix
d’une théorie telle que la déduction pour cette théorie soitcalculable en temps polynomial.

Dans [Marquis 1995b], sont donnés plusieurs exemples où le nombre d’impliqués premiers modulo
une théorie est exponentiellement plus petit que le nombre d’impliqués premiers ajoutés dans la méthode
proposée dans [Del Val 1994] (cf. section 11.2.1.2). Par ailleurs, dans [Marquis & Sadaoui 1996] est dé-
veloppé un algorithme de calcul des impliqués premiers de� modulo� qui ne requiert pas le calcul des
impliqués premiers de�; ceci contraste avec nombre d’approches et rend envisageable la compilation de
bases de connaissances qui n’étaient jusqu’alors pas compilables. L’algorithme proposé est fondé sur un
diagramme de décision binaire (BDD «Binary Decision Diagrams») et est une adaptation de celui déve-
loppé dans [Madre & Coudert 1991]. Hormis une efficacité accrue comparativement à l’algorithme proposé
dans [Marquis 1995b] et aux algorithmes fondés sur un raisonnement via les impliqués premiers « tradi-
tionnels », cet algorithme permet de traiter des formules qui ne sont pas nécessairement mises sous forme
CNF.

11.2.2 Les compilations ne préservant pas l’équivalence

Une compilation logique approchée d’une base de connaissances� est une compilation pour laquelle
l’interrogation via le résultat de la compilation n’est pascomplète. La représentationA des connaissances
obtenue par compilation est alors appelée approximation de�. Nous distinguons trois types de compilation
logique ne préservant pas l’équivalence :

1. celles garantissant que siA �  alors� �  ;

2. celles garantissant que siA 2  alors� 2  ;

3. celles pour lesquelles la représentation des connaissances issue de la compilation se divise en deux
approximationsA etA0 telles que siA �  alors� �  et siA0 2  alors� 2  ;

Pour ces différentes approximations, dans les cas non décrits, le résultat de l’interrogation est : «im-
possible de conclure ». L’approximation satisfaisant le premier critère est appelée couramment majorant
de�, nous le notons�UB (« Upper Bound»). Inversement l’approximation satisfaisant le second critère
est appelée minorant et est notée�LB (« Lower Bound»). Il faut remarquer que si�UB � �LB , alors la
compilation est exacte et préserve donc l’équivalence.

La plupart des méthodes de compilation logique approchée utilisent un « encadrement » de la base de
connaissances par des ensembles de clauses de Horn. Cependant, une compilation approchée peut également
être obtenue en arrêtant prématurément le calcul d’une compilation exacte.

11.2.2.1 Approximations issues de compilations exactes

La plupart des méthodes de compilation exacte discutées dans la section 11.2.1 peuvent être stoppées
avant l’obtention d’une représentation des connaissanceséquivalente à�, sans pour autant que le calcul
effectué soit inutile. La représentation ainsi obtenue peut dans certains cas être utilisée comme une approxi-
mation de�. On parle alors de méthodes de compilation «anytime4 ».

En particulier, des méthodes de calcul de couvertures d’impliquants, comme la méthode proposée dans

4. La compilation peut être arrêtée à n’importe quel moment,par ailleurs plus l’arrêt est tardif, plus l’approximationest de bonne
qualité.
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[Schrag 1996], fournissent des minorants en cas d’arrêt prématuré : si une clause ne peut pas être impliquée
par la couverture d’impliquants partiels, elle ne pourra pas l’être par la couverture entière.

Par ailleurs, des méthodes basées sur les impliqués comme celles proposées dans [Del Val 1994] ou
dans [Marquis 1995b], si elles sont stoppées avant leur terminaison naturelle, fournissent des majorants de
la base de connaissances initiale. Si la clause par laquelle on désire interroger la base de connaissances�,
est impliquée par un des impliqués de� déjà calculés, alors a fortiori� � .
11.2.2.2 Approximations de Horn

La méthode proposée dans [Selman & Kautz 1991] part de l’idéed’encadrer la base de connaissances� par deux ensembles de clauses Horn (�UB et�LB) tels que�LB � � � �UB . Cet encadrement permet
ainsi de répondre affirmativement et négativement à une partie des interrogations faites à�, l’autre partie
restera sans réponse. Par ailleurs, l’interrogation d’ensembles de clauses se calcule de manière linéaire, ce
qui garantit la polynomialité de l’algorithme d’interrogation.

Il est naturel de rechercher le meilleur encadrement possible, c’est-à-dire de chercher deux ensembles
de clauses de Horn�GLB (« Greatest Lower Bound») et�LUB (« Lowest Upper Bound») tels que :

pour tout ensemble de clauses de Horn :�0 � si (�GLB � �0 � �) alors(�0 � �GLB)
si (� � �0 � �LUB) alors(�LUB � �)

Cependant, le calcul du meilleur encadrement ne peut, bien qu’il s’agisse d’une compilation approchée,
être polynomial à moins queP = NP [Selman & Kautz 1994]. Succinctement,�GLB est obtenue en
retirant certains littéraux des clauses non Horn de� de manière à obtenir des clauses de Horn.�LUB est,
quant à elle, constituée par un sous-ensemble des clauses deHorn qui sont des impliqués premiers de�.
La taille de�LUB peut être exponentielle en fonction de la taille de�. Ce problème peut être résolu dans
certains cas en enrichissant le vocabulaire [Kautz & Selman1992], cependant dans le pire cas, il est toujours
impossible d’obtenir une borne�LUB polynomiale, à moins queNP � P=poly [Selman & Kautz 1994].

L’algorithme de calcul de�LUB proposé dans [Selman & Kautz 1991] est en fait une saturationpar
résolution, avec la condition que chaque étape de résolution fasse intervenir au moins une clause non Horn.
Alvaro Del Val propose d’imposer que chaque étape de résolution fasse intervenir exactement une clause
non Horn [Del Val 1996]. Ce raffinement permet d’obtenir danscertains cas une borne supérieure exponen-
tiellement plus petite qu’avec l’algorithme proposé dans [Selman & Kautz 1994]. Par ailleurs, récemment
Yacine Boufkhad dans [Boufkhad 1998] a proposé de nouveaux algorithmes pour générer�GLB, lesquels
s’appliquent à de grandes bases de connaissances jusqu’alors intraitables. Dans cet article la notion de
« plus grande borne inférieure » est étendue aux formules Horn renommables et une condition pour qu’une
formule Horn renommable soit une�GLB est établie.

Cet idée « d’encadrer » la base de connaissances a été étendueen utilisant d’autres types de déductions
polynomiales [Selman & Kautz 1994, Del Val 1995] et a été généralisée au premier ordre [Del Val 1996].
Par ailleurs, différentes recherches ont été effectuées sur les propriétés calculatoires des compilations à base
d’approximations de Horn [Cadoli 1993, Gogicet al.1994].
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11.3 Discussion

11.3.1 Objectifs

Nous présentons dans le chapitre suivant les différentes études que nous avons réalisées sur le problème
de la compilation logique de bases de connaissances. Nous proposons notamment une extension aux impli-
quants du concept d’impliqués modulo une théorie et généralisons ce concept à la compilation modulo des
théories [Mazure & Marquis 1996, Boufkhadet al.1997].

Nous avons développé plusieurs approches de compilation autour de ces concepts. La plupart de ces
algorithmes sont obtenus par adaptations d’algorithmes existants, comme celui proposé dans [Schrag 1996].

Par ailleurs, nous présentons diverses comparaisons et divers résultats expérimentaux pour ces tech-
niques. Préalablement à ces différents tests, nous nous sommes confrontés au problème de la détermination
d’instances d’évaluation pour ces algorithmes. En effet, vu le peu de «benchmarks» proposés dans la lit-
térature pour le problème de la déduction logique, il n’était pas concevable de valider une approche sur ces
seules instances. Nous nous sommes donc intéressés au problème de la détermination d’une base de tests.

11.3.2 Qu’est-ce qu’une instance difficile pour la déduction?

Quel que soit le problème abordé (problèmes de décision, de recherche, d’optimisation, etc.), l’éva-
luation des algorithmes développés pour résoudre ces problèmes est à elle seule un problème. En effet, il
faut d’abord établir des critères de comparaison pour ces algorithmes. Le temps CPU est considéré sou-
vent comme le critère de jugement suprême, cependant il est tributaire de l’implantation des algorithmes
et surtout de la puissance des ordinateurs sur lesquels sonttestés les algorithmes. Suivant les algorithmes
et les problèmes testés, des critères plus « équitables » peuvent être utilisés et pallier les problèmes liés au
chronométrage (e.g.pourSAT, le nombre de nœuds de l’arbre de DP ou le nombre de réparations des mé-
thodes de recherche locale). Cependant, il reste à déterminer sur quelles instances les algorithmes doivent
être testés et évalués. Pour le problèmeSAT, il existe de nombreux «benchmarks» sur lesquels la commu-
nauté scientifique travaillant sur ce problème a pris l’habitude d’évaluer ses algorithmes (e.g.les instances
proposées à différents challenges [DIM1993, BEI1996], lesinstanceskSAT aléatoires fournissant un panel
illimité d’instances « difficiles », etc.). Cependant, un tel éventail d’instances n’est malheureusement pas
disponible pour tous les problèmes. En l’occurrence, pour le problème de la déduction logique, il n’a pas
été mis en place, à notre connaissance, de bases de données répertoriant un large ensemble d’instances pour
ce problème.

Ainsi, l’évaluation des méthodes de compilation pour la déduction logique de bases de connaissances est
difficile à réaliser faute d’instances clairement identifiées et caractérisées. Il est donc nécessaire d’emprunter
des instances à d’autres problèmes pour lesquels les instances foisonnent. Le problèmeSAT étant fortement
couplé au problème de la déduction, l’évaluation des méthodes de compilation logique s’effectue donc le
plus souvent, sur des instances proposées initialement pour le test de consistance. Il est à noter qu’une
première épuration est nécessaire afin d’exclure toutes lesinstances prouvées inconsistantes. Cependant,
il reste à identifier les instances qui seront qualifiées difficiles pour la déduction logique. La difficulté
d’une instance pour la déduction logique est mesurée en fonction de la difficulté d’une interrogation directe
pour cette instance. Il nous faut donc déterminer des bases de connaissances pour lesquelles l’interrogation
directe est jugée difficile ; ce sont d’ailleurs pour ces instances que la compilation logique est intéressante.
C’est à ce niveau que l’on rencontre le plus de difficultés. Eneffet, une instance facile (ou difficile) pour
SAT est-elle une base de connaissances facile (ou difficile) pour la déduction logique?
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Si la requête est réduite à la clause vide, la réponse à cette question est évidemment oui ; la déduction
étant dans ce cas réduite au test de satisfaisabilité de l’instance elle même. Si la requête n’est pas la clause
vide, la question reste en suspens. En effet, si une instanceSAT est limitée à une base de connaissances,
une instance pour la déduction logique est un couple : base deconnaissances et requête(s). Nous montrons
dans l’exemple ci-dessous, comment une instance dite « facile » pourSAT , peut être « difficile » pour
l’interrogation directe d’une clause donnée.

Exemple 11.1 (Instance facile pour SAT et difficile pour la déduction)
Nous illustrons nos propos sur une instance bien connue deSAT : le problème des pigeons. Lorsque le
nombre de pigeons est inférieur ou égal au nombre de pigeonniers, cette instance est satisfaisable et peut
être résolue facilement par un DP classique (sans utilisation de symétries) même pour un nombre de pigeons
très grand. À l’inverse, si le nombre de pigeons est supérieur au nombre de pigeonniers, cette instance est
évidemment inconsistante et devient très vite, en pratique, hors de portée pour un DP n’utilisant pas les
symétries.

Soit la base de connaissances CNF�(N;N) représentant le problème des pigeonsN–N (N pigeons pourN
pigeonniers, cf. exemple 5.1 pour la représentation clausale du problème des3 pigeons et2 pigeonniers) et
soit la question : y-a-t-il un pigeon dans le pigeonnierN ?

Cette question revient à savoir si de�(N;N) il est possible de déduire la présence d’un pigeon dans le
pigeonnierN , ce qui se traduit :�(N;N) � (p1;N _ p2;N _ : : : _ pN;N) 5

L’interrogation directe issue de cette déduction est réduite au test de satisfaisabilité suivant :�(N;N) ^ :p1;N ^ :p2;N ^ : : : ^ :pN;N � ?
Or : (�(N;N) ^ :p1;N ^ :p2;N ^ : : : ^ :pN;N)� = �(N;N�1) 6

Par conséquent,�(N;N) � (p1;N _ p2;N _ : : : _ pN;N) revient à tester la consistance de�(N;N�1).
Le test de consistance de�(N;N�1) étant une opération hors de portée pour la majorité des algorithmes
de satisfaisabilité, nous avons montré que la déduction logique depuis une instance deSAT « facile » peut
s’avérer « difficile ».

Par conséquent, l’identification de bases de connaissancesdifficiles pour la déduction logique est un
problème complexe, auquel il est impossible de dissocier laclause à déduire.

Par ailleurs, nombre de techniques de compilation logique s’appuient sur un raisonnement sur les im-
pliqués premiers ou les impliquants premiers. Nous savons que dans le pire cas, le nombre d’impliquants
ou d’impliqués premiers d’une base de connaissances est exponentiel par rapport à la taille de la base de
connaissances [Chandra & Markowsky 1978]. Ce travail théorique fut complété par les travaux empiriques
de R. Schrag et J. Crawford sur le nombre d’impliqués et d’impliqués premiers des instanceskSAT aléa-
toires [Schrag & Crawford 1996]. Ils ont montré expérimentalement, que le pic du nombre d’impliqués
(premiers) en fonction du rapport nombre de clauses (C) sur nombre de variables (V ) correspond au pic de
difficulté de ces instances, c’est-à-direC=V = 4; 25.

Vu la difficulté d’identifier des instances difficiles pour ladéduction logique et vu les résultats obtenus
sur les instanceskSAT aléatoires, nous avons testé les différentes techniques decompilation que nous avons

5. pi;j signifiant que le pigeoni se trouve dans le pigeonnierj.
6. Nous rappelons que�� correspond à la base� simplifiée par la propagation unitaire.
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développées sur ces instanceskSAT aléatoires. Nous utilisons pour valider ces méthodes des clauses de
longueur fixe dont les littéraux sont générés aléatoirementparmi l’ensemble des littéraux constituant les
bases de connaissances.



Chapitre 12

Compilations logiques modulo des
théories

De nombreuses méthodes de compilation préservant l’équivalence sont fondées sur des mécanismes
permettant de construire une représentation des connaissances à base d’impliqués et d’impliquants (pre-
miers ou non) (cf. paragraphe 11.2.1.1). Citons notamment l’approche de de Reiter et De Kleer pour les
impliqués [Reiter & De Kleer 1987] et l’approche de Schrag pour les impliquants [Schrag 1996]. Dans
[Marquis 1995a, Marquis 1995b] est introduit le concept d’impliqués (premiers) modulo une théorie. Ce
concept d’une part généralise celui d’impliqué et d’autre part a permis de compiler des bases de connais-
sances qui jusqu’alors n’étaient pas compilables [Marquis& Sadaoui 1996].

La compilation via les impliqués premiers modulo une théorie est basée sur le principe bien connu de
« diviser pour mieux régner». En effet, partant du constat qu’une base de connaissances� peut souvent
être découpée en deux parties distinctes : une « facile »� et une « difficile »	 telles que� � (� ^ 	),
P. Marquis propose de restreindre le calcul des impliqués de� au calcul des impliqués de� modulo�.
L’idée centrale est d’utiliser autant que possible la partie facile dans le traitement de la partie difficile. À
cette fin,� que l’on appelle également la théorie, sera choisie de tellemanière que l’interrogation à partir de
cette formule puisse être faite en temps polynomial. Un autre point remarquable réside dans le fait que cette
partie facile peut être produite en utilisant les principesde restriction, approximation et autre compilation
discutées au chapitre 11. Les compilations ainsi obtenues peuvent donc être génériques et par conséquent à
la fois supplémentaires et complémentaires des autres approches.

Nous proposons dans un premier temps d’étendre ce principe d’impliqués modulo une théorie aux impli-
quants, c’est-à-dire de construire des compilations basées sur la notion d’impliquants modulo une théorie.
Nous avons au mis au point une méthode de compilation reposant sur ce principe et la comparons avec
la technique de compilation proposée par R. Schrag basée surle calcul d’une couverture d’impliquants
[Schrag 1996]. Nous généralisons par la suite ce concept à lacompilation modulo des théories et propo-
sons plusieurs techniques utilisant cette généralisation. Par ailleurs, nous montrons que les compilations
par couverture d’impliquants ou d’impliquants modulo une théorie sont des cas particuliers des compila-
tions modulo des théories. Après avoir présenté divers résultats expérimentaux obtenus par les différentes
méthodes proposées, nous concluons et discutons de différentes perspectives à ce travail.

Ce travail est le fruit d’une collaboration avec Yacine Boufkhad, Éric Grégoire, Pierre Marquis et La-
khdar Saïs. Je les remercie d’avoir accepté que ce travail d’équipe figure à part entière dans mon mémoire
de thèse.
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12.1 Couvertures d’impliquants modulo une théorie

12.1.1 Définitions et notations préliminaires

Intuitivement, en raisonnement modulo une théorie, chaquedéduction est remplacée par la déduction
modulo une théorie.

Définition 12.1 (Conséquence logique modulo une théorie)
Étant données trois formules�, � et 
 ; � est une conséquence logiquede 
 modulo la théorie �,
appelée également�-conséquenceet notée
 �� �, si et seulement si
 ^ � � �.

Par extension, l’équivalence modulo une théorie se définit de la façon suivante :

Définition 12.2 (Équivalence logique modulo une théorie)
Étant données trois formules�, � et 
 ; � et 
 sont diteséquivalentes modulo la théorie� ou �-
équivalentes, notée
 �� �, si et seulement si
 �� � et� �� 
.

Dualement à la définition d’impliqués (premiers) modulo unethéorie (cf. définition 11.4), nous intro-
duisons le concept d’impliquants (premiers) modulo une théorie :

Définition 12.3 (Impliquants et impliquants premiers modulo une théorie)
Un impliquant modulo une théorie� ou un�-impliquant d’une base de connaissances� est un monômeM tel queM �� �.M est unimpliquant premier modulo une théorie � ou�-impliquant premier de�, si pour tout autre
monômeM 0 tel queM 0 �� � et tel queM 0 �� M , alorsM �� M 0.

L’ensemble de ces concepts nous permet de définir la notion decouverture d’impliquants modulo une
théorie.

Définition 12.4 (Couverture d’impliquants modulo une théorie)
Étant données deux formules� et � ; une couverture d’impliquants de � modulo la théorie � de�,

notéeb��, est un ensemble de�-impliquants de� (vus comme leur disjonction) tel que� est�-équivalent
à b��.

Clairement, ces nouvelles notions généralisent les concepts de conséquence logique, d’équivalence sé-
mantique, d’impliquants et de couverture d’impliquants. En effet, il suffit de considérer� comme la théorie
vide pour retrouver les définitions usuelles de ces concepts. D’autre part, trivialement nous avons :

Propriété 12.1
Toute couverture d’impliquants de� est aussi une couverture d’impliquants modulo n’importe quelle théo-
rie.

Preuve(Propriété 12.1)
Pour toute couverture d’impliquantsb� de�, nous avonsb� � �, doncb� � � et� � b�.
Or quelle que soit la formule�, b� ^ � � b�, commeb� � �, nous avonsb� ^ � � �, ce qui s’écrit encoreb� �� � (1).
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De même,� ^ � � � � b�, donc� �� b� (2).
Nous obtenons d’après (1) et (2),8�; b� �� �. �
Note 12.1
La réciproque est évidemment fausse, à savoir que toute couverture d’impliquants modulo une théorie de�
n’est pas forcément équivalente à�, comme l’illustre l’exemple suivant.

Exemple 12.1 (Exemple d’équivalence modulo une théorie ne préservant pas l’équivalence usuelle)
Soient l’ensemble de clauses� = f(a _ b); (:b _ ); (:a _ :)g et la théorie� = (b ^ ).
Nous avons(:a) �� �, mais(:a) 6� �.

Propriété 12.2
Étant données trois formules�, 	 et�, si� � (	 ^ �), alors� � (b	� ^ �).
Preuve(Propriété 12.2)b	� �� 	 (cf. définitiion 12.4), donc(	 ^ �) � b	� (1) et(b	� ^ �) � 	 (2).
Si (1), alors a fortiori(	^�) � (b	� ^�). Cette dernière implication s’écrit également� � (b	� ^�) (3)
puisque� est équivalent à(	 ^ �).
De la même manière, depuis (2), nous avons a fortiori(b	�^�) � (	^�), se réécrivant(b	�^�) � � (4).
De (3) et (4), il découle que� � (b	� ^ �). �
Propriété 12.3
Étant données trois formules�, 	 et� telles que� � (	 ^ �). Pour toute clause, � �  si et seulement

si 8� 2 b	�; � �� .
Preuve(Propriété 12.3)� �  , (b	� ^ �) �  (propriété 12.2), b	� ��  (par définition), 8� 2 b	�; � �� . �

Ce deux dernières propriétés permettent d’affirmer que si� est choisie de manière à ce que� soit
reconnaissable et interrogeable en temps polynomial par rapport à la taille de� et de, alorshb	�;�i
est une compilation logique de� préservant l’équivalence. Par ailleurs, il faut égalementque la classe
polynomiale à laquelle appartienne� soit stable par adjonctions de clauses unitaires, ceci afin de garantir
que� ^ � reste interrogeable polynomialement. Ainsi par exemple, une formule appartenant à la classe
polynomialeQuad (cf. paragraphe 3.3.6) ne pourra être retenue comme théorie�. Il reste que la plupart
des classes polynomiales deSAT satisfont ces contraintes, particulièrement Horn, reverse-Horn, les clauses
binaires, Horn-renommable, q-Horn, les clauses bien imbriquées, etc. (cf. paragraphe 3.3).

Les définitions suivantes formalisent nos propos et introduisent les notions de classes de formules trai-
tables pour la compilation modulo une théorie et de compilation à base de couverture d’impliquants modulo
une théorie.

Définition 12.5 (Classe traitable pour la compilation modulo une théorie)
Une classeC de formules propositionnelles est traitable pour la compilation modulo une théorie si :

– il existe un algorithme (TC) de temps polynomial permettant de tester l’appartenance d’une formule
àC ;

– il existe un algorithme (QC) de temps polynomial permettant de vérifier si� �  quelle que soit la
formule� appartenant àC et quelle que soit la clause (y compris la clause vide) ;

– pour toute formule� deC et pour tout littérall, (� ^ l) 2 C.
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Définition 12.6 (Compilation à base d’une couverture d’impliquants modulo une théorie)
Soient�, 	 et � trois formules propositionnelles telles que� � (	 ^ �) et que� soit une formule
appartenant à une classeC traitable pour la compilation modulo une théorie. Le triplet h�; p1; QCi tel
quep1(�) = b	� est une compilation de� préservant l’équivalence, appelécompilation à base d’une
couverture d’impliquants modulo une théorie.

Nous proposons dans la prochaine section un algorithme permettant de calculer une couverture d’im-
pliquants modulo une théorie. Nous discutons par ailleurs des différentes manières de diviser la base de
connaissances� en deux formules	 et� telles que� � (	 ^ �).
12.1.2 Calcul des couvertures d’impliquants modulo une théorie

Dans ce paragraphe, nous présentons un algorithme simple (DPIC) [Mazure & Marquis 1996] pour cal-
culer une couverture d’impliquants modulo une théorie. Nous proposons, par la suite diverses améliorations
possibles de l’algorithme de base proposé.

12.1.2.1 L’algorithme de base

Notre objectif principal est de réduire la taille des couvertures d’impliquants obtenus lorsqu’un raison-
nement modulo une théorie est appliqué. La proposition suivante montre comment cet objectif peut être
atteint dans la plupart des situations. L’idée centrale consiste à simplifier la couverture d’impliquants de	
(la partie « difficile » de�) en écartant tout impliquant qui n’est pas maximal pour��.

Propriété 12.4
Étant données deux formules propositionnelles	 et�, si b	 est une couverture d’impliquants de	, alorsb	� = max(b	;��) = f� 2 b	 t.q. (� �0(6= �) 2 b	; t.q.�0 �� �)g est une couverture d’impliquants de	
modulo�.

Preuve(Propriété 12.4)
La propriété 12.1 énonce queb	 est également une couverture d’impliquants modulo n’importe quelle théo-
rie �. Par ailleurs maximiser une couverture d’impliquants modulo une théorie�, ne fait que supprimer
les informations redondantes de la couverture. Par conséquentmax(b	;��) représente bien une couverture
(irredondante) d’impliquants de	 modulo la théorie�. �

Cette proposition permet d’affirmer qu’il existe toujours moins (au pire le même nombre) d’impliquants
dansb	� que dans la couverture d’impliquants de	 correspondante.

Fort de cette dernière proposition, un algorithme basique pour la compilation modulo une théorie est
dérivé de celui proposé dans [Schrag 1996]. Robert C. Schragpropose une méthode nommée DPPI pour
calculer une couverture d’impliquants premiers d’une basede connaissances�. Cette méthode consiste
en une exploration complète de l’espace de recherche en utilisant une procédure de Davis & Putnam. Au
niveau de chaque feuille de l’arbre de DP aboutissant à un impliquant, un impliquant premier est extrait
de cet impliquant et est ensuite mémorisé. À la fin de l’exploration, l’ensemble d’impliquants récoltés est
clairement une couverture d’impliquants premiers de�.



12.1. Couvertures d’impliquants modulo une théorie 177

Nous proposons d’étendre l’algorithme DPPI pour devenir DPIC et afin que ce dernier calcule non plus
une couverture d’impliquants premiers de� mais une couverture d’impliquants premiers de	 modulo�
telle que� � (	^�). Volontairement nous conservons au maximum les noms de procédures proposés par
R. Schrag dans [Schrag 1996] afin d’insister sur la similitude des deux approches.

Comme DPPI, DPIC admet en entrée une formule CNF� et retourne une formule DNFb	� structure
équivalente à� pour laquelle l’interrogation est calculable en temps polynomial.

Algorithme 12.1 DPIC

1. Proedure DPIC
2. Input : une formule CNF � ;
3. Output : une représentation des onnaissanes équivalentes à � ;
4. Begin
5. Déterminer 	 et � t.q. � � (	^�) et � est traitable pour la ompilation ;
6. IC=? ; %% IC (�Implicant Cover� représente b	�
7. DP*(�;?) ; %% DP* est un DP �lassique� modifié pour réolter les impliquants
8. return hIC;�i ;
9. End
1. Proedure DP*
2. Input : une formule CNF � et une interprétation partielle PI ;
3. Output : modifie la variable globale IC (la ouverture ourante) ;
4. Begin
5. �=Propagation_Unitaire(�) ; %% f. algorithme 7.2
6. if (� ontient la lause vide) then return ;
7. elif (PI� 	)
8. PROCESS_IMPLICANT(PI) ;
9. return ;
10. else
11. l=Heuristique_de_branhement(�) ;
12. DP*((� ^ (l)), PI [ flg);
13. DP*((� ^ (:l)), PI [ f:lg);
14. fi
15. End
1. Proedure PROCESS_IMPLICANT
2. Input : une interprétation partielle PI ;
3. Output : modifie la variable globale IC (la ouverture ourante) ;
4. Begin
5. if (9 � 2 IC t.q. PI �� �) then return ;
6. Prime=ONE_PRIME(PI,	) ;
7. if (IC == ?) et (Prime^� onsistant) then IC={Prime} ;
8. else foreah � 2 IC
9. do
10. if ((� ��Prime) then IC=IC/{�} ;
11. done
12. IC=IC[{Prime} ;
13. fi
14. End
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Brièvement, DPIC décrit un arbre de décision complet pour� développé par la procédureDP* (une
procédure à la Davis & Putnam). Lorsqu’un impliquantPI de� est trouvé,PROCESS_IMPLICANT véri-
fie si cet impliquant est maximal par rapport à�� pour la couverture d’impliquants courante. SiPI est
maximal, un impliquant premierPrime de	 est extrait dePI de telle manière quePI � Prime. Ensuite,PROCESS_IMPLICANT comparePrime avec tous les autres impliquants de	 déja collectés et mémorisés
dansIC, ceci afin de ne conserver que ceux qui sont maximaux par rapport à�� (un seul élément par classe
d’équivalence modulo�). EnfinPrime est ajouté àIC.ONE_PRIME(PI,	) retourne un impliquant premier de	 tel quePI � 	. Cette procédure considère
successivement chaque littérall dePI et vérifie sil est utile, c’est-à-dire s’il existe une clause de	 telle
que \ PI = flg. Si l est ainsi prouvé inutile,l est supprimé dePI. Plus de détails sur les techniques
d’extraction d’impliquants premiers peuvent être trouvésnotamment dans [Castell & Cayrol 1996b].

Les procéduresPropagation_UnitaireetHeuristique_de_branhement sont des fonctions stan-
dard rencontrées dans toute implantation d’une procédure de Davis & Putnam. Ces fonctions ont fait l’objet
de larges paragraphes dans le chapitre 7.

Il est assez aisé de s’assurer que DPIC calcule bien une couverture d’impliquants de	 modulo�
équivalente à�. Cependant, il faut noter que ceci n’est pas dû à la propriété12.4 puisque l’arbre de décision
exploré parDP* n’est pas celui de	 mais celui de�. En conséquence, le développement d’une branche est
stoppé dès que l’interprétation partiellePI associée à cette branche est un modèle de� (qui est a fortiori un
modèle de	) ; en effet, DPIC ne génère pas de couverture d’impliquants de	.

Lorsque la théorie vide est choisie lors de la première instruction de DPIC (donc,	 � �), DPIC
est identique à l’algorithme DPPI proposé par Schrag. La seule différence1, réside dans la procédurePROCESS_IMPLICANT. En effet chaque impliquant premier de	 généré parONE_PRIME peut directement
être ajouté à IC (s’il ne l’est pas déjà) puisque les impliquants premiers sont (par définition) maximaux par
rapport à�.

Il est évident qu’il est impossible de garantir la polynomialité de la taille de la couverture calculée par
DPIC (en fonction de la taille de�). Une conséquence immédiate est que le temps requis par DPICn’est
pas non plus garanti polynomial par rapport à la taille de l’entrée. Il est à noter que, de ce point de vue,
le comportement de notre approche n’est pas pire que celui des autres techniques préservant l’équivalence.
En effet, d’un point de vue théorique, l’obtention d’une compilation de taille polynomiale pour n’importe
quelle base de connaissances est impossible à moins queNP � P=poly. La preuve de cette inclusion aurait
pour conséquence l’effondrement de la hiérarchie polynomiale au second niveau, ce qui est extrêmement
improbable.

Par ailleurs, il est clair que le choix de	 et� peut grandement influencer les performances de l’algo-
rithme en ce qui concerne notamment la taille de la compilation. Comme nous l’évoquions en introduction,
différentes classes de théories traitables peuvent être utilisées. En fait, une « décomposition » peu judi-
cieuse de� en	 et� peut être très pénalisante à la fois en ce qui concerne la taille de la compilation mais
également en ce qui concerne le temps nécessaire à l’obtention de cette compilation.

Bien que l’arbre de décision exploré par DPIC contienne toujours moins de nœuds que celui exploré
par DPPI (à heuristiques de branchement égales), nous ne pouvons garantir que le nombre d’éléments
de la couverture d’impliquants premiers de	 modulo� générée par DPIC, soit toujours plus petit que
le nombre d’éléments de la couverture d’impliquants premiers fournie par DPPI. Par ailleurs, nous ne
pouvons pas garantir que le nombre de littéraux dans chaque impliquant premier calculé par DPIC est

1. La version présentée dans [Schrag 1996] n’inclut pas le test initial de la procédurePROCESS_IMPLICANT, l’absence de ce test ne
permettait pas de garantir l’obtention d’une couverture irredondante d’impliquants premiers, cependant ce test a maintenant été ajouté
à DPPI (communication personnelle).
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inférieur à celui de l’impliquant premier correspondant généré par DPPI. Cependant, comme le montrent
les résultats expérimentaux (cf. paragraphe 12.1.3), ces deux situations sont extrêmement rares en pratique.
Dans le cas général, nous pouvons espérer raisonnablement que la couverture d’impliquants calculée par
DPIC contienne moins d’impliquants (et de plus petites tailles) que celle obtenue à partir de DPPI. Les
nombresuses expérimentations réalisés confirment cet étatde fait.

12.1.2.2 L’algorithme d’interrogation

La proposition 12.3 et le choix d’une théorie� appartenant à une classe traitable pour la compilation
modulo une théorie nous assurent qu’il est possible, étant donné le résultat de la compilation, de répondre à
l’interrogation de n’importe quelle clause et ceci en tempspolynomial par rapport aux tailles cumulées de
la compilation et de la requête.

En fait, l’algorithme d’interrogation associé à DPIC est identique à celui proposé par R. Schrag pour
DPPI. La seule différence réside dans la substitution de la déduction logique usuelle par la déduction logique
modulo une théorie. Ainsi très simplement un algorithme d’interrogation de� à partir de forme compilée
modulo une théorie s’écrit de la manière suivante :

Algorithme 12.2 DPIC-QUERY

1. Funtion DPIC_QUERY : boolean
2. Input : hb	�;�i obtenue à partir de DPIC(�) et une lause  à interroger ;
3. Output : vrai si � � , faux sinon ;
4. Begin
5. foreah � 2 b	�
6. do
7. if � 2�  then return false ;
8. done
9. return true ;
10. End

Lorsque� ��  peut être décidée en temps linéaire par rapport àj�j (par exemple si� est complet pour
la propagation unitaire), l’interrogation est calculée dans le pire cas, enO(#b	� � (j�maxj + jj + j�j)),
où#b	� représente le nombre d’impliquants contenus dans la couverture etj�maxj le nombre de littéraux
du plus grand (en terme du nombre de littéraux) impliquant de#b	�.

12.1.2.3 Améliorations possibles de DPIC

Nous discutons dans ce paragraphe de différentes varianteset améliorations pouvant être greffées à
DPIC. Toutes ces variantes reposent sur différents compromis entre la taille de la couverture de�-impliquants
et le temps nécéssaire à l’obtention de cette couverture.

Une première variante peut être obtenue en modifiant les conditions d’appel àDP*. En effet afin de
collecter les�-impliquants de	, DPIC utilise l’arbre de décision (décrit parDP*) développé pour la formule�. Or,DP* peut être appelé avec n’importe quelle formule
 telle� � 
 � 	, la couverture construite parDP* restant une couverture de	 modulo la théorie�. Particulièrement,DP* peut être appelé avec	.
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Dans l’algorithme de base, le choix de lancer la recherche sur � était motivé par le nombre de modèles
de chacune des instances. En effet, il est évident que� admet toujours moins (au pire le même nombre) de
modèles que n’importe quelle formule
, puisque� � 
. Cependant ce choix peut être remis en question ;
en effet, il est impossible d’affirmer que la couverture construite parDP*(�) est plus petite que celle deDP*(
).

Par ailleurs, le temps consommé parDP*(
) peut être sensiblement inférieur à celui deDP*(�). Parti-
culièrement si l’on considère une formule
 telle que son nombre de variables est strictement inférieurà
celui de�, la recherche des�-impliquants de	 est grandement facilité. Par exemple, si l’on considère que	 et (� n 	) (=�) ne partagent pas de variables (partition du modèle) alors trouver un modèle de	 en
parcourant l’arbre de recherche décrit pour� peut être aussi difficile que de trouver un modèle de�, alors
que déterminer un modèle de	 en parcourant directement l’arbre de recherche décrit pour	 est nettement
moins coûteux.

Une seconde amélioration concerne le test d’élagage («pruning test») effectué en première instruction
dePROCESS_IMPLICANT. En fait, ce test peut être utilisé de manière plus « agressive ». En effet, chaque
branche de l’arbre de recherche décrit parDP* peut directement être coupée si cette branche décrit une
interprétation partielle qui n’est pas maximale pour��. Ainsi le test de maximalité effectué initialement
dansPROCESS_IMPLICANTpeut être déplacé au niveau de la première instruction deDP*. Bien évidemment
la procédurePROCESS_IMPLICANT n’effectue plus ce test étant donné que chaque impliquant à traiter est
issu d’une interprétation partielle maximale pour��. Il faut noter que l’arbre de recherche obtenu par
cette optimisation est toujours plus petit que celui obtenupar l’algorithme de base. De plus, la taille de la
couverture peut en conséquence être également réduite. En ce qui concerne le temps d’exécution de cette
nouvelle version, rien ne garantit réellement que celui-cisoit inférieur au temps requis par la version basique
de DPIC. En effet, ce test de maximalité étant relativement coûteux, il peut nuire aux performances deDP*.

Une troisième variante de DPIC peut être obtenu en en remplaçant la troisième instruction deDP*
(ligne 7) par :7 elif (PI �� 	)
Une fois encore, l’arbre de décision décrit dans cette version de DPIC est toujours inférieur à celui exploré
par la version basique de DPIC, sans pour autant nuire à la validité de l’algorithme. Dans cette version, la
procédureONE_PRIME doit être modifiée afin de vérifier successivement si chaque littéral dePI est néces-
saire pour satisfaire	 étant donné� (si ce n’est pas le cas, le littéral est supprimé dePI). Par conséquent,
le�-impliquant de	 produit parONE_PRIME n’est plus un impliquant premier de	 lequel est souvent plus
long (en terme du nombre de littéraux) que le�-impliquant.

Une autre variante, apellée «mixed », de DPIC particulièrement intéressante consiste à vérifier lorsquePI est un impliquant de	, si cet impliquant n’est pas également un impliquant de� (test extrêmement
rapide). Ainsi chaque impliquant premier extrait dePI est marqué de telle manière à savoir s’il est un
impliquant de� ou un impliquant de	. La couverture sauvegardée reste identique à celle contruite dans la
version basique de DPIC. Cependant, nous obtenons ainsi un moyen de savoir si l’impliquant mémorisé est
un impliquant de� ou un impliquant de	. Ce marquage permet de modifier l’algorithme d’interrogation
(cf. algorithme 12.3) de manière à ce que celle-ci se fasse leplus efficacement possible. En effet, si un
impliquant de la couverture est un impliquant de�, un test d’inclusion (effectué plus efficacement qu’un
test d’implication modulo une théorie) correspondant au test d’implication usuelle est suffisant.
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Algorithme 12.3 DPIC-QUERY-MIXED

1. Funtion DPIC_QUERY_MIXED : boolean
2. Input : hb	�;�i obtenue à partir de DPIC(�) et une lause  à interroger ;
3. Output : vrai si � � , faux sinon ;
4. Begin
5. foreah � 2 b	�
6. do
7. if (� est marqué) then
8. if (� \  = ?) then return false ; %% équivalent à si � 2 
9. else
10. if (� 2� ) then return false ;
11. fi
12. done
13. return true ;
14. End

Ceci permet d’accélérer de façon notable l’algorithme d’interrogation sans nuire aux performances et à
la validité de DPIC.

Enfin, il faut noter que DPIC (ou les variantes discutées ci-dessus) sont «anytime». Plus précisément,
lorsque DPIC est arrêté avant sa terminaison naturelle, l’ensembleIC de�-impliquants collecté peut être
considéré comme un minorant d’une couverture d’impliquants de	 module�, comme discuté dans le
paragraphe 11.2.2.1. C’est-à-dire qu’à chaque interrogation par une clause, siIC 2� , alors il est possible
de conclure que� 2 . Par ailleurs, plus les ressources de temps attribuées à DPIC sont grandes, plus le
minorant sera précis, jusqu’à l’obtention d’une compilation exacte.

12.1.3 Résultats expérimentaux

Nous présentons dans cette section divers résultats expérimentaux obtenus par notre approche. Nous
nous sommes particulièrement intéressés à la question de savoir quels étaient les avantages computationnels
des approches à base de couverture d’impliquants modulo unethéorie par rapport aux approches basées sur
une couverture classique d’impliquants.

Comme discuté dans le paragraphe 11.3.2, nos expérimentations ont porté sur des instances aléatoires.
En particulier nous avons comparé l’algorithme DPPI [Schrag 1996], reconnu d’un point de vue pratique
comme l’une des meilleures approches à base de couverture d’impliquants avec DPIC utilisant la variante
dite «mixed» (DPIC+mixed) décrite dans le paragraphe précédent.

Ces algorithmes ont été comparés sur trois critères temporels :

1o le temps de compilation ;

2o le temps d’interrogation;

3o le temps cumulé (compilation et interrogation).

et sur un critère spatial : la taille de la compilation. En ce qui concerne l’approche de R. Schrag, la taille
de la compilation correspond exactement au nombre de littéraux contenus dans la couverture calculée, pour



182 Chapitre 12. Compilations logiques modulo des théories

notre approche cette taille correspond au nombre de littéraux dans la couverture additionné à la taille de�
(taille exprimée également en nombre de littéraux).

Avant de mener toute expérimentation, il fallait déterminer quelle stratégie adopter pour scinder� en
deux formules	 et�. Nous avons choisi de prendre pour� l’ensemble de clauses de Horn issu de� et
pour	 l’ensemble de clauses correpondant à(� n �), il faut noter que	 correspond à un sous-ensemble
des clauses reverse-Horn de�, car� est une intance3SAT. Par ailleurs,� appartient bien à une classe
traitable pour la compilation modulo une théorie (HORN-SAT).

Les expérimentations ont été menées sur des instances3SAT aléatoires de100 variables pour un rapport
nombre de clauses sur nombre de variables de4; 15 2. Par ailleurs, pour chacune des instances traitées50000
questions, représentées par des clauses de longueur3, ont été générées aléatoirement en utilisant un alphabet
identique à celui utilisé lors de la génération des instances. Nous avons étudié le pourcentage d’instances
traitées (sur un échantillon de300 instances) en limitant les différents critères ci-dessus.

La première courbe montre le pourcentage d’instances compilées en fonction de différentes limitations
de temps.
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FIG. 12.1 –Pourcentage d’instances 3SAT compilées en fonction d’un temps limite

En moyenne, pour une limitation de temps donné, DPPI permet de compiler plus d’instances que notre
approche, cependant l’écart s’amenuise au fur et à mesure que les limitations de temps augmentent jusqu’à
ce que cet écart soit réduit à zéro et devienne favorable à DPIC. Pour le temps limite maximum, DPIC a
réussi à compiler100% des instances, tandis que DDPI n’a pu traiter que95% des instances.

La courbe suivante exprime également une contrainte de temps mais cette fois-ci sur le temps d’inter-
rogation de la base par les50000 clauses (requêtes).

Cette courbe montre que malgé une procédure d’interrogation plus complexe, DPIC-QUERY-MIXED
est plus rapide que DPPI-QUERY. Ceci est dû notamment au faitque la taille des couvertures obtenues par
DPPI est beaucoup plus petite que celles obtenues par DPPI (cf. FIG. 12.4).

Pour finir avec les limitations de temps, nous avons maintenant limité le temps cumulé de compilation et

2. Le seuil n’a pas été retenu ici car le nombre d’impliquantsdes instances au seuil est nettement inférieur à celui des instances
situées à gauche du seuil, c’est-à-dire dans la partie sous-constrainte.
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FIG. 12.2 –Pourcentage d’instances 3SAT interrogées en fonction d’un temps limite

d’interrogation pour chacune des méthodes. La courbe ci-dessous montre que les pourcentages d’instances
traitées globalement (compilation et interrogation) pourune limitation de temps donnée et pour chacune
des méthodes sont comparables. Par ailleurs, étant donné que l’interrogation est en moyenne plus efficace
avec DPIC, il existe donc un nombre d’interrogations pour lequel la compilation via DPIC sera toujours
plus intéressante que celle utilisant DPPI.
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FIG. 12.3 –Pourcentage d’instances 3SAT compilées et interrogées en fonction d’un temps limite

Magré les bons résultats obtenus par DPIC d’un point de vue temporel, il faut remarquer que l’atout
majeur de cette méthode réside dans la taille des couvertures construites. En effet, si l’on limite la taille (en
terme de littéraux) des couvertures calculées par chacune des méthodes, on s’aperçoit que quelle que soit la
limitation de taille choisie, DPIC produit une couverture de taille strictement inférieure à celle de DPPI. Les
résultats obtenus par les deux méhodes pour chaque limitation de taille sont synthétisés dans la figure 12.4.
Il est à noter que ceci explique l’efficacité de DPIC par rapport à DPPI lors des phases d’interrogation : le
nombre d’impliquants à tester pour DPIC est toujours inférieur à celui de DPPI.
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FIG. 12.4 –Pourcentage d’instances 3SAT compilées en fonction d’un espace mémoire limité

12.1.4 Conclusion

Nous avons introduit dans cette section le concept de compilation modulo une théorie. L’exploitation
faite de ce concept pour la compilation est le calcul de couverture d’impliquants modulo une théorie. Ce type
de couverture généralise, la couverture d’impliquants usuelle, qui peut alors être vue comme une couverture
d’impliquants modulo la théorie vide.

Par ailleurs, nous avons développé une approche (DPIC) de compilation préservant l’équivalence à base
d’une couverture d’impliquants modulo une théorie. Cette nouvelle technique de compilation est en pratique
tout a fait réalisable et, de surcroît, permet d’obtenir de meilleures performances notamment en ce qui
concerne la taille de la compilation. Par ailleurs, cette approche est générique dans le sens où diverses classes
traitables peuvent être choisies pour�. De plus, DPIC admet un certain nombre de variantes permettant de
réduire soit le temps de compilation, soit la taille de la compilation. Cette approche comme la plupart des
méthodes de compilation basées sur la collecte d’impliquants est «anytime».

12.2 Couvertures d’impliquants modulo des théories

Les compilations modulo une théorie sont restreintes à l’utilisation d’une théorie traitable. Nous propo-
sons de généraliser cette approche. À cet effet, nous présentons dans ce paragraphe une nouvelle technique
de compilation logique préservant l’équivalence basée surle concept de couvertures traitables (couvertures
modulo des théories).

Sommairement, une couverture traitable d’une base de connaissances� est un ensemble finiT de
formules traitables� (vues comme leur disjonction) tel que� � T . L’idée est donc de déterminer des
théories traitables� couvrant des sous-ensembles de modèles de� les plus grands possibles, ceci afin de
limiter la taille deT .

Contrairement aux compilations modulo une théorie, les compilations à base de couvertures traitables
tirent avantages de multiples classes polynomiales simultanément. De ce point de vue, elles sont donc une
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généralisation du principe de compilation modulo une théorie et a fortiori de la technique à base de cou-
verture d’impliquants proposée dans [Schrag 1996]. En outre, nous montrons que les couvertures traitables
sont calculées et volontairement représentées au travers d’interprétations partielles.

Après avoir formellement défini la notion de couverture traitable, nous en étudions deux cas particuliers.
Dans le premier cas, les interprétations partielles sont utilisées pour extraire des formules traitables de la
base de connaissances. Dans le second cas, elles permettentd’obtenir des formules Horn-renommables.
Nous concluons après avoir présenté quelques résultats expérimentaux.

12.2.1 Définitions et notations préliminaires

Précédemment dans ce chapitre, nous avons défini ce qu’étaitune classe traitable pour la compilation
modulo une théorie (cf. définition 12.5 page 175). L’idée de compilation modulo des théories repose sur
l’utilisation simultanée de plusieurs classes traitables. Nous étendons donc la définition précédente afin de
préciser quelles sont les classes traitables considérées.

Définition 12.7 (Ensemble de classes traitables pour la compilation modulo des théories)
Une ensembleCs de classes traitables pour la compilation modulo des théories est tel que pour chaque
classe traitableC deCs :

– il existe un algorithme (TC) de temps polynomial permettant de tester l’appartenance d’une formule
àC ;

– il existe un algorithme (QC) de temps polynomial permettant de vérifier si� �  quelle que soit la
formule� appartenant àC et quelle que soit la clause (y compris la clause vide) ;

– pour toute formule� deC et pour tout littérall, il existe une classe traitableC 0 appartenant àCs
telle que(� ^ l) 2 C 0.

Nous notonsTCs l’algorithme qui, pour une formule�, vérifie si elle appartient à une des classes deCs et
nous désignons parQCs l’algorithme qui, pour tout� appartenant à une des classes deCs et pour toute
clause, vérifie si� � .
Remarque 12.1

1. Il est clair à la vue de cette définition que toute classe traitable pour la compilation modulo une théorie
peut appartenir à un ensemble de classes traitables pour la compilation modulo des théories. En outre,
siC est une classe appartenant àCs telle queC est traitable pour la compilation modulo une théorie,
alors la classe traitableC 0 introduite dans le troisième alinéa de la définition est telle queC 0 = C.

2. Clairement les algorithmesTCs etQCs sont polynomiaux en temps par rapport à la taille de la formule
à tester et à la taille deCs.

Comme précédemment, une grande majorité des classes de formules traitables pourSAT (ensemble
de clauses de Horn, ensemble de clauses binaires, ensemblesde clauses Horn-renommable, ensemble de
clauses q-Horn, ensemble de clauses bien imbriqués, etc.) sont également traitables pour la compilation
modulo des théories.

Définition 12.8 (Couverture tratable)
Soient une formule CNF� et un ensemble finiCs de classes traitables pour la compilation modulo une
théorie. Unecouverture traitable de� moduloCs est un ensemble finiT de formules satisfaisables (vues
comme leur disjonction) tel que :

– 8 � 2 T : 9 C 2 Cs t.q.� 2 C ;

– T � �.
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Clairement, la notion de couverture traitable généralise celle de couverture (d’impliquants) modulo une
théorie� (cf. définition 12.4). En effet, cette dernière est un cas particulier de compilation modulo des
théories où l’ensembleCs est réduite à la seule classe traitable dont� est issue.

Dans le reste du manuscrit, nous supposons queCs contient toujours au moins la classefm t.q.m est
un monômeg 3. Cette hypothèse assure qu’il existe toujours au moins une couverture traitable pour� : celle
des impliquants premiers.

Nous nous sommes particulièrement intéressés aux couvertures traitables qui, comme pour les cou-
vertures d’impliquants (premiers) classiques ou modulo une théorie, peuvent se représenter sous la forme
d’une disjonction d’interprétations partielles. Ce choixest motivé par un souci de compacité de la représen-
tation de la couverture traitable. Il reste qu’à partir de cette représentation, il doit toujours être possible de
retrouver l’ensembleT en un temps polynomial. Dans cette optique, nous proposons deux nouveaux4 cas
particuliers de couvertures traitables :

1o les couvertures de simplifications traitables ;
2o les couvertures d’hyper-impliquants.

12.2.2 Les couvertures de simplifications traitables

Une première voie pour dériver à partir d’un ensemble de clauses� des formules traitables, est de
simplifier� par une interprétation partielle. Notre objectif est donc de déterminer une interprétation partielleI = fl1; l2; : : : ; lng telle que la formule�l[1:n℄ soit traitable.

Définition 12.9 (Couvertures à base de simplifications traitables)
Soit� une base de connaissances etCs un ensemble fini de classes traitables pour la compilation modulo
des théories :

– Unesimplification traitable de� pourCs est une interprétation partiellefl1; l2; : : : ; lng telle qu’il
existe une classe traitableC dansCs telle que�l[1:n℄ soit satisfaisable et appartienne àC.

– Unecouverture de simplifications traitablesde� pourCs est un ensembleb�[℄ de simplifications

traitables de� pourCs (vues comme leur disjonction) tel que(b�[℄ ^ �) � �.
– Unecompilation à base d’une couverture de simplifications traitablesest le tripleth�; p1; QCsi

tel quep1(�) = b�[℄.
La proposition suivante nous assure qu’une compilation modulo une couverture de simplifications trai-

tables préserve l’équivalence.

Propriété 12.5
Soient� une base de connaissances, une clause etb�[℄ une couverture de simplifications traitables de�
pourCs un ensemble de classes traitables pour la compilation modulo des théories.� �  si et seulement si pour toute simplification traitablep 2 b�[℄, telle quep = fl1; l2; : : : ; lng :

– soitl1 ^ l2 ^ : : : ^ ln �  ;
– soit�l[1:n℄ � ,

ce qui peut être décidé en temps polynomial par rapport àjb�[℄j+ jj.
3. Il faut noter que la classe des formules réduites à une conjonction de littéraux est bien traitable pour la compilationmodulo une

(des) théorie(s).
4. Les couvertures d’impliquants (premiers) ainsi que les couvertures d’impliquants modulo une théorie sont, bine évidemment,

des cas particuliers des couvertures traitables.
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Preuve(Propriété 12.5)b�[℄ est une couverture de simplifications traitables de� pourCs, donc par définition,(b�[℄ ^�) � �. Ainsi(� � ), (b�[℄ ^ � � ), (8 p 2 b�[℄; p ^ � � ), (8 p 2 b�[℄; ((p � ) ou (�p � ))).
La polynomialité est garantie grâce à l’appartenance de�p à une classe traitable deC deCs. �

Il faut noter que l’espace requis pour mémoriser une simplification traitablefl1; l2; : : : ; lng est toujours
inférieur ou égal à celui nécessaire pour sauvegarder la formule traitable correspondante :� = fl1; l2; : : : ; lng ^ �l[1:n℄ .

Cependant, ce gain spatial entraîne un surcoût temporel lors de la phase d’interrogation. Le prix à payer
est deO(j� ^ pj) pour chaque simplification traitablep = fl1; l2; : : : ; lng, afin de pouvoir retrouver la
formule traitable�l[1:n℄ . Néanmoins, cet accroissement de complexité ne remet pas enquestion la polyno-
mialité de l’algorithme d’interrogation.

Remarque 12.2
Bien qu’identifier à quelle classe traitable appartient�l[1:n℄ est une opération polynomiale, en pratique
cette opération n’est pas effectuée lors de la phase d’interrogation. En effet, une fois identifiée lors de la
phase de compilation, il est possible d’indexer chaque simplification traitable sauvegardée par une étiquette
correspondant à la classe traitable à laquelle la formule appartient. Ce procédé permet un gain substantiel
de temps lors des interrogations.

Exemple 12.2 (Exemple de couvertures de simplifications traitables)
Soit� = f(:a _ :b _ : _ d); (a _ b _ d)g et soitCs l’ensemble de classes traitables contenant la classe
des ensembles de clauses de Horn et la classe des ensembles declauses binaires.
L’ensembleb�[℄ = ffag; f:agg est une couverture par simplifications traitables de� pourCs.
En effet,�a = f(:b _ : _ d)g est un ensemble de clauses de Horn et�:a = f(b _ d)g est un ensemble
de clauses binaires.
D’autre part, siCs est réduit à une seule classe, celle des formules Horn-renommables, alors l’ensemble
vide est une couverture par simplifications traitables de� pour Cs puisque� est une formule Horn-
renommable.

Il est à noter que les compilations basées sur des couvertures de simplifications traitables peuvent
conduire à un gain exponentiel d’espace mémoire par rapportaux compilations à base de couvertures d’im-
pliquants premiers : un cas extrême, illustré dans l’exemple ci-dessus, consiste à compiler des bases de
connaissances traitables pour lesquelles chaque couverture d’impliquants premiers est de taille exponen-
tielle par rapport à la taille de la base de connaissances.

Nous proposons dans le paragraphe 12.2.4.1 une technique decompilation qui comme pour DPPI ou
DPIC utilise une procédure de Davis & Putnam pour collecter les différentes simplifications traitables.

12.2.3 Les couvertures d’hyper-impliquants

Le second cas particulier de couverture traitables que nousavons étudié concerne l’exploitation de
la classe traitable des formules Horn-renommables. Cette classe est intéressante à au moins deux égards.
Premièrement, elle inclut les ensembles de clauses de Horn,reverse-Horn et binaires et deuxièmement elle
est caractérisable par l’existence d’une interprétation spécifique. En effet, dans [Lewis 1978], il est énoncé
qu’une formule CNF� est Horn-renommable si et seulement s’il existe une interprétationp de� telle que
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pour chaque clause de�, au plus un littéral de n’appartient pas àp.

Nous proposons d’utiliser cette caractérisation afin de dériver de� des ensembles de clauses Horn-
renommables que nous appelonshyper-impliquants. Plus formellement, soient� un ensemble de clauses
(quelconques) etm un modèle de�. Pour chaque clause de �, nous notonsm la clause constituée
des littéraux communs àm et . Par ailleurs, nous notonsP (�;m) l’ensemble de clauses de� tel que
pour chaque clause deP (�;m),  et m sont identiques. Nous notonsN(�;m) l’ensemble de clauses
complémentaire àP (�;m) pour�, c’est-à-dire l’ensemble de clauses tel que pour chaque clause deN(�;m), m � . Enfin, pour chaque clause deN(�;m), nous notonslm un littéral de tel que�lm
appartient àm 5. Étant donné ces conventions, un hyper-impliquant pour un modèlem se définit de la façon
suivante :

Définition 12.10 (Couvertures d’hyper-impliquants)
– Unhyper-impliquant de� pour un modèlem de� est une formule notée�m telle que :�m = ( ^2P (�;m)) ^ ( ^2N(�;m)(m _ lm ))
– Unecouverture d’hyper-impliquants de�, notéeb�m est un ensemble d’hyper-impliquants (vus

comme leur disjonction) tel que� � b�m.

– Unecompilation modulo une couverture d’hyper-impliquantsest le tripleth�; p1; QHi oùp1(�) =b�m etQH est l’algorithme d’interrogation des formules Horn-renommables.

Il faut noter que la taille d’un hyper-impliquant de� est toujours strictement inférieure à celle de�,
excepté lorsque� est Horn-renommable (dans ce cas� et�m peuvent être identiques). Par ailleurs, tout
hyper-impliquant est une formule Horn-renommable satisfaisable.

Propriété 12.6
Soient� un ensemble de clauses etm un modèle de�. L’hyper-impliquant�m de� pour le modèlem est
une formule Horn-renommable satisfaisable telle quej�j > j�mj.
Preuve(Propriété 12.6)
Les preuves des 3 propriétés : Horn-renommable, satisfaisable etj�j > j�mj se contruisent très simplement
à partir de la construction de�m.

1. Par construction de�m, il est trivial de constater que pour chaque clause de�m issue deP (�;m),
tous les littéraux de appartiennent àm. De même pour chaque clause de�m issue deN(�;m)
seul le littérallm n’appartient pas àm. Par conséquent, il existe une interprétation (m) qui contredit
au plus un littéral par clause de�m, ce qui nous assure que�m est Horn-renommable [Lewis 1978].

2. Toujours par construction, il est clair que chaque clause de�m est incluse (au sens large) dans une
clause de� (si  est issue deP (�;m), alors appartient également à�, si  provient deN(�;m),
alors � 0 avec0 2 �). Ainsi, m étant un modèle de�, m est également un modèle de�m. Par
conséquent,�m est satisfaisable.

3. 8  2 �m;  � 0 avec0 2 �, ce qui signifie quejj 6 j0j. De plus par construction de�m, les
clauses de� et�m sont en bijection. Par conséquentj�j > j�mj. �

Remarque 12.3
Il est à noter qu’une étape de sous-sommation peut permettrede diminuer le nombre de clauses de�m.
En effet, le choix du littérallm peut amener à construire des clauses déja présentes dans�m ou sous-

5. Dans le cas général, de toute évidence il peut exister plusieurs candidatslm .
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sommées par d’autres clauses de�m ou encore sous-sommant des clauses de�m. Par exemple soient� = f(a _ b _ : _ :d); (a _ b _ :e _ :d); (b _ :e _ :d _ :f)g etm = fa; b; ; d; e; fg un modèle
de�. Si l’on choisit pour chaque clause de prendre comme littéral lm le littéral:d, nous obtenons�m =f(a _ b _ :d); (a _ b _ :d); (b _ :d)g qui se réduit après sous-sommation àf(b _ :d)g.

La proposition suivante nous assure qu’une compilation modulo une couverture d’hyper-impliquants
préserve l’équivalence.

Propriété 12.7
Soient� une base de connaissances, une clause etb�m une couverture d’hyper-impliquants de�.� �  si et seulement si pour toute formule�m de b�m, �m �  ; ce qui est calculé en temps linéaire par
rapport àjb�mj+ jj.
Preuve(Propriété 12.7)
Nous avons par définition d’une couverture d’hyper-impliquants:� � b�m. Donc� �  , b�m �  ,8 �m 2 b�m; �m � .
Plusieurs algorithmes linéaires ont été proposés pour tester la satisfaisabilité d’une formule Horn-renommable
[Lewis 1978, Aspvall 1980, Chandruet al.1990, Hébrard 1994]. Comme les instances Horn-renommables
sont stables par adjonctions de clauses unitaires, tester la satisfaisabilité de�m ^ : est une opération réa-
lisable en temps linéaire par rapport àj�mj+ jj. Par conséquent8�m 2 b�m; �m �  se calcule en temps
linéaire par rapport àjb�mj+ jj. �

Le principal obstacle des couvertures d’hyper-impliquants demeure dans l’espace mémoire requis pour
sauvegarder, l’ensemble des formules Horn-renommables équivalent à�. Nous proposons une technique
de mémorisation de la couverture en fonction d’un ordre arbitraire sur les clauses de�. Supposons que
les clauses de� = f1; 2; : : : ; ng soient totalement ordonnées ; une couverture d’hyper-impliquants de� peut alors se représenter par une ensemble de coupleshm; [lm1 ; lm2 ; : : : ; lmn ℄i oùm est un modèle de�
et lmi (i 2 [1::n℄) est? si i 2 P (�;m) et est le littéral dei n m conservé sinon. Cette manière de
procéder permet d’obtenir un gain substantiel d’espace. Encontrepartie, lors de l’interrogation, il faudra
reconstruire chaque�m à partir de chaquehm; [lm1 ; lm2 ; : : : ; lmn ℄imémorisé. Il faut noter que cette opération
est réalisable en temps linéaire et permet de conserver la polynomialité de l’interrogation.

Intuitivement, un hyper-impliquant�m de� permet de représenter de manière concise un sous-ensemble
d’impliquants premiers de�. Plus précisément, les impliquants premiers de� obtenus à partir dem sont
des impliquants de�m.

Propriété 12.8
Pour chaque modèlem de �, soit PIm(�) l’ensemble des impliquants premiers de� tel que8 � 2PIm(�); m � �. SiPI(�m) représente l’ensemble des impliquants premiers de l’hyper-impliquant�m
issu du modèlem de�, alorsPIm(�) � PI(�m).
Preuve(Propriété 12.8)
L’objectif est de montrer que pour chaque clause de�m et pour chaque impliquant premier� de� tel quem � �, nous avons� � .
Soit� un impliquant premier de� tel quem � �. Quelle que soit la clause de�m :

– soit est issue deP (�;m) auquel cas 2 � et par conséquent� �  (� impliquant premier de�) ;
– soit est issue deN(�;m) auquel cas il existe une clause0 de� telle que0 = (_ l1_ l2_ : : :_ ln)

avecli 62 m; i 2 [1::n℄. Par ailleurs(m � �) , (� � m), doncli 62 �; i 2 [1::n℄. De plus,� est
impliquant premier de�, donc� � 0.(� � 0) , (� � ( _ l1 _ l2 _ : : : _ ln)) , ((� � ) ou (� � l1 _ l2 _ : : : _ ln)). Nous avons
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Par conséquent, quel que soit� dePIm(�), � � �m, ce qui signifie que� est une impliquant de�m.
D’autre part, quelle que soit 2 �m,  � 0 avec0 clause de�, si � est premier pour�, alors il l’est
également pour�m. Ainsi pour tout� dePIm(�), � est un impliquant premier de�m. �

La propriété précédente nous assure donc que�m couvre chaque modèle de� couvert par un impliquant
premier construit à partir dem. D’autre part, nous montrons qu’une couverture d’hyper-impliquants offre
une représentation plus écononique (en term d’espace mémoire) qu’une couverture d’impliquants premiers.
Hormis le fait que les hyper-impliquants de� sont plus petits que�, le nombre d’hyper-impliquants d’une
couverture d’hyper-impliquants est plus petit que le nombre d’impliquants premiers dans une couverture
d’impliquants premiers.

Propriété 12.9
Pour toute couverture d’impliquants premiers de� contenantt impliquants premiers, il existe une couver-
ture d’hyper-impliquants de� contenant au plus[ t+12 ℄ hyper-impliquants ([x℄ représentant la partie entière
dex).

Preuve(Propriété 12.9)
L’idée est de construire à partir de deux impliquants premiers (�1 et �2) de la couverture d’impliquants
premiers, un hyper-impliquant�m de� couvrant�1 et�2.
Pour la couverture d’impliquants premiers de�, on regroupe chaque impliquant premier par couple de
telle manière qu’un impliquant n’appartienne qu’à un et un seul couple6. Pour chaque couple d’impliquants
premiers(�1; �2), l’ensemble de clauses suivant est formé par les deux étapesci-dessous :

1. pour chaque clause de�, nous construisons1 = ( \ �1), c’est-à-dire la clause contenant unique-
ment les littéraux de satisfaits par�1 ;

2. pour chaque clause1 (formée en 1) qui n’est pas satisfaite par�2, on ajoute un seul littéral7 de la
clause initiale satisfait par�2.

L’ensemble de clauses�m ainsi construit est bien une formule Horn-renommable satisfaisable (la Horn
renommabilité et la satisfaisabilité sont assurées par�1 qui est un modèle de�m tel que toutes les clauses
de�m contiennent au plus un littéral insatisfait8 par�1). Par ailleurs,�m est construit de telle manière que
chaque clause de�m est incluse dans une clause0 de�. Par conséquent,�m est un hyper-impliquant de�.
Par construction, il est clair que�m couvre les modèles couverts par�1 et�2.
Par ailleurs, s’il y a un impliquant isolé (nombre impair d’impliquants premiers dans la couverture), nous
construisons n’importe quel hyper-impliquant le couvrant(par exemple celui obtenu à partir de l’étape 1).
Ainsi l’ensemble d’hyper-impliquants construits pour chaque couple constitue bien une couverture d’hyper-
impliquants de�, dont la taille est de[ t+12 ℄, avect le nombre d’impliquants premiers contenus dans la
couverture d’impliquants premiers. �

Nous illustrons cette propriété sur l’exemple suivant.

Exemple 12.3 (Exemple d’une couverture d’hyper-impliquants)
Soit� = f(a _  _ d); (a _ :b _ ); (a _ b _ : _ :d); (:a _ :b _ : _ :d); (:a _ b _ : _ d)g.
Une couverture d’hyper-impliquants de� se représente par les deux couples :

– hfa;:b;:; dg; [; ; b;:a;:a℄i ;

– hf:a; b; ;:dg; [a;:b;:;:b; d℄i.
6. Si le nombre d’impliquants premiers de la couverture est impair, un impliquant premier est isolé et un hyper-impliquant sera

construit spécialement pour couvrir cette impliquant premier.
7. Il en existe toujours au moins un.
8. Le littéral ajouté lors de la deuxième étape.
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De cette représentation on extrait les deux hyper-impliquants (formules Horn-renommables) :
– f(a _ d _ ); (a _ :b _ ); (a _ : _ b); (:b _ : _ :a); (: _ d _ :a)g ;
– f( _ a); ( _ :b); (b _ :d _ :); (:a _ :d _ :b); (:a _ b _ d)g.

La couverture d’hyper-impliquants proposée contient2 formules alors que la plus petite couverture d’im-
pliquants premiers contient au mimimum6 impliquants premiers.

Par ailleurs, les expériences réalisées sur les compilations à base de couvertures d’hyper-impliquants
montrent, pour la plupart des bases de connaissances testées, une réduction significative de l’espace mé-
moire nécessaire à la mémorisation des couvertures d’hyper-impliquants comparativement à celui requis
par les couvertures d’impliquants premiers (cf. paragraphe 12.2.5 page 196).

12.2.4 Algorithmes

Comme pour la collecte d’impliquants modulo une théorie, nous proposons un algorithmeDPTC (cf. al-
gorithme 12.1) pour calculer des couvertures traitables (représentées sous forme d’interprétations par-
tielles) basé sur la procédure de Davis & Putnam. Cette procédure reste proche de DPPI proposée dans
[Schrag 1996].

Les fonctionsPropagation_UnitaireetHeuristique_de_branhementsont standard à toute pro-
cédure de Davis & Putnam, nous les avons largement détaillées dans le chapitre 7. Le rôle principal de
notre procédureDP* est de trouver les impliquants de� en parcourant un arbre de recherche complet.
Les procéduresPRUNING etPROCESS_IMPLICANT dépendent de l’approche considérée, nous les détaillons
pour les couvertures de simplifications traitables et pour celles d’hyper-impliquants dans les deux prochains
paragraphes. Les éléments de la couverture calculée (simplifications traitables ou hyper-impliquants) sont
extraits des impliquants par l’intermédiaire de la procédurePROCESS_IMPLICANT et chaque élément ainsi
collecté est mémorisé dans la variable globalePC. La fonctionPRUNING permet d’élaguer l’arbre de re-
cherche en évitant de parcourir des sous-arbres qui ne pourraient amener qu’à des impliquants déjà couverts
par la couverture partielle calculée.
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Algorithme 12.4 DPTC

1. Proedure DPTC
2. Input : une formule CNF � et un ensemble Cs de lasses traitables ;
3. Output : une représentation des onnaissanes équivalentes à � ;
4. Begin
5. PC=? ; %% PC : ouverture partielle
6. DP*(�; Cs;?) ; %% DP* est un DP �lassique� modifié pour réolter%% des formules traitables représentées sous la forme d'interprétations partielles
7. return h�;PCi ;
8. End
1. Proedure DP*
2. Input : une formule CNF �, un ensemble de lasses traitables Cset une interprétation partielle p ;
3. Output : modifie la variable globale PC (la ouverture partielle ourante) ;
4. Begin
5. if (not(PRUNING(�; p)))
6. then
7. �=Propagation_Unitaire(�; p) ; %% La proédure de propagation unitaire a été%% modifiée de manière à mémoriser dans p haque propagation réalisée
8. if (� ontient la lause vide) then return ;
9. elif (p � 	)
10. PROCESS_IMPLICANT(�; Cs; p) ;
11. return ;
12. else
13. l=Heuristique_de_branhement(�) ;
14. DP*((� ^ (l)); p [ flg);
15. DP*((� ^ (:l)); p [ f:lg);
16. fi
17. fi
18. End
12.2.4.1 Le cas des simplifications traitables

Nous détaillons dans l’algorithme 12.5 page suivante les procédures spécifiques au calcul d’une couver-
ture de simplifications traitables.

À chaque fois qu’un impliquantp de� est trouvé, un impliquant premierPrime de� est extrait dep. Prime est calculée par l’intermédiaire de la fonctionONE_PRIME où chaque littéral dep est consi-
déré successivement afin de déterminer s’il est nécessaire àla satisfaction de�. Diverses procédures
plus ou moins sophistiquées d’extraction d’impliquants premiers peuvent être trouvées dans la littérature
[Castell & Cayrol 1996b, Schrag 1996]. Une fois extrait un impliquant premier de� issu dep, cet impli-
quant premier (assimilé à une interprétation partielle) est passé à la procédureDERIVEST qui va chercher à
simplifier (supprimer des littéraux) cette interprétationpartielle afin d’obtenir une simplification traitable,
c’est-à-dire une interprétation partielleST telle que�ST soit une formule appartenant à une des classesC
deCs. Comme pourONE_PRIME, chaque littérall dePrime est considéré successivement et l’on vérifie par
l’intermédiaire des algorithmes de reconnaissance de chaque classeC traitable deCs si �Primenflg appar-
tient à au moins une classe deC deCs. Si�Primenflg est prouvée appartenir à une classeC deCs alors le
littéral l est retiré dePrime et le processus est réitéré avec la nouvelle interprétationpartiellePrimenflg.
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Lorsque chaque littéral dePrime a été considéré, l’interprétation partielle résultante est retournée à la pro-
cédurePROCESS_IMPLICANTST . Seules les simplifications traitables maximales pour� doivent être sauve-
gardées dansPC. Cette condition est assurée par les deux caractéristiquessuivantes. D’une part, l’ensemblePC de simplifications traitables est utilisé durant l’exploration de l’arbre de recherche de DP afin d’élaguer
cet arbre. Cet élagage, effectué par l’intermédiaire de la fonctionPRUNINGST , a pour conséquence d’éviter
l’exploration de sous-arbres qui ne pourraient qu’aboutirqu’à des interprétations déjà couvertes parPC.
D’autre part, à chaque nouvel ajout d’une simplification traitable dansPC, les interprétations couvertes par
ce nouvel élément sont retirées dePC (ligne 6 dePROCESS_IMPLICANTST).

Algorithme 12.5 DPTC-SIMPLIFICATIONS-TRAITABLESFuntion PRUNINGST : booleanInput : Un ensemble de lauses � et p l'interprétation partielle ourante ;Output : true s'il existe une simplifiation traitable de PC ouvrant p,false sinon ;
1. Begin
2. foreah interprétation partielle � 2 PC do
3. if (p � �) then return true ;
4. done
5. return false ;
6. EndProedure PROCESS_IMPLICANTSTInput : Un ensemble de lauses �, un ensemble de lasses traitables Cset un impliquant p de � ;Output : Modifie la variable globale PC représentant la ouverture ourante ;
1. Begin
2. Prime = ONE_PRIME(�; p) ;
3. ST = DERIVEST(�; Cs;Prime) ; %% Extration d'une simplifiation traitable (ST) à%% partir d'un impliquant premier (Prime) issu de p.%% Chaque ST est sauvegardée sous la forme d'une interprétation partielle.
4. foreah interprétation � 2 PC
5. do %% Assure l'obtention d'une ouverture irredondante
6. if (� �ST) then PC = (PCnf�g) ;
7. done
8. PC = (PC [ fSTg) ;
9. EndFuntion DERIVEST : une simplifiation traitableInput : Un ensemble de lauses �, un ensemble de lasses traitables Cset un impliquant premier (Prime) de �Output : Une simplifiation traitable de � pour Cs ;
1. Begin
2. foreah littéral l de Prime
3. do
4. foreah lasse traitable C(=hTC ; QCi) de Cs
5. do
6. if (TC(�Primenflg)) then return DERIVEST(�; Cs;Primenflg) ;
7. done
8. done
9. return Prime ;
10. End
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Il est clair, au vu de ces procédures, que l’ordre de considération des littéraux et les procédures de
reconnaissance d’instances traitables utilisées dans la procédureDERIVEST ont une grande influence sur
la couverture générée par notre technique et par conséquentsur l’efficacité globale d’une telle approche.
Par ailleurs, il est à noter que pour des raisons d’efficacitéchaque simplification traitableST retournée parDERIVEST est indexée par la classe traitableC à laquelle appartient la formule�ST (cf. remarque 12.2 et
algorithme 12.6).

L’algorithme d’interrogation par une clause de lié à la compilation modulo une couverture de simpli-
fications traitables est détaillé ci-dessous. Il consiste pour chaque simplification traitable�, à s’assurer que
soit� implique directement soit�� implique.
Algorithme 12.6 DPTC-ST-QUERY

1. Funtion DPTC_ST_QUERY : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses, une lause  à interroger et PC uneouverture de simplifiations traitables de � pour un ensemble delasses traitables Cs ;
3. Output : vrai si � � , faux sinon ;
4. Begin
5. foreah � 2 PC t.q. � est indexée par la lasse traitable C de Cs
6. do
7. if ( \ �==?) %% Si  n'est pas diretement impliquée par �
8. then
9. if (not(TC(��; )))
10. then
11. return false ;
12. fi
13. fi
14. done
15. return true ;
16. End

Nous présentons dans la section 12.2.5 une étude comparative des trois approches de compilation dis-
cutées précédemment :

– couverture d’impliquants premiers ;

– couverture de simplifications traitables ;

– couverture d’hyper-impliquants.

Ces trois approches sont également comparées par rapport à l’interrogation directe de la base de clauses.

12.2.4.2 Le cas des hyper-impliquants

Le pseudo-code page suivante décrit les procédure spécifiques à la compilation modulo une couverture
d’hyper-impliquants. Il est à noter que, pour le calcul d’hyper-impliquants,Cs est vide. En effet, seul des
formules Horn-renommables sont sauvegardées par l’intermédiraire d’un couple (interprétation partielle,
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ensemble de littéraux) comme nous l’avons explicité précédemment (cf. paragraphe 12.2.3).

Algorithme 12.7 DPTC-HYPER-IMPLIQUANTSFuntion PRUNINGHI : booleanInput : Un ensemble de lauses � et p l'interprétation partielle ourante ;Output : true s'il existe un hyper-impliquant de PC ouvrant �p,false sinon ;
1. Begin
2. foreah interprétation partielle � 2 PC
3. do
4. if (�p � ��) then return true ;
5. done
6. return false ;
7. EndProedure PROCESS_IMPLICANTHIInput : Un ensemble de lauses � et un impliquant p de � ;Output : Modifie la variable globale PC représentant la ouverture ourante ;
1. Begin
2. Model = DERIVEHI(�; p) ;
3. foreah interprétation � 2 PC
4. do
5. if (�Model � ��) then PC = (PCnf�g) ;
6. done
7. PC = (PC [ fSTg) ;
8. EndFuntion DERIVEHI : une simplifiation traitableInput : Un ensemble de lauses � et un impliquant p de �Output : Un hyper-impliquant de � pour p ;
1. Begin
2. Model = p ;
3. foreah variable v de � telle que fvg \ p = f:vg \ p = ?
4. do
5. if (nombre d'ourrenes de v dans � est supérieur à elui de :v)
6. then
7. Model = (Model [ fvg) ;
8. else
9. Model = (Model [ f:vg) ;
10. fi
11. done
12. return Model ;
13. End

À chaque fois qu’un impliquantp de� est trouvé par DP, cet impliquant est étendu vers un modèleModel (une interprétation complète) de� tel queModel � p. Les variables n’apparaissant pas dansp sont
ajoutées sous la forme d’un littéral, le signe de ce littéralest déterminé en fonction du déséquilibre de la
variable. Lorsque�Model est calculé pour la première fois, la liste de littéraux[lm1 ; lm2 ; : : : ; lmn ℄ est greffée
à Model. La procédureDERIVE_HI est à la fois plus simple et beaucoup plus efficace que la procédureDERIVE_ST. De plus, la méthode n’oblige pas le calcul d’impliquants premiers, par conséquent elle fait
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l’économie de l’appel àONE_PRIME. Comme pour les couverures de simplifications traitables, la couver-
ture partielle courante permet d’élaguer l’arbre de recherche de DP, par l’intermédiaire de la procédurePRUNING_HI. Il reste que cette procédure, à l’inverse deDERIVE_HI, est beaucoup moins efficace quePRUNING_ST. En effet, pour chaque modèle sauvegardé, il faut calculer l’hyper-impliquant correspondant
et tester l’implication de deux formules Horn-renommables. De plus, si l’on désire que la couverture calcu-
lée soit maximale pour�, il ne faut pas sauvegarder des hyper-impliquants qui seraient couverts par d’autres
hyper-impliquants. Dans ce cas le test d’implication entredeux formules Horn-renommables (�Model � ��)
fait en ligne 5 de la procédureDERIVE_HIest indispensable. Cependant, étant donné que les formules�Model
et�� sont issues toutes deux de�, ce test peut être calculée de manière relativement efficace(comparati-
vement à un test d’implication entre deux formules Horn-renommables quelconques). Il reste que, même
si ces tests d’implications peuvent être calculés de manière relativement efficace, ils risquent fortement de
nuire aux performances globales de l’approche. Par conséquent, ces tests coûtant la plupart du temps plus
chers qu’ils ne rapportent, sont à proscrire en pratique.

Similairement au calcul d’une simplification traitable où l’ordre d’examen des littéraux dans la procé-
dureDERIVE_ST et les classes traitables contenues dansCs peuvent grandement influencer la simplification
calculée, les couvertures d’hyper-impliquants admettentégalement deux points critiques. En effet, le choix
des littéraux pour étendre l’impliquantp de� vers un modèle dansDERIVE_HI, ainsi que le choix des
littérauxlm peuvent avoir un impact non négligeable sur l’hyper-impliquant généré.

L’algorithme d’interrogation pour les compilations modulo une couverture d’hyper-impliquants est le
plus simple et le plus naturel qui soit.

Algorithme 12.8 DPTC-HI-QUERY

1. Funtion DPTC_HI_QUERY : boolean
2. Input : � un ensemble de lauses, une lause  à interroger et PC uneouverture d'hyper-impliquants de � ;
3. Output : vrai si � � , faux sinon ;
4. Begin
5. foreah � 2 PC t.q. �
6. do
7. if (�� 2 ) then return false ;
8. done
9. return true ;
10. End
12.2.5 Résultats expérimentaux

Afin d’évaluer expérimentalement les approches de compilation logique à base de couvertures traitables,
nous avons comparé nos approches à base de simplifications traitables et d’hyper-impliquants avec celles
utilisant une couverture d’impliquants premiers. Plus particulièrement, la technique de compilation à base
de couvertures d’impliquants premiers retenue est celle proposée par Robert C. Schrag dans [Schrag 1996].

Nos expériences ont porté sur de nombreuses bases de connaissances incluant des problèmes structurés
issus de [Forbus & De Kleer 1993] et d’instanceskSAT aléatoires, pour un rapport nombre de clauses sur
nombre de variables variant entre3:2 et4:4.
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problèmes #var #cla
Impliquants Premiers Simplifications Traitables Hyper-Impliquants� � jb�j � � jb�[℄j � � jb�mj

adder 21 50 5.08 — 5376 2.09 — 1044 0.20 78.75 305

history-ex 21 17 2.00 — 172 0.75 1000.00 234 0.14 11.66 77

two-pipes 15 54 0.66 125.00 255 0.60 125.00 234 0.12 20.00 192

three-pipes 21 82 0.47 45.45 441 0.42 <1 373 0.27 17.50 284

four-pipes 27 110 0.36 23.80 675 0.25 18.51 528 0.20 29.16 380

regulator 21 106 0.51 26.31 861 0.29 20.83 530 0.17 29.99 422

selenoid 11 19 2.16 — 297 1.40 — 115 0.20 17.49 94

valve 13 50 0.85 <1 312 0.66 <1 297 0.16 21 246

TAB . 12.1 –Résultats des différentes compilations sur des instances structurées

Chaque base de connaissances a été compilée suivant les trois techniques et interrogée par500 questions
(clauses de longueur3) générées aléatoirement. Par ailleurs, afin de s’assurer del’utilité de compiler ces
bases de connaissances, nous avons également interrogé directement chaque base de connaissances par
les 500 questions générées. Nous rappelons que l’interrogation directe consiste à tester la consistance de
la formule(� ^ :) où � est l’ensemble de clauses à interroger et une question exprimée sous forme
clausale. L’algorithme complet utilisé pour cette interrogation directe est C-SAT [Duboiset al.1996], l’une
des meilleures implantations de DP (cf. paragraphe 7.1.4.1).

Pour chaque problème testé, nous avons calculé les rapportssuivants :

– � = QCQD oùQC (respectivementQD) correspond au temps (moyen) nécessaire aux approches com-
pilées (respectivement à l’interrogation directe) pour répondre aux500 requêtes ;

– � = CQD�QC oùC correspond au temps de compilations.� nous indique la rentabilité de l’interrogation via une approche compilée et� nous indique le nombre de
questions nécessaires pour amortir le coût de la compilation. Si� > 1 alors l’approche directe sera toujours
plus efficace que l’approche compilée donc la compilation nesera jamais amortie.

La table 12.1 rapporte les résultats obtenus par chacune desméthodes de compilations testées pour
chaque problème issu de [Forbus & De Kleer 1993]. Nous avons spécifié pour chacune des méthodes les
ratios� et � ainsi que la taille de la compilation. La taille de la compilation est calculée en nombre de
littéraux de la couverture. La taille des couvertures traitables est calculée de manière à prendre en compte
la taille de la représentation sous forme de disjonctions d’interprétations partielles et la taille de l’instance� nécessaire pour retrouver les formules traitables à partirdes interprétations partielles sauvegardées. Pour



198 Chapitre 12. Compilations logiques modulo des théories

0.01

0.1

1

10

100

3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4

al
ph

a

#cla/#var

Impliquants premiers
Simplifications Tractables

Hyper-implicants

FIG. 12.5 –Valeur de� pour des instances3SAT aléatoires en fonction de C/V

l’approche à base de simplifications traitables,Cs comprend la classe des ensembles de clauses de Horn,
reverse-Horn et binaires. Pour l’approche à base d’hyper-impliquants la simplification de la couverture
(lignes de 3 à 6 dePROCESS_IMPLICANTHI) n’a pas été implantée.

Le second type de problèmes testés sont des instances3SAT aléatoires de50 variables. Pour ces ins-
tances, nous avons fait varier par pas de0:01 le rapport nombre de clauses sur nombre de variables entre3:2 et 4:4, ceci permet de couvrir au mieux toutes les zones (sous-contraintes, critiques, sur-contraintes)
des instances3SAT aléatoires satisfaisables. Pour chaque taille de problèmes, 50 instances ont été gé-
nérées. Les courbes 12.5 et 12.6 donnent repectivement la valeur moyenne de� (respectivement la taille
moyenne des compilations) pour chacune des tailles d’instances testées. Sur la courbe correspondant au
ratio� (cf. FIG. 12.5), nous avons partagé l’espace en deux régions par l’intermédiaire de la droite� = 1.
Ces régions correspondent pour la zone située au dessous (respectivement au dessus) de la droite à la ré-
gion où la compilation est utile (respectivement inutile),c’est-à-dire la région où la compilation permet
(repectivement ne permet pas) d’obtenir un gain par rapportà l’interrogation directe .

Au vu des expériences réalisées, les couvertures traitables fournissent de meilleurs résultats que les
couvertures d’impliquants premiers à la fois pour les instances structurées et aléatoires. Un gain de temps
significatif lors de la phase d’interrogation et un gain d’espace mémoire pour mémoriser la couverture ont
été obtenus. De plus, les couvertures traitables sont utiles pour un grand nombre d’instances (où elles sont
plus efficaces que l’interrogation directe). Enfin les couvertures traitables permettent de compiler des bases
de connaissances admettant une couverture d’impliquants premiers (zone sous-contraintes des instanceskSAT aléatoires) si grande qu’il est impossible de la calculer etde la mémoriser.

12.2.6 Conclusion

Les résultats théoriques et expérimentaux obtenus montrent que les approches de compilations à base de
couvertures traitables sont plus que prometteuses et nous encouragent à étendre ces travaux dans différentes
directions.
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Une première voie quant à l’extension de ces travaux est de mettre au point une technique permettant de
déterminer quelles sont les classes traitables à utiliser pour une base de connaissances donnée. D’un point
de vue expérimental, une évaluation intensive de l’approche à base de simplifications traitables utilisant un
ensemble de classes traitables plus important doit être réalisée.

Une autre perspective intéressante concerne l’extension de l’approche à base d’hyper-impliquants à
d’autres classes traitables. Nous pensons particulièrement à la classe traitable q-Horn deSAT [Boroset al.1994].

Enfin, toutes les approches proposées présentent la caractéristique d’être «anytime», dans le sens
où lorsque la compilation est stoppée avant sa terminaison naturelle, la couverture partielle obtenue peut
jouer le rôle de minorant (cf. paragraphes 11.2.2.1 et 11.2.2.2). Les approximations ainsi construites pour-
ront être plus fines comparativement aux approches classiques d’approximation par une formule Horn
[Selman & Kautz 1991, Del Val 1996], puisque la couverture partielle calculée contient plusieurs formules
traitables issues de différentes classes traitables.
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Chapitre 13

Conclusions – Perspectives

Notre contribution à l’étude des techniques de compilationlogique de bases de connaissances en lo-
gique propositionnelle porte sur la mise au point de nouvelles approches à base d’un raisonnement modulo
des théories. Plus précisément, nous avons proposé différentes techniques de compilation logique qui four-
nissent une représentation de la base de connaissances sousla forme d’une disjonction de formules traitables
(les théories). La nouvelle représentation de la connaissance obtenue à partir d’une compilation modulo des
théories est garantie « interrogeable » en temps polynomial, c’est-à-dire que toute déduction via cette re-
présentation peut s’effectuer en temps polynomial par rapport aux tailles cumulées de la représentation et
de la clause à déduire.

Les compilations modulo des théories reposent sur de nouveaux concepts, dont certains constituent une
généralisation de concepts largement utilisés en logique propositionnelle. En effet, les impliquants d’une
formule peuvent être assimilés à des impliquants modulo la théorie vide.

L’idée centrale des compilations modulo des théories est deconstruire une couverture traitable, c’est-
à-dire un ensemble de formules (vues comme leur disjonction) T = f��1;��2; : : : ;��ng tel que si�
est la base de connaissances à compiler, alors� � T . De plus chaque formule��i (i 2 [1::n℄) appartient
à une classe traitable pour la compilation logique (existence d’algorithmes polynomiaux en temps pour la
vérification d’appartenance à la classe et pour la satisfaisabilité d’une formule de la classe, et stabilité de la
classe par adjonctions de clauses unitaires). La représentation des connaissances ainsi construite est donc
bien interrogeable en temps polynomial : pour toute clause, � �  si et seulement si8i 2 [1::n℄; ��i � ,
opération assurée polynomiale par l’appartenance de��i à une classe traitable.

Hormis le cas particulier des couvertures d’impliquants premiers, nous avons proposé trois nouvelles
approches de compilation à base de couvertures traitables :

1. les couvertures modulo une théorie ;

2. les couvertures de simplifications traitables ;

3. les couvertures d’hyper-impliquants.

Pour les couvertures modulo une théorie, l’idée est de scinder la base de connaissances� en deux parties
une facile� et une difficile	 de telle manière que� � (� ^ 	) et que la partie facile soit traitable. Une
fois cette opération effectuée une couverture d’impliquants de	 modulo la théorie� est calculée. Nous
avons montré qu’une telle couverture pouvait être utiliséepour interroger polynomialement� par n’importe
quelle clause.

201
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Les couvertures de simplifications traitables consistent àcollecter une série d’interprétations partielles�i appelée simplification traitable telle que��i soit une formule traitable.

Les couvertures d’hyper-impliquants sont basées sur la caractérisation des formules Horn-renommables
(existence d’un modèle contredisant au plus un littéral parclause). L’idée est donc ici de collecter des
modèles�i de la base de connaissances et de construire une formule��i Horn-renommable appelée hyper-
impliquant.

Pour ces trois types de couvertures traitables, nous avons proposé des algorithmes de calcul simples et
efficaces basés sur la procédure de Davis & Putnam. Les résultats expérimentaux obtenus par ces approches
montrent, pour une large classes d’instances, que les compilations modulo des théories sont viables en pra-
tique puisque plus efficaces que l’interrogation directe debases de connaissances et que l’espace mémoire
requis pour sauvegarder ces compilations est très nettement inférieur à celui des compilations d’impliquants
premiers, ce qui a pour conséquence directe de diminuer sensiblement le temps d’interrogation. Par ailleurs,
il a été montré que pour une couverture d’impliquants premiers donnée contenantt impliquants premiers,
il existe toujours une couverture d’hyper-impliquants contenant, au pire,t+12 hyper-impliquants. D’autre
part, quelle que soit l’approche de couvertures traitablesutilisée, les méthodes proposées sont «anytime»
dans le sens où si l’une d’elles est stoppée avant sa terminaison naturelle la couverture traitable partielle
calculée est un minorant de la base de connaissances : si une clause n’a pu être impliquée par la couverture
traitable partielle alors a fortiori elle ne le sera pas non plus par une couverture traitable complète et donc
par la base de connaissances.

Les résultats théoriques et expérimentaux obtenus quant aux approches à base de couverture traitables
sont très prometteurs et nous encouragent à étendre ces travaux dans différentes directions.

Les algorithmes proposés se basant sur la procédure de Davis& Putnam, il serait intéressant de déter-
miner des stratégies de branchements pour cette procédure permettant de faciliter l’obtention de formules
traitables, notamment en ce qui concerne les couvertures desimplifications traitables. D’autre part, pour
ce type de couverture, l’ensemble de classes traitables considéré est relativement de petite taille, il serait
intéressant d’étendre cet ensemble à un nombre de classes plus important, ce qui devrait permettre sans nul
doute de réduire encore les tailles des compilations. Enfin les couvertures d’hyper-impliquants reposant sur
la caractérisation des formules Horn-renommables, une perspective intéressante concerne la mise au point
de techniques spécifiques basées sur la caractérisation d’autres classes traitables.



Conclusion générale

Dans ce mémoire de thèse, nous avons présenté une étude réalisée sur les problème de satisfaisabilité et
de déduction en logique propositionnelle.

Pour le problème de la satisfaisabilité notre contributionporte essentiellement sur les aspects algorith-
miques. Dans ce domaine, plusieurs approches ont été proposées : incomplètes, complètes et mixtes.

– En ce qui concerne les approches incomplètes, nous avons proposé un nouvel algorithme de recherche
locale, TSAT, basé sur le concept du tabou. Les résultats obtenus quant à l’optimisation expérimen-
tale de cette méthode ont permis de mettre en avant la linéarité de la courbe de la meilleure taille de
la liste tabou en fonction du nombre de variables pour des instanceskSAT aléatoires. D’autre part,
la technique proposée fournit d’excellents résultats rivalisant avec les meilleures approches actuelles
de recherche locale. Diverses extensions ont déja été réalisées (ou sont en cours de réalisation) sur
ce travail, comme par exemple la mise au point d’une technique à base de tabou dynamique. L’uti-
lisation du tabou dans les méthodes de recherche locale permet de supprimer le caractère aléatoire
des meilleures techniques de réparations locales actuelles. Nous pensons qu’à l’avenir le développe-
ment de techniques de réparations plus déterministes facilitera l’analyse des méthodes de recherche
locale dans le but de proposer de nouvelles améliorations. Par ailleurs, nous avons montré que géné-
rer l’interprétation initiale par l’intermédiaire du déséquilibre des occurrences des variables ouvre de
nouvelles pistes quant à la mise au point de nouvelles techniques de réparations locales.

– L’algorithme de Davis & Putnam est sans conteste l’approche complète la plus utilisée actuelle-
ment. Notre contribution à l’amélioration de cet algorithme porte sur la mise au point d’une nouvelle
technique d’élagage de l’arbre DP basée sur une généralisation du théorème de partition du mo-
dèle. L’utilisation de cette technique au sein de la procédure de Davis & Putnam a permis de réduire
sensiblement le nombre de nœuds parcourus par DP. L’étude théorique et pratique faite sur la généra-
lisation du théorème de partition du modèle devrait permettre dans le futur d’intégrer notre technique
d’élagage aux meilleures implantations de DP actuelles, afin d’accroître encore leur efficacité.

– Les approches mixtes sont jusqu’à l’heure actuelle peu connues et peu utilisées. Nous avons mon-
tré que de telles approches étaient tout à fait réalisables en pratique. En effet, nous avons proposé
un nouvel algorithme complet, DPRL, utilisant la recherchelocale à la fois comme heuristique de
branchement de DP mais également comme un moyen de prolongerl’interprétation partielle cou-
rante construite par DP vers un modèle. Cette technique repose sur le constat que les méthodes de
recherche locale, bien que dédiées uniquement à la recherche de solutions, permettent de circonscrire
l’inconsistance de certaines instances deSAT. De plus, notre algorithme conserve toute l’efficacité
des méthodes de recherche locale dans la preuve de l’existence d’un modèle et est particulièrement
efficace sur les instances où l’inconsistance est locale, c’est-à-dire due à un sous-ensemble de l’en-
semble de clauses. Les algorithmes mixtes constituent, à notre avis, une voie de recherche porteuse
quant à la mise au point des algorithmes performants à venir.

– La génération d’instances aléatoires fait actuellement l’objet de nombreuses études, notamment dans
le but d’améliorer les meilleures bornes théoriques du seuil. Nous avons étudié ce modèle de généra-
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tion standard en introduisant un nouveau paramètre : la probabilité de « positiver » un littéral. L’étude
de ce modèle de génération a permis de mettre en avant la relation entre le pic de difficulté des ins-
tances aléatoires et la probabilité de générer un littéral positif. D’autre part, un phénomène surprenant
quant à l’apparition des littéraux purs lors de la résolution de ces instances par la procédure de Davis
& Putnam a été exhibé. En effet, la courbe représentant le nombre de littéraux purs en fonction du
rapport nombre de clauses sur nombre de variables, admet deux extremums dont l’un est situé exac-
tement à la valeur du seuil. Pour ce dernier, nous n’avons aucune intuition permettant d’expliquer ce
phénomène.

En ce qui concerne l’étude des techniques de déduction à partir d’une base de connaissances, notre
contribution porte sur l’introduction de nouvelles techniques à base de compilations logiques préservant
l’équivalence.

– D’un point de vue théorique, nous avons généralisé le concept d’impliquants en introduisant les no-
tions d’impliquants modulo une ou des théories. Cette généralisation a eté adaptée aux notions d’im-
pliquants premiers et de couverture d’impliquants (premiers), pour aboutir à la notion de couverture
traitable. Nous avons proposé trois cas particuliers de couverture traitable : les couvertures modulo
une théorie, les couvertures de simplifications traitableset les couvertures d’hyper-impliquants.

– D’un point de vue pratique, nous avons proposé différentestechniques de compilations logiques
préservant l’équivalence basées sur les différentes couvertures définies. Nous avons montré que ces
approches de compilation permettent de réduire la taille etles temps de compilation. De plus, les
approches mises au point sont génériques et possèdent la propriété d’être «anytime». Les techniques
basées sur des raisonnements à partir de théories (traitables) ouvrent clairement de nouvelles pistes
à la fois dans la mise en œuvre de nouveaux algorithmes de compilations logiques mais également
dans la mise en place de nouvelles stratégies de résolution du problèmeSAT.

Le travail amorcé dans cette thèse ouvre de nombreuses perspectives et interrogations. Nous proposons
d’étendre nos travaux dans diverses directions :

Dans l’avenir, nous nous attacherons bien évidemment à améliorer les différents algorithmes proposés.

– TSAT est pour l’instant un algorithme capable de régler automatiquement la longueur de la liste tabou
pour des instanceskSAT aléatoires. Il reste que seul un réglage manuel de cette longueur est opéré
actuellement pour les autres instances. Les travaux engagés sur un réglage dynamique de la liste tabou
sont encourageants. Des résultats partiels montrent la convergence de la longueur de la liste tabou
vers la taille optimale pour les instanceskSAT aléatoires. Cependant, ce réglage automatique ne se
fait pas sans un coût supplémentaire, il nous faut donc déterminer un procédé permettant de garantir
l’obtention de la taille optimale tout en conservant ou en améliorant les performances actuelles. L’une
des voies aboutissant à cet objectif passe peut être par la prise en compte du déséquilibre des variables
dans la stratégie de réparation de TSAT.

– L’application du théorème de partition du modèle dans la procédure de Davis & Putnam permet
un gain substantiel en terme du nombre de nœuds explorés. Il reste que le temps de calcul joue en
défaveur de cette technique. Plusieurs pistes sont actuellement en cours d’exploration pour diminuer
le temps de calcul, notamment la détermination d’un ordre d’examen des clauses susceptibles d’être
impliquées. Par ailleurs, les niveaux d’implication de clauses introduits en fin de thèse devraient
permettre d’élaguer l’arbre de recherche construit par DP de manière encore plus significative et
ainsi de réduire le temps de calcul de la méthode.

– DPRL est une technique mise au point uniquement pour montrer la faisabilité des méthodes mixtes.
De nombreuses optimisations devraient permettre d’accroître très fortement ses performances. Nous
pensons notamment limiter le nombre d’appels à la recherchelocale et, d’autre part, intégrer le score
des littéraux calculés par la recherche locale dans une heuristique de branchement plus sophistiquée
tendant à équilibrer l’arbre de décision construit par la méthode.



205

– Les algorithmes de compilation logique proposés dans cette thèse sont tous basés sur la procédure de
Davis & Putnam. Nous pensons qu’une voie pour améliorer les performances de ces algorithmes est
l’utilisation d’heuristiques de branchement spécialisées. Par exemple, lors du calcul d’une couverture
simplifications traitables, il serait intéressant de déterminer dans quelle mesure il est possible de
déterminer une heuristique facilitant l’apparition de formules traitables. D’autre part, il est évident
que seul un ensemble restreint de classes traitables ont étéconsidérées, une amélioration possible des
différentes techniques serait de mettre en jeu un plus largepanel de classes traitables.

Certains résultats empiriques obtenus au cours de cette thèse posent un certain nombre d’interrogations
qui ne trouveront réponses qu’après une analyse théorique poussée.

– La courbe obtenue sur le réglage de la taille de la liste d’interdits pour TSAT, mérite sans aucun doute
une analyse théorique afin de savoir s’il est possible de liercette taille aux paysages des instances
kSAT.

– L’importance des littéraux retournés par les méthodes de recherche locale (littéraux étant apparus
le plus souvent dans des clauses falsifiées) étant démontréeexpérimentalement, est-il possible de
caractériser ces littéraux autrement que par l’exécution d’une méthode de recherche locale?

– Nous avons montré expérimentalement le lien entre le pic dedifficulté des instanceskSAT aléatoires
et la probabilité de positiver un littéral dans ces instances. Est-il possible de caractériser ce lien de
manière théorique?

Une perspective intéressante est de voir dans quelle mesureces résultats peuvent être étendus et appli-
qués à d’autres domaines. Un travail préliminaire (ne figurant pas dans cette thèse) a été entrepris quant à
l’extension des techniques mises au point pour la satisfaisabilité à un contexte de logique non monotone
et de diagnostic de pannes. Pour ce faire, nous nous sommes restreints à l’utilisation d’une logique propo-
sitionnelle non monotone, où certaines propositions doivent être minimisées (propositions d’anormalités à
la McCarthy). Nous avons montré comment utiliser les techniques développées pour le problèmeSAT, en
vue de rechercher des modèles préférés au sein de cette logique [Mazureet al.1997d, Mazureet al.1997a].
Par ailleurs nous avons proposé une nouvelle approche pour calculer de manière effective des inférences
au sein d’une logique non monotone propositionnelle simple, fondée sur ce concept de modèles préférés
[Grégoire & Mazure 1998, Grégoireet al.1998].

Par ailleurs, les résultats obtenus dans le cadre de la détection et de la localisation des inconsistances
nous ont conduits à appliquer ces techniques afin de résoudredes problèmes liés à la fusion et à l’interac-
tion de bases de connaissances dans un cadre de travail coopératif. Le travail porte sur le maintien de la
cohérence lors de la fusion de connaissances exprimées dansun formalisme de logique propositionnelle
[Mazureet al.1996c, Mazureet al.1997c].
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Annexe

Instances de DIMACS : description

Nous décrivons succinctement dans cette annexe, les instances proposées au challenge de DIMACS
[DIM1993].

Ces informations ont été recueillies à partir du site internet de DIMACS :http://dimas.rutgers.edu/Challenges/ .

L’ensemble de ces instances est accessible via un ftp anonyme à l’adresse :ftp://dimas.rutgers.edu/pub/hallenge/sat/
FAW : Ces instances ont été proposées par F.J. Radermacher and J. Mayer, elles proviennent d’horizons

aussi variés que nombreux; on y trouve par exemple des instances du problème des pigeons, des
problèmes de coloriage de graphe, des problèmes aléatoires, etc. Cependant, ces instances ont toutes
la particularité d’être de « petite » taille.

SSA et BF : Les instances SSA et BF ont été proposées par Allen Van Gelder(avg�s.usd.edu) et
Yumi Tsuji (tsuji�se.us.edu). Elles représentent des problèmes d’analyse de pannes de cir-
cuits.

Dubois : Ces instances sont issues d’un générateur proposé par Olivier Dubois (dubois�laforia.ibp.fr).
Ces instances ont la particularité de ne jamais produire de littéraux purs lors de leur résolution par DP
et de fournir un arbre de taille exponentielle par rapport à la taille de l’instance (si toutefois aucune
technique spécifique, comme la détection de symétries, n’est intégrée à DP). Le source du générateur
est disponible via ftp anonyme à l’adresse :ftp://dimas.rutgers.edu/pub/hallenge/sat/ontributed/dubois/gensathard.

Par : Instances proposées par James Crawford (j�researh.att.om).Un problème de la formeparxx-y
représente un problème de parité surxx bits (y étant le numéro de l’instance) tandis que les problèmesparxx-y- codent exactement le même problème excepté que ces instances ont été simplifiées de
manière à créer un problème équivalent. De plus amples détails sur ces problèmes peuvent être trou-
vées à l’adresse :ftp://dimas.rutgers.edu/pub/hallenge/sat/ontributed/rawford/README.

F : Proposés par Bart Selman (selman�researh.att.om), ces problèmes sont des instances3SAT
aléatoires au seuil de « grande » taille (600, 1000 et2000 variables).

G : Ces instances sont issues de problèmes de coloriage de graphes. Elles ont été proposées par Bart Selman
(selman�researh.att.om). Ces instances sont particulièrement difficiles car d’unepart elles
proviennent de problèmes de coloriage de graphes extrêmement difficiles à résoudre en théorie des
graphes et d’autre part la représentation CNF de ces problèmes est très volumineuse (454622 clauses
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pour le plus grand). De plus amples informations peuvent être obtenues à l’adresse :ftp://dimas.rutgers.edu/pub/hallenge/sat/ontributed/selman/README.nf.
Hanoi : Comme leur nom l’indique, ces problèmes représentent le codage CNF du problème des Tours de

Hanoi. Ces problèmes ont été proposés par Bart Selman (selman�researh.att.om).
Pret : Proposées par Daniele Pretolani (daniele�rt.umontreal.a), ces instances codent des pro-

blèmes de2-coloriage de graphes, enrichis par des contraintes de parité afin de forcer ces instances à
être insatisfaisables. Le générateur de ces instances peutêtre trouvé à l’adresse :ftp://dimas.rutgers.edu/pub/hallenge/sat/ontributed/pretolani/.

JNH : Ces problèmes sont des instances aléatoires proposées par John Hooker (jh38+�andrew.mu.edu).
Hole : Problèmes desn+ 1 pigeons (ou chaussettes) etn pigeonniers (respectivement tiroirs). Vérifie s’il

est possible de mettren + 1 pigeons dansn pigeonniers avec un seul pigeon par pigeonnier ! Ces
instances ont été proposées par John Hooker (jh38+�andrew.mu.edu).

AIM Ces instances proposées par Eiji Miyano (miyano�se.kyushu-u.a.jp)sont des instances3SAT
générées artificiellement de telle manière que les instances « yes» admettent un et un seul modèle.
Le générateur de ces instances, ainsi que de plus amples informations sur ce générateur peuvent être
trouvés dans le répertoire :ftp://dimas.rutgers.edu/pub/hallenge/sat/ontributed/iwama/.
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Abstract

Knowledge representation and reasoning is a key issue in computer science and more particularly in
artificial intelligence. In this respect, propositional logic is a representation formalism that is a good trade-
off between the opposite computational efficiency and expressiveness criteria. However, unlessP = NP ,
deduction in propositional logic is not polynomial in the worst case. In this respect, two correlated problems
are addressed in this thesis: the satisfiability and the logical compilation of propositional knowledge bases.

First, new contributions about the computational aspects of the SAT problem (i.e. the satisfiability of
a propositional formula in conjunctive normal form) are obtained, with respect to both logically complete
and incomplete computational approaches to SAT. In particular, a new local search method based on a
systematic use of a tabu list is proposed and fine-tuned. Surprising experimental results about the optimal
length of the tabu list are exhibited with respect to hard random kSAT instances. A generalization of
Oxusoff and Rauzy’s model partition model is also obtained.New combinations of incomplete (local)
search procedures and complete (systematic) search ones based on the Davis and Putnam’s procedure that
exploit the complementary properties of both approaches are investigated. Finally, a relation between the
probability of generating a positive literal and the peak ofdifficulty of random instances is exhibited.

Then, a new approach to logical equivalence-preserving knowledge compilation is proposed. The key
idea is to transform the initial formula into a tractable cover, i.e. a logically equivalent set of tractable
formulas considered in a disjunctive way. It generalizes the standard notion of (prime) implicants cover.
Three specific cases are investigated; namely, covers with respect to one theory, carver-based tractable
covers and hyper-implicants covers. Both theoretical and experimental results show a substantial and time
saving with respect to standard approaches.

All algorithms in this thesis have been implemented as a uniform multi-strategies platform and validated
in an extensive manner with respect to standard benchmarks and hard random instances.

Keywords: Knowledge representation, propositional logic, SAT, logic compilation, Davis & Putnam pro-
cedure, local search, tabu search, mixed methods, random generation.



Résumé

La représentation des connaissances et les problèmes d’inférences associés restent à l’heure actuelle une
problématique riche et centrale en Informatique et plus précisément en Intelligence Artificielle. Le forma-
lisme considéré dans cette thèse est la logique propositionnelle qui permet d’allier puissance d’expression
et efficacité. Il reste que la déduction en logique propositionnelle ne peut admettre de solutions à la fois
générales et efficaces. Cette thèse traite de la satisfaisabilité et de la compilation de bases de connaissances
propositionnelles, deux problèmes directement connectésà la problématique de la déduction.

Après une présentation générale de la thématique abordée (partie I), la seconde partie de cette thèse est
dédiée à l’étude des méthodes de résolution du problème SAT.Nous proposons différents algorithmes pré-
servant ou non la complétude logique. En premier lieu, nous présentons un nouvel algorithme de recherche
locale (TSAT) basé sur une utilisation systématique d’une liste de réparations interdites (méthode tabou).
Les algorithmes de recherche locale sont très souvent assujettis à un réglage pointilleux de leurs paramètres.
Un résultat empirique surprenant permet de régler automatiquement la taille de la liste tabou en fonction du
nombre de variables pour des instanceskSAT aléatoires. En ce qui concerne les algorithmes completspour
SAT, notre contribution porte sur une généralisation du théorème de partition du modèle. Nous montrons
comment une application restreinte de cette généralisation associée à la procédure de Davis & Putnam (DP)
permet de diminuer la taille de l’arbre de recherche parcouru. La complémentarité des méthodes complètes
et incomplètes conduit naturellement à l’idée de faire coopérer ces méthodes. Nous proposons plusieurs
schémas de coopération et montrons que de telles combinaisons sont extrêmement performantes en pra-
tique. Nous terminons cette seconde partie par la présentation de résultats expérimentaux obtenus sur le
modèle standard de génération d’instances aléatoires. Lesrésultats obtenus mettent en évidence un lien
surprenant entre la probabilité de « positiver » un littéralet le pic de difficulté des instances aléatoires.

La troisième partie de cette thèse est consacrée au problèmede la compilation logique de bases de
connaissances. Nous proposons une nouvelle technique de compilation logique préservant l’équivalence,
basée sur un raisonnement modulo des théories. Cette technique repose sur l’idée de déterminer un en-
semble de formules traitables (vu comme leur disjonction) sémantiquement équivalent à la formule initiale.
Cet ensemble de formules est appelé couverture traitable. Ce type de couverture généralise la notion de
couverture d’impliquants (premiers). Nous en proposons trois cas particuliers : les couvertures modulo une
théorie, les couvertures de simplifications traitables et les couvertures d’hyper-impliquants. Les résultats
théoriques et pratiques obtenus montrent que les approchesà base de couvertures traitables améliorent
considérablement les approches existantes (gain de temps et d’espace).

Une plate-forme logicielle regroupant l’ensemble des algorithmes décrits dans cette thèse a permis de
valider expérimentalement les algorithmes utilisés sur delarges classes d’instances.

Mots-clés :Représentation des connaissances, logique propositionnelle, SAT, compilation logique, procé-
dure de Davis & Putnam, recherche locale, recherche tabou, méthodes mixtes, génération aléatoire.


